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AVERTISSEMENT. 


VjET  ouvrage,  destiné  à  faire  suite  au  Résumé  des  Leçons  sur 
le  Calcul  infinitésimal ,  offrira  les  applications  de  ce  calcul  à  la 
géométrie.  Il  sera  divisé  en  trois  volumes,  dont  les  deux  premiers 
comprendront  celles  des  applications  géométriques  du  calcul 
différentiel  et  -du  calcul  intégral  qui  sont  relatives  à  la  première 
année  du  Cours  d'analyse  de  l'Ecole  royale  polytechnique.  Je 
publie  aujourd'hui  le  premier  volume,  qui  renferme  Jes  principales 
applications  du  calcul  différentiel.  Dans  la  solution  des  différens 
problèmes,  j'ai  cherché  à  concilier  la  rigueur  des  démonstrations 
avec  la  simplicité  des  méthodes.  Lorsqu'on  fait  usage  de  coor- 
données rectilignes,  soit  rectangulaires,  soit  obliques,  l'un  des 
principaux  moyens  d'abréger  les  calculs  consiste  à  résoudre  les 
questions  proposées  à  l'aide  de  formules  dont  chacune  exprime 
l'égalité  de  plusieurs  fractions  qui  soient  des  fonctions  semblables 
ou  des  fonctions  symétriques  des  trois  coordonnées.  L'utilité 
de  ces  formides  se  fait  remarquer  même  dans  les  applications  de 
l'analyse  algébrique  aux  problèmes  qui  concernent  la  ligne  droite 
et  le  plan.  C'est  ce  que  l'on  reconnaîtra  sans  peine  en  jetant  les 
yeux  sur  les  Préliminaires  placés  en  tête  de  l'ouvrage. 

On  trouvera  dans  la  neuvième,  la  vingt- unième  et  la  vingt- 
deuxième  Leçon,  une  nouvelle  théorie  des  contacts  des  courbes  et 
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des  surfaces  courbes,  qui  a  l'avantage  de  reposer  sur  des  définitions 
indépendantes  du  système  de  coordonnées  que  l'on  adopte,  et 
de  présenter  en  même  temps  une  idée  très-nette  du  rapprochement 
plus  ou  moins  considérable  de  deux  courbes  ou  de  deux  surfaces 
qui  ont  entre  elles  un  contact  d'un  ordre  plus  ou  moins  élevé. 

Du  reste  ,  en  composant  cet  ouvrage  ,  j'ai  mis  à  profit  les 
travaux  des  géomètres  qui  ont  écrit  sur  le  même  sujet,  ainsi  que 
les  lumières  de  MM.  Ampère  et  Coriolis.  Je  dois  à  ce  dernier, 
entre  autres  choses,  la  définition  que  j'ai  donnée,  dans  la  dix- 
septième  Leçon ,  du  rayon  de  courbure  d'une  courbe  quelconque  ; 
et  c'est  d'après  ses  conseils  que  j'ai  placé  la  théorie  du  cercle 
osculateur  avant  celle  des  contacts  des  divers  ordres. 
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PRELIMINAIRES. 

REVUE    DE    QUELQUES    FORMULES    DE    GÉOMÉTRIE    ANALYTIQUE. 


Avant  d'exposer  les  applications  géométriques  du  Calcul  infinité- 
simal, il  sera  fort  utile  d'établir  quelques  notions  et  quelques  for- 
mules préliminaires  :  tel  est  l'objet  dont  nous  allons  d'abord  nous 
occuper. 

Nous  déterminerons  ordinairement  la  position  d'un  point  dans 
l'espace  à  l'aide  de  trois  coordonnées  reetilignes  x,  y,  :;,  relatives  ii 
trois  axes  des  x,  des  y  et  des  s,  passant  par  Yoriginc  des  coordon- 
nées, et  formés  par  les  intersections  mutuelles  des  trois  plans  coor- 
donnés des  y,  z,  des  z,  x,  et  des  x,  y.  Ces  coordonnées  seront  rectan- 
gulaires lorsque  les  trois  axes  seront  perpendiculaires  entre  eux. 

Nous  nommerons  axe  une  droite  menée  par  un  point  quelconque 
de  l'espace,  et  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens;  et  nous 
dirons  qu'un  axe  de  cette  espèce  se  divise  en  deux  demi-axes  abou- 
tissant au  point  que  l'on  considère,  et  dont  chacun  se  prolonge  indé- 
liniment  dans  un  seul  sens.  Par  conséquent,  chacun  de  ces  d(^ux 
demi-axes  aura  toujours  une  direction  déterminée.  Si  l'on  considère 
en  particulier  les  trois  axes  des  x,  y,  z,  chacun  d'eux  sera  divisé,  à 
l'origine,  en  deux  demi-axes,  sur  l'un  desquels  se  compteront  les 
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coordonnées  positives,  tandis  que  l'on  comptera  sur  l'autre  les  coor- 
données négatives. 

D'après  ces  définitions,  il  est  clair  que,  si  l'on  tient  compte  seule- 
ment des  angles  qui  renferment  au  plus  200  degrés  {nouvelle  divi- 
sion), deux  axes  ou  deux  droites,  tracés  de  manière  à  se  couper, 
comprendront  toujours  entre  eux  deux  angles,  l'un  aigu,  l'autre 
obtus,  tandis  que  deux  directions  ou  deux  demi-axes,  aboutissant 
à  un  point  donné,  formeront  un  seul  angle,  tantôt  aigu,  tantôt  obtus. 
Lorsque  deux  directions  ou  deux  demi-axes  aboutiront  à  deux  points 
différents  de  l'espace,  ils  seront  censés  former  entre  eux  le  même 
angle  que  formeraient  deux  demi-axes  parallèles  et  prolongés  dans 
les  mêmes  sens  à  partir  d'un  point  unique.  Cela  posé,  l'angle  que 
deux  directions  formeront  entre  elles  sera  toujours  complètement 
déterminé,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  des  angles  formés  par  une 
direction  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives. 

Concevons  maintenant  que,  par  un  point  0  pris  à  volonté  dans  l'es- 
pace, on  ait  m.ené  deux  demi-axes  OA,  OB,  et  qu'un  rayon  mobile, 
d'une  longueur  indéfinie,  aboutissant  au  point  0,  tourne,  dans  le 
plan  de  ces  deux  demi-axes,  avec  un  mouvement  de  rotation  en  vertu 
duquel  il  décrive  l'angle  AOB,.en  passant  de  la  position  ÔA  à  la  posi- 
tion OB.  Supposons  de  plus  que,  par  le  point  0,  on  ait  élevé  un 
troisième  demi-axe  situé  hors  du  plan  OAB.  Un  spectateur  qui  posera 
les  pieds  sur  le  plan,  de  manière  à  s'appuyer  contre  le  demi-axe, 
verra  le  rayon  vecteur  se  mouvoir,  en  passant  devant  lui,  de  sa  droite 
à  sa  gauche  ou  de  sa  gauche  à  sa  droite,  ce  que  nous  exprimerons 
en  disant  que  le  mouvement  de  rotation  a  lieu  de  droite  à  gauche  ou 
de  gauche  à  droite  (').  On  doit  observer,  au  reste,  que,  si  par  le 
point  0  on  élevait  à  la  fois  deux  demi-axes  situés,  le  premier  d'un 
côté  du  plan,  le  second  de  l'autre  côté,  le  même  mouvement  de  rota- 


(')  Le  moyen  que  nous  employons  ici,  et  à  l'aide  duquel  on  distingue  facilement  les 
deux  espèces  do  mouvements  de  rotation  que  peut  prendre  un  plan  tournant  sur  lui- 
môme  autour  d'un  point'donné,  est  celui  dont  M.  Ampère  a  fait  usage  dans  la  Théorie  de 
*    l'Electricité  dynamique. 
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tion  paraîtrait  s'effectuer  autour  de  l'un  de  ces  demi-axes  de  droite  à 
gauche,  et  autour  de  l'autre  de  gauche  à  droite. 

Considérons  à  présent  un  angle  solide  trièdre  qui  ait  pour  arêtes 
trois  demi-axes,  OA,  OB,  OC,  aboutissant  au  point  0;  et  concevons 
qu'un  rayon  mobile,  d'une  longueur  indéfinie,  mené  par  le  point  0, 
fasse  le  tour  de  l'angle  solide  en  s'appliquant  successivement  sur  les 
trois  faces  AOB,  BOC,  COA.  Son  mouvement  de  rotation  sur  chaque 
face  sera  un  mouvement  de  rotation  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche 
à  droite  autour  de  l'arête  située  hors  du  plan  de  cette  face.  De  plus, 
il  est  facile  de  voir  que  les  trois  mouvements  sur  les  trois  faces  seront 
de  même  espèce.  Supposons,  par  exemple,  que  les  trois  demi-axes 
dont  il  s'agit  se  réduisent  aux  demi-axes  des  coordonnées  positives 
et  coïncident  avec  les  directions  OX,  OY,  OZ.  Si  la  disposition  de  ces 
demi-axes  est  celle  que  l'on  adopte  le  plus  ordinairement,  les  trois 
mouvements  de  rotation  auront  lieu  de  droite  à  gauche  autour  de  ces 
trois  demi-axes,  lorsque  le  rayon  mobile,  en  faisant  le  tour  de  l'angle 
solide,  passera  successivement  de  la  position  OX  à  la  position  OY,  et 
de  celle-ci  à  la  position  OZ.  Si  le  demi-axe  des  z  positives  était  trans- 
porté de  l'autre  côté  du  plan  des  x,  y,  alors  les  mouvements  de  rota- 
tion de  droite  à  gauche  auraient  lieu  dans  le  cas  où  le  rayon  mobile 
prendrait  successivement  les  trois  positions 

ÔX,     OZ,    ÔY, 

pour  revenir  ensuite  directement  de  la  position  OY  à  la  position  ÔX. 
Afin  de  bien  distinguer  les  deux  espèces  de  mouvements  que  peut 
prendre  un  rayon  mobile  assujetti  à  passer  par  l'origine  et  à  parcourir 
successivement  les  trois  faces  de  l'angle  solide  OXYZ,  nous  dirons 
que  ce  rayon  mobile  a,  dans  chacim  des  plans  coordonnés,  un  mouve- 
ment direct  de  rotation,  s'il  passe  successivement  de  la  position  0X  à 
la  position  OY,  et  de  celle-ci  à  la  position  OZ.  Nous  dirons,  dans  le 
cas  contraire,  que  le  même  rayon  vecteur  a  un  mouvement  de  rota- 
tion rétrograde.  En  conséquence,  si  l'on  adopte  la  disposition  la  plus 
ordinaire  pour  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  les  mouve- 
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ments  directs  de  rotation  autour  de  ces  demi-axes  auront  lieu  de 
droite  à  gauche,  et  les  mouvements  rétrogrades  de  gauche  à  droite. 

Nous  appliquerons  les  mêmes  dénominations  aux  deux  espèces  de 
mouvements  que  peut  prendre  un  rayon  vecteur  mobile  en  tournant 
autour  d'un  point  de  manière  à  parcourir  successivement  les  trois 
faces  d'un  angle  solide  quelconque;  et  quand  le  mouvement  de  rota- 
tion du  rayon  vecteur  sur  chaque  face  aura  lieu  de  droite  à  gauche 
autour  de  l'arête  située  hors  de  cette  face,  ce  mouvement  sera  nommé 
direct  ou  rétrograde,  suivant  que  les  mouvements  de  rotation  des  plans 
coordonnés,  tournant  de  droite  à  gauche  autour  des  demi-axes  OX, 
OY,  OZ,  seront  eux-mêmes  directs  ou  rétrogrades. 

Une  droite  AB,  menée  d'un  point  A  supposé  fixe  à  un  point  B  sup- 
posé mobile,  sera  généralement  désignée  sous  le  nom  de  rayon  vec- 
teur. Nommons  R  ce  rayon  vecteur, 

les  coordonnées  du  point  A; 


celles  du  point  B;  et 


^,   y, 

a,     b, 


les  angles  formés  par  la  direction  AB  avec  les  demi-axes  des  coordon- 
nées positives; 

71  —  a,     T.  —  b,     Ti  —  c 

seront  les  angles  formés  par  le  même  rayon  vecteur  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  négatives.  De  plus,  là  projection  orthogonale  du  rayon 
vecteur  sur  l'axe  des  x  sera  égale,  d'après  un  théorème  connu  de  Tri- 
gonométrie, au  produit  de  ce  rayon  vecteur  par  le  cosinus  de  l'angle 
aigu  qu'il  forme  avec  l'axe  des  x  prolongé  dans  un  certain  sens.  Cette 
projection  se  trouvera  donc  représentée  :  si  l'angle  a  est  aigu,  par  le 

produit 

Kcosa, 

et  si  l'angle  a  est  obtus,  par  le  produit 

U  cos(t:  —  a) -— —  R  cosa, 
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c'est-à-diro,  clans  les  deux  cas,  par  la  valeur  numérique  du  produit 

Rcosa. 

Il  est  d'ailleurs  évident  :  i**  que  le  rayon  vecteur  projeté,  si  on  lui 
donne  pour  origine  la  projection  du  point  A,  sera  dirigé  dans  le  sens 
des  X  positives  ou  dans  le  sens  des  x  négatives,  suivant  que  l'angle  a 
sera  aigu  ou  obtus;  2^  que  le  produit  Rcosa  sera  positif  dans  le  pre- 
mier cas,  négatif  dans  le  second.  Donc  le  produit  Rcos«  sera  équi- 
valent à  la  projection  du  rayon  vecteur  R  sur  l'axe  des  œ,  prise  avec 
le  signe  +  ou  avec  le  signe  —,  suivant  que  cette  projection  sera 
dirigée  dans  le  sens  des  x  positives  ou  dans  le  sens  des  x  négatives. 

De  même,  les  produits  Rcos6,  Rcôsc  seront  respectivement  égaux 
aux  projections  orthogonales  du  rayon  vecteur  R  sur  les  axes  des  y 
et  z,  prises  tantôt  avec  le  signe  4-,  tantôt  avec  le  signe  —,  suivant 
que  chacune  de  ces  projections  sera  dirigée  dans  le  sens  des  coor- 
données positives  ou  négatives. 

Les  trois  projections  orthogonales  du  rayon  vecteur,  prises  avec 
les  signes  que  nous  venons  d'indiquer,  sont  ce  que  nous  appelle- 
rons désormais  ses  projections  algébriques  sur  les  axes  des  a?,  des  y 
et  des  z;  elles  sont,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  équivalentes  aux 

trois  produits 

Rcosa,     RcosZ^,     Rcosc. 

De  plus,  il  est  facile  de  s'assurer  qu'elles  sont  respectivement  égales, 
aux  trois  différences 

quand  les  axes  des  coordonnées  seront  perpendiculaires  entre  eux. 
On  aura  donc  alors 

(i)  X  —  ^o^l^cosa,        y — j'o=RcosZ/,         3  — ^Sq— Rtosc. 

Enfin,  comme  le  rayon  vecteur  et  ses  projections  orthogonales  repré- 
sentent la  diagonale  et  les  arêtes  d'un  parallélépipède  rectangle,  le 
carré  du  rayon  vecteur  sera  équivalent  à  la  somme  des  carrés  des 
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trois  projections,  et  l'on  aura  encore,  dans  l'hypothèse  admise, 

(2)  R^=(^-^o)2-f-(j-jo)^+(^-Co)2 

OU 

(3)  R  =[{oo-x,r-+{y-yoy+{z-z,r-]K 

Gela  posé,  on  tirera  des  équations  (i) 


cosa  = 


(4) 


COS  b  =  2::=^  ^  rizZo ^  ; 


cosc 


i^       [(^-^o)^+(j-jor+(^-^orr 


et,  par  suite, 

(5)  •  COS^«  +  COS'Z^  +  cos-c  =1  I.  N 

Les  équations  (4)  suffisent  pour  déterminer  les  angles  a,  b,  c,  que 
forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  le  rayon  vecteur 
mené  du  point  (^0»  Jo»  ^0)  (')  ^u  point  (x, y,z).  Elles  peuvent  être 
remplacées  par  la  seule  formule 

COS  a  cosb  cosc 

Quant  à  la  formule  (5),  elle  exprime  la  relation  qui  existe  toujours 
entre  les  trois  angles  que  forme  une  droite  prolongée  dans  un  sens 
quelconque  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives. 

Supposons  à  présent  qu'au  point  (iro»Jo»  ^0)  on  substitue  l'origine 
même  des  coordonnées.  Si  l'on  désigne  par  r  le  rayon  vecteur  mené 
de  cette  origine  au  point  (^,y,  ^)  et  par  a,  (3,  y  les  angles  que  forme 
ce  rayon  vecteur  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  les 

(1)  Nous  indiquerons  souvent  les  points,  comme  nous  le  faisons  ici,  à  l'aidô  de  leurs 
coordonnées  renfermées  entre  deux  parenthèses.  Quelquefois  aussi  nous  indiquerons  les 
courbes  ou  surfaces  courbes  par  leurs  équations. 
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formules  (i),  (2),  (4)  se  trouveront  remplacées  par  les  suivantes 

(7)  a;:=  rcosa,        j'=:rcos(3,         ^^i^rrcosy, 

(8)  ;.  =  (^-2  +  y2^_-2)V^ 

(9)  cosa=:— )         cos|3=^>  cosy=-5 

et  l'on  aura  encore,  entre  les  angles  a,  (ÎJ,  y,  la  relation 

(10)  cos^a  +  cos^|3  +  cos-y  :=  I. 

Si  le  point  (A)  est  situé  dans  le  plan  des  x,  y,  on  aura  ^  =  o,  et  les 
équations  (8),  (9)  deviendront 

(11)  r  =  (.2;2  4- j-)% 

(12)  cosa=:— )  cosS  =  — j  cosv  =  o. 

/■  /•  ' 

De  plus,  la  formule  (10)  étant  alors  réduite  à 

(  1 3  )  •  cos^  a  +  cos^  jS  =  I , 

on  en  tirera 

(i4)  cosj3  =:±  y/i  —  cos^a  =±  sina. 

Concevons  que,  dans  la  même  hypothèse,  un  rayon  vecteur  mobile, 
partant  de  la  position  OX,  dans  laquelle  il  coïncidait  avec  le  demi-axe 
des  oc  positives,  se  meuve  autour  de  l'origine  dans  le  plan  des  ce,  y, 
avec  un  mouvement  direct  de  rotation,  et  parvienne  à  la  position  OA 
après  une  ou  plusieurs  révolutions  effectuées  autour  de  cette  origine. 
Si  l'on  nomme  p  l'angle  qu'il  aura  décrit,  et  qui  peut  être  supérieur 
a  4oo  degrés  (^nouvelle  division),  r  et  p  seront  ce  qu'on  appelle  les 
coordonnées  polaires  du  point  (A).  Or,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura 
généralement 


(i5)                                     a;  —  rcosp, 

y  z=z  r  sin/ 

et  par  conséquent 

(16)                                            COS/>  =  — j 

Y 
sm«=:  — 
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Si  l'on  compare  ces  dernières  équations  aux  formules  (12),  on  en 
conclura 

(17)  cos^nrcosa,         s'mp  z=  cos^. 

Il  ne  s'ensuit  pas  que  les  angles  a  et  ^  soient  nécessairement  égaux  à 
l'angle  /?  et  à  son  complément  :  car  les  angles  a  et  p  doivent  rester 
inférieurs  à  200  degrés,  tandis  que  l'angle/?  peut  croître  au  delà  de 
toute  limite.  On  doit  même  observer  qu'à  un  seul  point  (A)  corres- 
pondent une  infinité  de  valeurs  de  p,  qui  diffèrent  les  unes  des  autres 
par  des  multiples  du  nombre  271..  Enfin,  rien  n'empêche  d'admettre 
que,  pour  passer  de  la  position  OX  à  la  position  OA,  le  rayon  vecteur 
mobile  a  décrit  l'angle/?,  en  vertu  d'un  mouvement  de  rotation  rétro- 
grade, et  d'attribuer  en  conséquence  à  cet  angle  une  valeur  négative, 
tandis  que  les  angles  a,  {3  sont,  d'après  les  conventions  faites,  des 
quantités  essentiellement  positives,  comprises  entre  les  limites  o  et  û. 
Nous  allons  maintenant  passer  en  revue  quelques  problèmes  qui  se 
résolvent  facilement  à  l'aide  des  principes  ci-dessus  établis. 

Problème  I.  —  Trouver  les  équations  de  la  droite  qui  passe  par  le  point 
(j^o,  Vo,  Zç^^,  et  qui,  prolongée  dans  un  certain  sens,  forme  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives  les  angles  a,  h,  c. 

Solution.  —  Les  équations  cherchées  se  trouvent  comprises  dans 
une  formule  que  l'on  tire  des  équations  (i),  savoir  : 

/  j  g  \  X  —  :co  y      jo  __  z       Zq  ^ 

ces  a    ~     cosb  cosc 

Cette  formule  exprime  que  les  projections  algébriques  d'un  rayon  vec- 
teur, compté  sur  la  droite  en  question,  sont  respectivement  proportion- 
nelles aux  cosinus  des  angles  formés  par  ce  rayon  vecteur  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives.  Elle  fournit  les  trois  équations 

I  ^\     y    yo      ■^     -^0        -^  ~~  -^0     ^     -^0        ^'^     -^0 y    yo 

coso  cosc  COSC  cosa  ces  a  coso 

qui  appartiennent  aux  projections  de  la  droite  sur  les  trois  plans 
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coordonnés,  et  dont  la  dernière  est  une  conséquence  des  deux  autres. 
De  plus,  comme,  en  vertu  d'un  théorème  d'Analyse  (tmir  V Analyse 
algébrique,  Note  11,  théorème  XIV),  la  formule 


Il  //         a 

r  ~  7  "  ?' 


entraîne  toujours  la  suivante 


„  "__"'_""_        ^  yj u? -\- II'"' -^  u"^ -h . . . 

i'    ~    Ç'    ^     V"  ■    y/p2  4_  ç'i  _|_  ç"i  4-  .   .  . 

on  conclura  de  la  formule  (i8)  et  de  l'équation  (5) 

^        cosa  cosb  cosc  "-^  -^       -^^ 

Dans  le  second  membre  de  cette  dernière  formule,  on  devra  préférer 
le  signe  -h,  si,  comme  on  l'a  supposé,  le  rayon  vecteur,  qui  forme 
avec  les  axes  les  angles  a,  b,  c,  se  dirige  du  point  (^„,  j^'^o)  vers  le 
point  (x,Y,:i),  attendu  qu'alors  chacune  des  fractions 


cosa  ces  6         cosc 

sera  une  quantité  positive.  On  devrait,  au  contraire,  préférer  le 
signe  —,  si  le  rayon  vecteur  était  censé  dirigé  du  point  (x,y,z-) 
vers  le  point  (a^^,  j^»  ^o)-  Dans  le  premier  cas,  où  l'on  adopte  le 
signe  H-,  la  formule  (20)  coïncide  évidemment  avec  l'équation  (6). 

Corollaire.  —  Lorsque  le  point  (Xf^^y^,  Sq)  est  remplacé  par  l'ori- 
gine des  coordonnées,  les  formules  (18)  et  (19)  se  réduisent  à 

(21)  — _  ^^_  — 

y 
(22) 


cosa       cosf3        cosy' 

f     — 

.r 

cosy       cosa 

cosa 

cos[3       cosy  cosy       cosa  cosa       cos(3 

Si,  de  plus,  on  supposait  y=  ->  ou  cosy  =  o,  la  droite  cherchée 
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serait  comprise  dans  le  plan  des  x,  y,  et  les  équations  (22)  donne- 
raient 

/   Q\  cosi3  ^  ,       ^ 

•^        cosa  ^^  ^ 

Problème  II.  —  Trouver  l'angle  compris  entre  deux  rayons  vecteurs, 
tracés  dans  le  plan  des  œ,  y,  et  menés  de  l'origine,  le  premier  au  point 
(.Tojj^o),  le  second  au  point  (^x,y^\  ainsi  que  la  surface  du  triangle 
renfermé  entre  ces  mêmes  rayons  vecteurs.  •• 

Solution.  —  Soient  A,  B  les  deux  points  que  l'on  considère,  et  0 
l'origine  des  coordonnées.  Soient,  en  outre,  p^^,  r^  les  coordonnées 
polaires  du  point  A,  et  p,  r  celles  du  point  B.  Désignons  par  ao  et  a 
les  angles  que  les  rayons  vecteurs  OA,  OB  forment  avec  le  demi-axe 
des  X  positives,  et  par  [3o,  (3  les  angles  qu'ils  forment  avec  le  demi-axe 
des  r  positives.  Enfin  nommons  <5  l'angle  AOB  compris  entre  les  deux 
rayons  vecteurs.  Un  rayon  vecteur  mobile  qui  décrirait  cet  angle,  né- 
cessairement inférieur  à  200  degrés,  en  passant  directement  de  la 
position  OA  à  la  position  OB,  aurait  évidemment  dans  le  plan  des  x,y 
un  mouvement  de  rotation  déterminé,  ou  direct,  ou  rétrograde.  Cela 
posé,  concevons  que  le  rayon  vecteur  mobile,  avant  de  parvenir  à  la 
position  OA,  ait  décrit,  avec  un  mouvement  de  rotation  direct,  et  en 
partant  de  la  position  OX,  un  angle  quelconque,  qui  pourra  sur- 
passer la  somme  de  quatre  angles  droits  :  cet  angle  sera  l'une  des 
valeurs  qu'il  est  permis  d'attribuer  à  la  coordonnée  polaire /?o.  De 
plus,  si,  en  passant  de  la  position  OA  à  la  position  OB,  le  rayon  vec- 
teur continue  de  se  mouvoir  dans  le  même  sens,  l'angle  /?o4-o, 
qu'il  aura  décrit  quand  il  sera  parvenu  à  la  position  OB,  sera  l'une 
des  valeurs  qu'il  est  permis  d'attribuer  à  la  coordonnée  polaire  p.  On 
aura  donc,  dans  cette  hypothèse. 

Au  contraire,  si,  pour  revenir  de  la  position  OA  à  la  position  OB,  le 
rayon  vecteur  est  obligé  de  prendre  un  mouvement  de  rotation  rétro- 
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grade,  l'une  des  valeurs  de  p  sera  évidemment 
(25)  p=po—S. 

Donc,  par  suite,  on  pourra  supposer 

(•26)  p-p,  =  ±è, 

le  signe  4-  ou  le  signe  —  devant  être  préféré,  suivant  que  le  mouve- 
ment de  rotation  d'un  rayon  vecteur  mobile,  passant  de  la  position  OA 
à  la  position  013,  de  manière  à  décrire  l'angle  OAB,  sera  un  mouve- 
ment direct  ou  rétrograde.  Or  on  tirera  de  la  formule  (26) 

(27)  cosô  =  cos(/>  — /?o)  =  cos/?o  cos/j  4- sin/?o  sin/^, 

(28)  ±1  sinô  =  sin  (/>  —  po)  =  cospo  sin/?  —  cos/>sin/?o, 


et,  comme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  des  formules  (17), 

(29) 


(  cosp  =cosa,  sinp  =:cosj3, 

(  cos/'o=  cosao,         sin/Jo=  cos(3o, 


on  trouvera  définitivement 

(3o)  cosâ  —  cosoco  cosa -f- cos|3oCOSj3, 

(3i)  ±:  sinâ  =  cosao  cos|3  —  cosa  cos[3o. 

Si,  à  la  place  des  formules  (29),  on  substituait  les  suivantes 
1  cos/?  =  -5  sinjo  =  ^5 

32) 

COSy9o=-^'  SIUPqZZZ-— 

'"0  '"o 

les  équations  (3o)  et  (3i)  deviendraient  respectivement 

(33)  cosâ=^^:^±^, 

f'or 

(34)  ±sina=^^>^~^-^". 

Il  suffit  de  recourir  à  l'équation  (3o)  ou  à  l'équation  (33)  pour  déter- 
miner l'angle  0,  qui  est  censé  toujours  positif  et  inférieur  à  u.  Quant 
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à  la  surface  du  triauglo  compris  entre  les  rayons  vecteurs  r^,  r,  elle 
sera,  d'après  un  théorème  connu  de  Trigonométrie,  équivalente  à  la 
moitié  du  produit 

(35)  ■  /'o /'sino  :i==±  (^yj  — ^jo)- 

H  est  essentiel  d'observer  que  la  différence  x^y  —  xy„  devra  être, 
dans  le  second  membre  de  la  formule  (35),  affectée  du  même  signe 
que  l'angle  ù  dans  le  second  membre  de  l'équation  (26).  Par  suite, 
l'expression 

représentera  la  surface  du  triangle  OxVB  ou  la  même  surface  prise  en 
signe  contraire,  suivant  que  le  mouvement  de  rotation  d'un  rayon 
vecteur  mobile,  passant  de  la  position  OÂ  à  la  position  OB,  sera 
direct  ou  rétrograde. 

Corollaire  I.    —   Lorsque  les  rayons  vecteurs  OÂ,  OB  font  partie 
d'une  même  droite,  on  a 

(37)  0=0        ou        0  =  7:,         et        sinô  — o. 
Alors  oji  tire  des  équations  (28),  (3i)  et  (34), 

(38)  tnng7>  — iang/?o, 

(39)  ^::::  -=  'z~~;r  ■-=-  -)-=-. ^  =±  ', 


cosa         cosj3 
cosao    ~  cos|3o 

,_    v/cos^a  -4-  cos'|3 

v/cos-ao+  cos^(3o 

J^  —  JL 

_  _^  \/^^  -f-  y- j_  /• 

^0        J-o 

v/^n+.r„'       '    ''0 

(4o) 

Les  doubles  signes  que  renferment  les  formules  (39)  et  (40)  doivent 
se  réduire  au  signe  4-,  lorsque  les  rayons  vecteurs  r^,  r  sont  dirigés 
dans  le  même  sens,  et  au  signe  —,  lorsque  ces  rayons  vecteurs  sont 
dirigés  en  sens  contraires. 

Corollaire  IL  —  Lorsque  les  rayons  vecteurs  ÔÂ,  OB  sont  perpen- 
diculaires entre  eux,  on  a 

(4>)  (5=  -        el        cos(5  —  o. 
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Alors  on  tire  des  formules  (27),  (3o)  et  (33) 

(42)  •'  I  +  lang/>  langyOo=o, 

(43)  cosao  cosa  +  cos|3o  cos|3  =  o, 

(44)  j7o-^-i-/oJ  =  o. 

Ces  trois  dernières  équation;^  peuvent  être  facilement  transformées 
l'une  dans  l'autre. 

Problème  III.  —  Trouver  l'angle  compris  entre  deux  rayons  recteurs 
tracés  dans  l'espace,  et  menés  de  l'origine,  le  premier  au  point  (iP(,».yo'  ^o)» 
le  second  au  point  {oc,  y,  z)  ;  ainsi  que  la  surface  du  triait  gle  formé  par 
ces  mêmes  rayons  vecteurs.  .  * 

Solution.  —  Soient  toujours  A  et  B  les  deux  points  que  l'on  con- 
sidère; Tq,  r  les  rayons  vecteurs  OA,  OB,  et  0  l'angle  qu'ils  com- 
prennent entre  eux.  Soient  encore  «„,  |5»y,  y„;  a,  |î{,  y  les  angles 
formés  par  ces  rayons  vecteurs  avec  les  demi-axes  des  a-,  des  y  et 
des  z,  prolongés  dans  le  sens  des  coordonnées  positives.  Enfin,  nom- 
mons R  la  distance  AB.  On  aura,  en  vertu  des  formules  déjà  établies, 


(45) 


(46) 


f  ^  y 

cosa  -^  —  >  ces  3  =  —■,  cosv  : 
/•                   '          /•  ' 

cosao==^5  cos(3o=;^)  COS-/0 


f\>  f 


^  r^  =  j:-  +  y-  -i- 


R''=(-37— '^0  )'+(/- 7o)- H- (=  —  ^0)'     ' 

(47)  j        — /•-+ r^'— •2(.ro^+j'oJ-l- -0-)  ■     •       ■ 

1        =:r'^-i-rl — '2 /'o /"(cosao  cosa -f- cos;3o  cos(3  +  cosyo  cosy). 

De  plus,  dans  le  triangle  OAB,  qui  a  pour  côtés  r,  /„  et  R,  le  cosinus 
de  l'angle  0  sera  (en  vertu  d'un  théorème  connu  de  Trigonométrie) 

(48)  -  2/-o/-  /-or 

[  =  cosao  cosa -f- cos(3o  cosp -+- co.s/o  cosy. 
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Cette  dernière  formule  suffit  pour  déterminer  l'angle  §  compris  entre 
les  limites  o  et  -.  On  en  déduit  facilement  la  valeur  de 


sinô  =  v/^  ~~  cos^(5, 
et  l'on  trouve 


Sino  rr  — ■ 


(49) 


■=■  [(cos|3o  cosy  —  cos|3  cosyo)'+  (cosyo  cosa  —  cosy  cosao)- 

1 
+  (cos3to  cos(3  —  cosa  cos[3o)^]-. 

Si  maintenant  on  applique  les  rayons  vecteurs  r^  et  r  par  le  sinus  de 
l'angle  ù,  on  obtiendra  le  produit 

(5o)          /•o/-sinô=  [(jo- —  J-o)-+  {^0^  —  zœ^y-  +  {x^y  —  xy^Y'Y , 
dont  la  moitié,  savoir 

(.,)    ..„.s-„.a=  [(^»-£--ii-)^ (î-^)^ (fî.r^)']* 

représentera  précisément  la  surface  du  triangle  OAB. 

Corollaire  I.    —  Lorsque  les  rayons  vecteurs  OA,  OB  font  partie 
d'une  même  droite,  on  a 

(3-)  0  =:  o         OU        ô  =  z        et        sinô  =  o. 

Alors  on  tire  do  la  formule  (49) 

(52)  y^z—yzo  =  o,'       z^x  —  zx^—o,        x^y  —  xy^^o, 

i  cosjSoCOsy — cos[3  cosyo  =  o, 

(53)  <  cosyo  cosa  —  cosy  cosa,)=  o, 
(  cosaocosp  —  cosa  cos(3o=:=  o 

et,  par  suite, 

(54) 

(55)  _        ^    _ 

cosao       cospo       cosyo 


X               T         _ 

-  i.       —-V-L 

^0                   J'o 

-^0                            '"o 

cosa     _  cos|3 

_  cosy  ___^ 
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Les  doubles  signes  que  renferment  les  formules  (54)  et  (S5)  doivent 
être  remplacés  par  le  signe  -h  lorsque  les  rayons  vecteurs  /•„,  r  sont 
dirigés  dans  le  même  sens,  et  par  le  signe  —  lorsque  ces  rayons  vec- 
teurs sont  dirigés  en  sens  contraires. 

Corollaire  II.  —  Lorsque  les  rayons  vecteurs  OA,  ÔB  sont  perpen- 
diculaires entre  eux,  on  a 


71 

(40  (5=:-  et  coso.:=:o; 

et  l'on  tire  de  l'équation  (48) 

(56)  ccqO^  -\-  y„y  -h  z^fZ-=  o 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(57)  cosao  cosa  +  cos(3o  cos|3 -h  cosy,,  cosy  =  o. 

Réciproquement,  si  la  condition  (37)  est  remplie,  l'angle  ù  sera  droit, 
et  les  rayons  vecteurs  To,  r  seront  perpendiculaires  entre  eux. 

Corollaire  IIL  —  Les  projections  du  triangle  OAB  sur  les  plans 
coordonnés  sont  respectivement  égales  {ixnr  le  second  problème) 
aux  valeurs  numériques  des  quantités 

.■Ko  ^  — y^n         ~-Q^        ^^0         -^'o  .X        "^Yq 


(58) 


2 


Cela  posé,  il  résulte  évidemment  de  la  formule  (5i)  que  la  surface 
plane  ÔAB  est  équivalente  à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés 
de  ses  projections.  Ce  théorème  étant  ainsi  démontré  pour  la  surface 
d'un  triangle,  il  sera  facile  de  l'étendre  à  une  surface  plane  quel- 
conque. 

Corollaire  IV.  —  Considérons  maintenant  deux  demi-axes  qui,  abou- 
tissant, non  plus  à  l'origine  des  coordonnées,  mais  à  deux  points  dif- 
férents de  l'espace,  forment  toujours,  avec  les  axes  des  x,y  et  z  pro- 
longés dans  le  sens  des  coordonnées  positives,  des  angles  représentés 
par  les  lettres  a,,,  ^,),  yoî  ^-'  ^»  Y-  ^^6s  deux  demi-axes  seront  censés 
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former  entçe  eux  le  même  angle  que  deux  demi-axes  parallèles  et 
prolongés  dans  le  même  sens  à  partir  de  l'origine  des  coordonnées. 
Donc,  si  l'on  nomme  §  l'angle  des  deux  demi-axes  proposés,  on  aura 
encore 

(48)  cos(5  =  cosao  cosa  4-  cos(3o  cosj3  +  cosyo  cosy 

et 

(  sinô  =  [(cos[3o  cos/  —  cos^  cosyo  )"-+-  (cosyo  ces  a  —  ces  a  cosyo)- 

(49)  1 

(  H- (cosao  ces (3  —  ces  a  ces  |3o)-]-. 

Si  l'angle  0  se  réduit  à  zéro  ou  à  200  degrés,  les  deux  demi-axes 
deviendront  parallèles,  et  l'on  aura 

,.^.^  cosa         cosô         ces  y 

(  00  )  ■ — '-&  = —  ±:  I , 

cosao       cospo       cosyo 

le  signe  -h  ou  le  signe  —  devant  être  préféré  suivant  que  les  deux 
demi-axes  seront  prolongés  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires. 
Si  l'angle  §  se  réduit  à  un  angle  droit,  on  pourra  mener  par  l'un  des 
demi-axps  un  plan  perpendiculaire  à  l'autre,  et  l'on  trouvera 

(57)  cosao  cosa  +  cosj3o  cos|3  4- cosyo  cosy —- o. 

Corollaire  V.  —  En  s'appuyant  sur  la  formule  (4^^),  on  peut  facile- 
ment transformer  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z  en  d'autres 
coordonnées  rectangulaires  H,  y],  '(  comptées  sur  des  axes  qui  passent 
toujours  par  le  point  0  et  qui,  prolongés  dans  le  sens  des  coordonnées 
positives,  forment  respectivement  avec  les  demi-axes  des  x,  y,  z  posi- 
tives le  premier  les  angles  a.^,  p»»  T«'  '^  second  les  angles  a,,  fl,,  y,,  le 
troisième  les  angles  a^,  j^o»  Ta-  En  effet,  soit  toujours  r  le  rayon  vec- 
teur mené  de  l'origine  au  point  {oc, y,  z).  On  aura 

I   /•'-  =  .r^  +  j-  +  c- 

*'»'  I    =?.  +  .'-.:•. 

De  plus,  les  cosinus  des  angles  que  forment,  d'une  part,  ce  rayon 
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vecteur,  et  de  l'autre,  le  demi-axe  des  ^  positives,  avec  les  demi-axes 
des  ce,  y  et  z  positives,  étant  respectivement 


y 

/■ 

r 

cosao,     cos[3o,     cosyo» 

la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  ces  cosinus  deux 
à  deux,  savoir 

.r  COS  «0  H- J  COS  [3o  +  G  COSVo 

(  00  )  —  J 

/■ 

représentera  [en  vertu  de  la  formule  (48)]  le  cosinus  de  l'angle  com- 
pris entre  le  demi-axe  des  ^  positives  et  le  rayon  vecteur  r.  Ce  dernier 

cosinus  pouvant  d'ailleurs  être  exprimé  par  le  rapport  -^   on  aura 

nécessairement 

^  _d7  cosao -+-rcos[3o  + ^cosyo 
/■  '  /• 

et,  par  suite, 

I  =:  ^  cosao4-y  cos(3o-+-  ^cosyo- 

On  trouvera  de  même 

j        Y)  =  .z'cosai -i-/cos(3,  +  :;  cosy,, 
1         Ç  ==  ^  cos  ocj+r  ces  {3,4- ^  cosyj. 

Les  équations  (61)  suffisent  pour  déterminer  ^,  /],  t  en  fonctions 
de  X,  y,  z-,  et  réciproquement.  On  peut  y  échanger  les  coordon- 
nées ^,  Y],  "Ç  avec  les  coordonnées  x,  y,  z,  pourvu  que  l'on  y  échange 
en  même  temps  a,  avec  (î!,,,  ag  avec  yo  et  !^2  »ivec  yc  On  trouvera  de 

cette  manière 

i  „c  =:  |cos.ao+ "0  cosaj  +  s  cosa^, 

(62)  '.  y  =çcos(3o-H -0  cos[3,  +  ^cosjS.,, 

(  z  =^  cosyo  + ■/!  cosy, -4- s  cosy,. 

Enfin,  comme  les  nouveaux  axes  des  coordonnées  sont  perpendicu- 
laires entre  eux,  les  cosinus  des  angles  qu'ils  forment  avec  les  axes 


(60 
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do  ^, y,  ^  ne  satisferont  pas  seulement  aux  conditions 

/  cos-ao+ cos^[3o+ cos-yo=:  I, 

(63)  s  cos-ai+ cos-[3,+ cos-y,=  I, 
[  cos-a2  4- cos-|3., -)- cos^y,^  i> 

mais  encore  aux  suivantes  : 

/  cosa,  cosajH- cos[3i  cos(32+ cosy,  cosy2=r  o, 

(64)  <•  cosa,  cosao+ cos[32  cos(3o+ cosy^  cosyo"=:  o, 
'  cosao  cosa,  4-  cos[3o  cos|3i+  cosyo  cosyi^::;  o. 

On  arriverait  aux  mêmes  conditions  en  substituant  les  valeurs  de  H, 
Y],  "Ç  données  par  les  formules  (Gi)  dans  l'équation 

puis  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  des  carrés  oo-, 
y-,  z-  et  des  doubles  produits  2yz,  izx,  2xy.  Ajoutons  que,  à 
l'aide  des  conditions  (63)  et  (64),  on  peut  déduire  immédiatement 
les  formules  (6i)  des  formules  (62). 

Problème  IV.  —  Trouver  les  équations  d'un  plan  passant  par  le 
point  (a^o,  j„,  5„)  et  perpendiculaire  à  la  droite  qui,  prolongée  dans 
un  certain  sens ,  forme,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives, 
les  angles  X,  [i.,  v. 

Solution.  —  Soient  a;,  j,  ::  les  coordonnées  d'un  point  quelcon(|ue 
du  plan  et  R  le  rayon  vecteur  mené  du  point  (^o^Jo^^o)  ^n 
point  {x,Y,z).  Les  cosinus  des  angles  que  forme  ce  rayon  vecteur 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  étant  respectivement 

X  ■       .37q  y  ■       Vfl  Z  Zq 


,     U  K  R 

le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  ce  même  rayon  vecteur  et  la  droite 
donnée  sera  [en  vertu  de  la  formule  (4^)] 

(65)  (.y  —  ^0)  cosX-H-  {f  —  yo)cos)x+  (z  —  Zp)  cosv 
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De  plus,  le  rayon  vecteur  R,  étant  renfermé  dans  le  plan,  sera  censé 
former  un  angle  droit  avec  chacune  des  lignes  perpendiculaires  au 
plan.  Donc  le  cosinus  représenté  par  l'expression  (65)  sera  nul,  et 
l'on  aura 

(66)     ,'        (.37  —  ^o)  cosA  +  (y  —  jo)  cos]u.+ (c  —  ^o)  cosv  =  o. 
Cette  dernière  équation  est  celle  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

Corollaire  I.  —  Représentons  par  k  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  des  coordonnées  sur  le  plan  que  l'on  considère,  et  suppo- 
sons que  les  angles  X,  a,  v  soient  précisément  ceux  que  forme  cette 
perpendiculaire  avec  les  'demi-axes  des  coordonnées  positives.  Enfin 
désignons  par  r  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  {oc, y,  z). 
Le  cosinus  de  l'angle  aigu  compris  entre  ce  rayon  vecteur  et  la  per- 
pendiculaire k  sera  évidemment 

X        ^        y  z  .r  cosX  H- y  cosu -f- 5  cosv 

COSA  +  —  COS]JL  4-  -  COSV  =  -  ' 


r       ■  r  r  r 


k 
Ce  même  cosinus  pouvant  être  exprimé  par  -,  on  aura  en  conséquence 

.3?  COSX  H- JKCOSfJL  +  5  cosv  k 

r  /• 

et  l'on  en  conclura 

(67)  .37  COS>i  4- J  COSfJL  + '::  COSV  r::  X'. 

Telle  est  la  forme  sous  laquelle  se  présente  l'équation  du  plan  quand 
on  y  introduit  la  constante  ^  à  la  place  des  coordonnées  Xf^,  v„,  ^„, 
Au  reste,  pour  revenir  de  l'équation  (67)  à  la  formule  {^(^),  il  suffit 
d'attribuer  à  x,  y,  z  les  valeurs  particulières  x^^,  jo,  z■^^,  puis  d'éli- 
miner la  constante  k  entre  la  formule  ainsi  obtenue,  savoir 

(68)  Xç,  cosX  +  )-o  cosfjt  -h  ^^o  cosv  =z  k, 
et  l'équation  (G7). 
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Corollaire  IL  —  Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

,r.    s  cos)^         .  COSU        -.  cosv        _ 

(bç))  .     -y-  =  A,         -f=%         -^=C, 

on  en  conclura,  en  supposant  toujours  la  constante  k  positive, 

(70)  > 


cos>>  =^  — 


v/A2+B-+C^ 
A 


y/A^-HB^  +  C^ 
B 


cosv  zzi 


V^A^+B'-i-C^ 
C 


V^A'+B^+C^ 
et  la  formule  (67)  deviendra 

(72)  Aa'  +  Bj  +  C^  =  i. 

Cette  dernière  équation  est  donc  celle  d'un  plan  qui  est  perpendicu- 
laire au  demi-axe  tracé  de  manière  à  former,  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives,  les  angles  X,  a,  v  déterminés  par  les  for- 
mules (71),  et  qui  coupe  ce  demi-axe  à  une  distance  k  de  l'origine, 
la  valeur  de  k  étant  donnée  par  la  formule  (70). 

Corollaire  III.  —  Si  l'on  supposait 

cos>> A  cosfjL B  cosv C 


(73 


7T  ' 


k  I)  k  1)  k     "  \) 

les  formules  (70)  et  (  71)  se  trouveraient  remplacées  par  lés  suivantes 


ces/ 


(75)  ',   COSf^ 


1) 

sjK-'^ 

B^  + 

C= 

-+- 

A 

S/A^ 

+  B^ 

+  C^ 

-f- 

B 

v/Â^ 

+  B^ 

-^0 

• 

C 

cosv 

v/A^+B^-4-C= 
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dans  lesquelles  on  devrait  préférer  le  signe  h-  ou  le  signe  —,  suivant 
que  la  quantité  D  serait  positive  ou  négative.  De  plus,  l'équation  (67), 
ramenée  à  la  l'orme 

(76)  A^  +  B/  +  C:;  =  n, 

serait  celle  d'un  plan  mené  par  l'extrémité  du  rayon  vecteur  k  et  per- 
pendiculaire à  ce  rayon,  que  l'on  suppose  tracé  de  manière  à  former 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  les  angles  À,  '[;.,  v. 

Problème  V.  —  Étant  donnés  les  angles  a^,  [^q,  yo,  et  a,  [3,  y,  que  deux 

rayons  vecteurs  OA,  OB,  menés  de  l'origine  aux  points  Xet  13,  forment 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  on  demande  les  angles 

A,  u.,  V  que  forme,  avec  les  mêmes  demi-axes,  la  perpendiculaire  OP 
élevée  par  l'origine  sur  le  plan  du  triangle  AOB. 

Solution.  —  La  droite  OP  devant, être  perpendiculaire  à  chacun  des 
demi-axes  OA,  OB,  on  aura  [en  vertu  de  la  formule  (37)] 

[  cosao  cosA  -H  cos(3o  cosfA  -1-  cosyo  cosv  -—  o, 
(  ces  a  cosÂ  +  cosp  cos/ji  +  cosy  cosyn^o. 

De  plus,  les  angles  A,  tx,  v  devront  satisfaire  à  l'équation  de  condition 

(78)  cos^A  +  cos^/a.  +  cos-v  =  I. 

Les  formules  (77)  et  (78)  suffisent  pour  déterminer,  aux  signes  près, 
les  valeurs  des  quantités  cosX,  cosa,  cosv.  Si  entre  les  équations  (77) 
on  élimine  successivement  ces  trois  quantités,  on  obtiendra  trois 
autres  équations  comprises  dans  la  seule  formule 

cosX  COS/Jt 


cos|3ocosy  —  cosj3cosyo       cosyo  cosa  —  cosy  cosao 

(79)  {  •     • 

COS  V 

cosoco  COS [3  —  cosa  cos(3o 

Soient  maintenant  x^,  j,,,  ^0  les  coordonnées  du  point  k\  x,  y,  z 
celles  du  point  B;  r,,,  ries  rayons  vecteurs  OÀ,  OB  et  §  l'angle  com- 
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pris  entre  ces  mêmes  rayons.  On  tirera  de  la  formule  (79).  en  ayant 

égard  aux  équations  (49)  et  (78), 


cosX 

cos(3oCosY  —  cos|3  cosyo 

COS/JL 


(80) 


cosyo  cosa  —  cosy  cosao 

cosv 

cosao  ces (3  —  cosa  cos(3o 


i 
(cos-X  -+■  COS'/Jl  -I-  cos^v)' 


[(cosPoCosy  —  cosj3cosyo)'+  (cosyocosa  —  cosy  cosao)-+  (cosaocos[3  —  ces  a  ces  (3,,)^]  - 

=±^,  . 

sinô 

et  par  suite 

,0  \  cosX  cosu  cosv  ,  I 

(bi)  —  —  — -+- 


Le  double  signe  dont  se  trouve  affecté  le  dernier  membre  de  chacune 
des  formules  (80)  et  (81)  indique  deux  systèmes  de  valeurs  des 
angles  X,  \k,  v,  qui  correspondent  aux  deux  directions  suivant  les- 
quelles on  peut  prolonger  la  droite  OP  k  partir  du  point  0.  Si  cette 
droite  est  prolongée  dans  un  certain  sens,  on  devra  réduire  le  double 
signe  au  signe  h-,  et  l'on  tirera  des  formules  (80)  et  (81) 

^        cos3o  cosy  —  cosS  cosvo        Yo^  —  Y^o 

cosA  = '—. — ^^ — ■ '—   =  ■ ■     -,    > 

SI  no  /o/sino 

,_   ,  I  cosyo  cosa  —  cosv  cosao        ^o-^  — ^•^o 

82)        .  '    cosa= '- ; — ^ ~ =  — ^ — : — —i 

'  sino  /o/'siiio 

cos  ao  cos  û  —  CCS  a  ces  So       Xq  y  —  xy^^ 

cosv  =  *— ^— s —  =  — '■ ^~' 

sino  /•fl/'smà 


Si  la  droite  OP  est  prolongée  en  sens  contraire,  les  cosinus  des  angles 
A,  a,  V  changeront  de  signe,  et  ces  angles  se  trouveront  remplacés  par 
leurs  suppléments.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  le  sens  dans 
lequel  il  faut  prolonger  la  droite  OP  pour  que  les  équations  (82) 
soient  vérifiées  ou,  ce  qui  est  encore  plus  simple,  pour  que  chacune 
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des  trois  fractions 

cos>.  cos/y.  COSV 

(oo)  > ) > 

Jo-  — r-0        ZoO^  —  zx-o        a!oV  —  a.yo 

et  par  conséquent  la  dernière  des  trois,  ait  une  valeur  positive.  Or  il 
est  facile  de  s'assurer  que  cette  condition  sera  remplie  si  la  perpen- 
diculaire OP  a  été  prolongée  dans  un  sens  tel  qu'un  rayon  mobile, 
assujetti  à  tourner  autour  du  point  0,  et  à  parcourir  l'une  après 
l'autre,  avec  un  mouvement  de  rotation  direct,  les  trois  faces  de 
l'angle  solide  OABP,  soit  obligé,  pour  décrire  l'angle  AOB,  de  passer 
de  la  position  OA  à  la  position  OB.  Admettons,  en  effet,  cette  hypo- 
thèse. Le  rayon  mobile,  en  passant  de  la  position  OA  à  la  position  OB, 
aura  évidemment  un  mouvement  de  rotation  direct,  non  seulement 
autour  du  demi-axe  OP,  mais  encore  autour  du  demi-axe  des  z-  posi- 
tives, si  ces  deux  demi-axes  sont  situés  du  même  côté  du  plan  AOB, 
c'est-à-dire  s'ils  forment  entre  eux  un  angle  aigu,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  si  le  cosinus  de  cet  angle,  savoir  cosv,  est  positif.  xAu  con- 
traire, si  COSV  est  négatif,  ou  si  l'angle  v  est  obtus,  les  deux  demi-axes 
n'étant  plus  situés  du  même  côté  par  rapport  au  plan  OAB,  le  mou- 
vement du  rayon  mobile  sera  rétrograde  autour  du  demi-axe  des  z 
positives.  Soient  d'ailleurs  OA',  OB'  les  projections  des  rayons  vec- 
teurs OA,  OB  sur  le  plan  des  œ,  y,  ou,  en  d'autres  termes,  les  rayons 
vecteurs  menés  dans  ce  plan  de  l'origine  des  coordonnées  aux  points 
(a7„,  jo)  et  (x,y)-  Tandis  que  le  rayon  mobile  passera,  dans  le  plan 
OAB,  de  la  position  OA  ii  la  position  OB,  sa  projection  sur  le  plan 
des  X,  y  passera  de  la  position  OA'  ii  la  position  OB';  et  le  mouvement 
de  cette  projection  autour  de  l'axe  des  z  sera  évidemment  de  même 
espèce  que  le  mouvement  du  rayon  mobile,  c'est-à-dire  direct  ou 
rétrograde,  suivant  que  la  quantité  cosv  -aura  une  valeur  positive  ou 
négative.  De  plus,  il  suit  des  remarques  précédemment  faites  (roïrle 
problème  II),  que  la  dilTérence 

^0  j  —  ^yo 
sera  positive  dans  le  premier  cas,  négative  dans  le  second.  Donc  cette 

OEiwrcsde  C  —  S.  H,  t.  V.  5 
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différence  et  cosv  seront,  dans  l'hypothèse  admise,  des  quantités  de 
même  signe,  ou,  en  d'autres  termes,  la  fraction 

cosv 


sera  positive,  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Problème  VI.  —  Elant  donnés  les  angles y,^,  [3o,  Yo?  ^c,,^,,  y,  ;  a,,  [Bo,  yo, 
que  forment  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  trois  rayons  vec- 
teurs menés  de  l'origine,  le  premier  au  point  (.t,,,  Jo»  ^o)»  ^'^  second  au 
point  (^x^,y^,z^^,  le  troisième  au  point  (^o,yo,^o),  on  demande  les 
angles  que  chaque  rayon  vecteur  forme  avec  le  plan  des  deux  autres,  et 
le  7)olume  de  la  pyramide  tiiangulaire  comprise  entre  ces  rayons  vecteurs. 

Solution.  —  Soient  A,  B,  C  les  trois  points  que  l'on  considère,  et 
désignons  par  /'o,  r, ,  r.^  les  rayons  vecteurs  OA,  OB,  OC.  Soient  en 
outre  Oo,  0,,  o.,  les  angles  respectivement  compris  entre  les  rayons 
vecteurs  r^  et r^,r.,  etr^,  r^  et  r^.  Enfin,  représentons  par  z^^,  £,,  £o  les 
angles  que  chacun  des  rayons  vecteurs  r^,  r,,  r.y  forme  avec  le  pian  des 
deux  autres  et  supposons  qu'un  rayon  mobile,  assujetti  k  tourner 
autour  du  point  0,  et  à  parcourir  avec  un  mouvement  de  rotation 
direct  les  trois  faces  de  l'angle  solide  OABC,  rencontre  toujours  les 
rayons  vecteurs  r^^,  /-, ,  r,  dans  l'ordre  qu'indiquent  les  indices 

O,        I,       2, 

rangés  de  manière  à  offrir  les  trois  premiers  termes  d'une  progression 
croissante.  Dans  cette  hypothèse,  si  l'on  nomme  A,  jj.,  v  les  angles  que 
forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  un  demi-axe  OP 
perpendiculaire  au  plan  du  triangle  AOB,  et  situé  par  rapport  à  ce 
plan  du  même  côté  que  le  rayon  vecteur  a,  on  trouvera  (problème 
précédent)  : 

/         .  _  cosjSoCOsyi— cos(3i  cosyo  _  Jo-i  — Ji-o 

I     COSA   — . — ^^ — ■ ; ;; — ■> 

I  smo2  /'o^'i  siri  0-2 

,  o,  V  '  cosvo  cosa,— cos'/i  cosao        ^«j?,  — ^jjTo 

\         '  sino2  /-oA-iSmôa 

I  _  cosao  cosjS,— cosaj  cos(3o  _  ^o7i  — ^iJKo 

sinû2  /'o/"!  sindo 
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De  plus,  l'angle  COP,  compris  entre  le  rayon  vecteur  r.,  et  le  demi- 
axe  OP,  étant  un  angle  aigu,  son  cosinus  sera  positif,  et  par  consé- 
quent égal  au  sinus  de  l'angle  aigu  ou  obtus  £o,  compris  entre  le  même 
rayon  vecteur  r^  et  le  plan  OAB  perpendiculaire  au  demi-axe  OP.  On 
aura  donc-  • 

sin  £2  =  cos(  COP)  =  cos  a.2  ces  À  +  cos  [3.,  cosfjL  H- ces  y,  cosv; 

puis,  en  substituant  aux  quantités  cosA,  costj,,  cosv  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (Ï34),  on  trouvera 

I  ^.  .  _  cosaocos^i  cosYo—cosao 008^2  COSY1-+- cosai  COSP2COSY0 — cosa,  cos^oCOSYî-i- cosaoCOsPoCOsyi  — cosa^  cos[i,  cosyo 

,        '         "  .  sino> 

(85)  < 

l  r'o^i^-i  sinSo 

Pour  déduire  de  la  formule  précédente  les  valeurs  de  sint^  et  de  sins,, 
il  suffira  de  remplacer  successivement  la  quantité  sinOo  par  sino,, 
et  sin<5,.  On  obtiendra  par  ce  moyen  deux  équations  nouvelles,  qui 
seront,  ainsi  que  l'équation  (85),  comprises  dans  la  formule 

sin^o  sin£o=^  sin(5i  sin£i=:  siii^j  sioE, 

=      cosao  cos.S,  cosv,— cosan  cosS.,  cosv. 
(86)     {  ''  l' 

cosai  C0SP2  COS-/0  —  cosai  cospo  cosyj 

cosaj  cos|3o  ces  y,—  ces  «2  cos[3,  cosyo, 
OU,  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  suivante  : 

/•q/'i/'j  sinôo  sin£û=  ^o^'i^'a  sinôi  sin£ir=:  i\i\r.y  sin^j  siiis, 

,        •  ^^         ■^oJ'1-^2  -^072-^1 

(07) 

"+"  •^lj'2^0  ■^lJ'o-^2 

Quant  au  volume  de  la  pyramide  triangulaire  OABC,  il  sera  équiva- 
lent à  la  surface  du  triangle  OAB,  c'est-à-dire  à  l'expression 

-  /'o/'i  sino.,, 

multipliée  par  le  tiers  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  C  sur 
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le  plan  de  ce  triangle.  Or,  cette  perpendiculaire  étant  évidemment 
représentée  par  le  produit  • 

/•j  cos  (  COP  )  = /'î  sin  £2, 

il  en  résulte  que  le  volume  cherché  aura  pour  mesure  la  quantité 

(88)  ^  rori/-2sinÔ2  sine.2, 

o 

à  laquelle  on  peut  substituer  l'expression 

(89  )  g  (^Oj  1  32  —  ^0^2-1  +  ^\  72  -0  —  ^1  70  ^2  +  -^2/0  -1  —  -^2/1  30  )• 

Pour  obtenir  avec  leurs  signes  les  termes  compris  entre  parenthèses 
dans  cette  dernière  formule,  il  suffît  de  multiplier  l'un  par  l'autre  les 
trois  facteurs  x,  y,  v,  en  les  écrivant  dans  l'ordre  naturel  qui  indique 
le  mouvement  de  rotation  direct  d'un  rayon  mobile  assujetti  à  par- 
courir successivement  les  trois  faces  de  l'angle  solide  formé  par  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives,  puis  de  placer  au  bas  de  ces 
facteurs  les  indices  o,  i,  2,  rangés  dans  un  ordre  quelconque.  En 
formant  toutes  les  combinaisons  possibles,  on  obtiendra  six  produits 
différents,  dont  chacun  devra  être  pris  avec  le  signe  -f-  ou  avec  le 
signe  —,  suivant  que  l'ordre  dans  lequel  se  trouveront  disposés  les 
trois  nombres  o,  1,2,  indiquera  un  mouvement  direct  ou  rétrograde 
d'un  rayon  vecteur  mobile  assujetti  à  parcourir  successivement  les 
trois  faces  de  l'angle  solide  OABG.  La  même  règle  s'applique  à  la 
détermination  des  signes  des  termes  compris  dans  le  second  membre 
de  la  formule  (86),  quand  on  substitue  aux  facteurs  x,  y,  z  les  fac- 
teurs cosa,  cos^,  cosy.  Ajoutons  que  cette  règle,  à  laquelle  nous 
sommes  parvenus  en  supposant  qu'un  rayon  mobile,  assujetti  à  par- 
courii*  avec  un  mouvement  de  rotation  direct  les  trois  faces  de  l'angle 
solide  OABC,  rencontrait  les  rayons  vecteurs  r^,  r, ,  r^  dans  l'ordre 
indiqué  par  la  combinaison  o,  i,  2,  subsisterait  également  si  l'on 
admettait  la  supposition   contraire.  Alors,  en  eff'et,  les  valeurs  de 


(90 


(92  : 
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cosA,  cosa,  cosv  venant  à  changer  de  signe  (voir  la  problème  précé- 
dent), l'expression  (89)  et  les  seconds  membres  des  formules  (86), 
(.87)  en  changeraient  aussi,  de  manière  que  les  termes  précédemment 
affectés  du  signe  h-,  le  terme  ^oji-^»  par  exemple,  se  trouveraient 
affectés  du  signe  — .  Mais  il  est  clair  que,  dans  la  nouvelle  supposi- 
tion, la  combinaison  o,  t,  2,  au  lieu  d'indiquer  un  mouvement  de 
rotation  direct  sur  les  faces  de  l'angle  solide  OABC,  indiquerait  un 
mouvement  de  rotation  rétrograde. 

Corollaire  I.  —  Le  parallélépipède  dans  lequel  trois  arêtes  coïn- 
cident avec  les  rayons  vecteurs  r„,  r, ,  r,  a  un  volume  six  fois  plus 
grand  que  celui  de  la  pyramide  OiVBC,  et  par  conséquent  égal  à  la 
valeur  numérique  du  polynôme 

Corollaire  IL  —  La  formule  (86)  fournit  le  moyen  de  transformer 
les  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z  d'un  point  quelconque  de  l'es- 
pace en  coordonnées  rectilignes  ^,  v],  'C  comptées  positivement  sur  les 
demi-axes  ÔA,  OB,  OC,  c'est-à-dire  sur  les  rayons  vecteurs  r^,  r, ,  r.,.  . 
En  effet,  soit  r  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  {oc, y,  z), 
et  supposons  les  rayons  vecteurs  /'o,  r, ,  r.,  disposés  comme  ils  doivent 
l'être  pour  que  la  formule  (86)  subsiste.  Alors,  si  les  rayons  vec- 
teurs To,  r  sont  situés  du  même  côté  du  plan  OBC,  l'expression  qu'on 
obtiendra  en  divisant  par  sin<5o  le  second  membre  de  la  formule  (86), 
et  remplaçant  dans  ce  second  membre  cosao  par  —  >  cos[3o  par  —■>  cosyo 
par  ->  savoir 

a;(cosj3,  ces /a—  cos|32  cosyi)  -[-/(cosyi  cosaj  —  cosy,  ces  a,)  4-  :;(cosa,  cos|32—  cosa2  cosji,  ) 

rsinôo 

représentera  le  sinus  de  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  /-avec  le 
plan  BOC,  et  le  produit  de  cette  expression  par  r,  savoir  ' 

^(cos(3i  cos/a —  cos{32  cosy,  )  -h /(ces  y,  cosaj —  cosy,  ces  a,)  4-  ^(cosa,  cos|32—  cosajCosiSi) 

sinô(4 
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désignera  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  (x,y,z-)  sur  le  plan 
dont  il  s'agit.  Les  expressions  (91)  et  (92)  représenteraient  le  même 
sinus  et  la  même  perpendiculaire,  pris  avec  le  signe  —,  si  le  rayon 
vecteur  /-n'était  plus  situé  par  rapport  au  plan  BOC  du  même  côté 
(jue  le  rayon  vecteur  r,,.  De  plus,  il  est  facile  de  s'assurer  que  le 
produit 

(93  )  |sinco 

représentera  encore  la  perpendiculaire  en  question,  prise  avec  le 
signe  H-  dans  le  premier  cas,  et  avec  le  signe  —  dans  le  second. 
Cela  posé,  en  égalant  l'expression  (92)  au  produit  (93),  on  trouvera 


.r(cos[3i  COS72 —  cosfSj  cosyi)  +  j(cosy,  cosa,—  cosys  cosa,  )  +^(cosai  cos|3, —  cosa^  cosî3,) 

0 


(q4)      -— •     ^      • 


Après  avoir  ainsi  calculé  la  valeur  de  ;,  on  formera  de  la  même  ma- 
nière les  valeurs  des  coordonnées  -/]  et  '(;  puis,  en  ayant  égard  à  la 
formule  (86)  et  faisant,  pour  abréger, 

[  D=      cosao  cosj3i  cosyo— cosao  cos|32  cosyi 
(gS)  '  -1- cosa,  cos|32  cosyo— cosa,  cos[3o  cosy* 

f  H- cosa2  cos|3o  cosyi  —  cosaa  C0Sj3i  cosyo, 

on  obtiendra  les  équations 

1'  -c  —  •^(cos(3i  cosya  —  cos(32  cosyj)  +j(cosy,  cosa,—  cosy*  cosa,)  -+-  z{cos<Xi  cosfSj—  cosa,  CosS-,) 
a?(cosô,  cosvo—  cosSo  cosy,)  +  r(cosy2  cosa,,—  cosyoCosa,)  H-  g  (cosa,  cosSo— .cosao  cosiS,) 
,  .^„  ;      ^  -0  = '-^ -' '-- ^ -.- '■ : ^ : 

_a?(cos(3ocosy,—  cosf3i  cosyo)  4-y(cosyo  cosa,  —  cosy,  cos ap )  +^ (cos (Xq  cos (3,  —  cos a,  cos (3» ) 
_  .__  ^ 

qui  déterminent^,  r^  '(  en  fonctions  de  x,  y,  z,  et  réciproquement. 
Dans  la  supposition  que  nous  avons  admise  pour  établir  ces  équations, 
les  mouvements  de  rotation  directs,  sur  les  faces  de  l'angle  solide 
formé  par  les  denii-axes  des  coordonnées  positives,  ne  changent  pas 
de  nature,  lorsque  au  système, des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z 
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on  substitue  le  système  des  coordonnées  obliques  i,  T],  "Ç;  et  le  mou- 
vement de  rotation  direct  dans  chacun  des  plans  coordonnés  autour 
du  demi-axe  perpendiculaire  à  ce  plan  est,  pour  les  deux  systèmes  à 
la  fois,  ou  un  mouvement  de  droite  à  gauche,  ou  un  mouvement  de 
gauche  à  droite.  Dans  la  supposition  contraire,  le  dernier  membre  de 
la  formule  (86)  changerait  de  signe.  Mais,  comme  le  numérateur  de  la 
fraction  comprise  dans  le  second  membre  de  la  formule  (94)  enchan- 
gerait  aussi,  on  déduirait  toujours  de  ces  deux  formules  combinées 
la  première  des  équations  (96).  Par  conséquent,  les  formules  (96), 
dans  lesquelles  la  quantité  D  est  déterminée  par  l'équation  (90),  sub- 
sistent, quelle  que  soit,  dans  chacun  des  deux  systèmes  de  coordon- 
nées, la  disposition  des  demi-axes  des  coordonnées  positives. 

Pour  éliminer  des  équations  (96)  les  quantités  j  et  z,  il  suffit 
d'ajouter  ces  équations,  après  les  avoir  respectivement  multipliées 
par  cosa,,,  cosa,,  cosa^.  En  opérant  ainsi,  et  ayant  égard  à  la  for- 
mule (90),  on  trouvera 

/       .37  =  ^cosa,,-!- -n  cosa,  H- C  cosa^. 

]  On  trouvera  de  même  •  • 

(97)  .  \ 

j      y  —  ^cos|3o4--o  cos(3iH- Ccosj32, 

Ces  dernières  formules  pourraient  être  établies  directement  par  la 
simple  considération  du  rayon  vecteur  r  successivement  projeté  sur 
les  trois  axes  des  ^,  j,  z.  Elles  ne  diffèrent  pas  des  formules  (62), 
qui  se  trouvent  ainsi  étendues  au  cas  même  où  il  s'agit  de  remplacer 
un  système  de  coordonnées  rectangulaires  par  un  système  de  coor- 
données obliques. 

Corollaire  III.  —  La  formule  (86)  subsiste  évidemment,  quel  que 
soit  le  point  auquel  aboutissent  les  trois  rayons  vecteurs  /o,  /, ,  r.,,  et 
dans  le  cas  même  où  ce  point  ne  coïncide  pas  avec  l'origine  des  coor- 
données. 

Corollaire  IV.  —  Si  les  rayons  vecteurs  r^^,  r^,  r^,  au  lieu  d'aboutir 
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à  un  point  unique,  aboutissaient  à  trois  points  différents  de  l'espace, 
chacune  des  trois  quantités 

sinso,     sinsi,     sine,,  . 

déterminées  par  la  formule  (H6),  représenterait  le  sinus  de  l'angle 
que  forme  un  de  ces  rayons  vecteurs  avec  un  plan  parallèle  aux  deux 
autres. 

Corollaire  V.  —  Lorsque  les  rayons  vecteurs  r„,  r, ,  r.,  sont  perpen- 
diculaires l'un  à  l'autre,  les  quantités  a^,  a,,  a^,,  [^o»  •••  vérifient  les 
équations  (63)  et  (64).  En  même  temps,  chacun  des  angles 

Oq»        ^1>        ^-li  ^U»        ^l>        2o 

se  réduit  à  un  angle  droit;  et,  en  supposant  les  rayons  vecteurs  r^,- 
r, ,  r.^  disposés  comme  ils  doivent  l'être  pour  que  la  formule  (86) 
subsiste,  on  tire  de  cette  formule 

/  I  ^r      cosao  cos{3i  cosy, —  coscCq  cos(32  cosy, 

(98)  <  H- cosa,  cos^a  cosyo — cosoci  cos(3o  cosy-j 
(  +  cosaj  cos|3lo  cosyi — cosaa  cos[3i  cosyo. 

Si  l'on  adoptait  la  supposition  contraire,  le  dernier  membre  de  la  for- 
mule (86)  changerait  de  signe,  et  l'on  trouverait 

/  I  =r — cosûto  cos[3i  cosy2+ cosao  cost3,  cosy, 

(99)  '  — cosai  cos;3.2  cosyo+ cosai  cos|3o  cosy2 
(  — cosa2  cos|3o  cosy.  H- cosa,  cos|3i  cosyo. 

Les  formules  (98)  et  (99)  sont  comprises  l'une  et  l'autre  dans  la  sui- 
vante 

(100)     l  =  (cOSaoCOS^lCOSY2 — COSaoCOS^2COSYi-HCOSaiCOS^2COSYo— COsàiCOS^oCOSY-2-HCOSa2COSPoCOSYi  — CUSaiCOsPi  COSYnV- 

à  laquelle  on  peut  arriver  directement,  en  combinant  ensemble  les 
équations  (63)  et  (64). 

Problème  YII.  —  Trouver  la  plus  courte  distance  entre  la  droite  menée 
par  le  point  (a^„»JKo»^o)  ^^  manière  à  former  avec  les  demi-axes  des 
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coordonnées  positives  les  angles  a^,  [3„,  Yq»  ^'^  ^(^  droite  menée  par  le 
point  {x^,y^,  z^)  de  manière  à  former  avec  les  mêmes  demi-axes  les 
angles  a,,  fl,,  y,. 

Solution.  —  Soit  r  le  rayon  vecteur  mené  du  point  (a7o,jo,:;„)  au 
point  {x^,y^,z^).  Soit' de  plus  S  l'angle  compris  entre  les  droites 
données,  chacune  étant  prolongée  dans  le  sens  que  déterminent  les 
valeurs  des  angles  a^,  p^»  To  ou  a,,  |3,,  y,;  et  nommons  £  l'angle 
formé  par  le  rayon  vecteur  r  avec  un  plan  parallèle  aux  deux  droites. 

Le  produit 

sin(5sine 

{voir\Q  problème  précédent  et  son  corollaire  III)  sera  équivalent,  au 
signe  près,  à  la  quantité  qu'on  obtient  en  remplaçant,  dans  le  der- 
nier membre  de  la  formule  (86), 


cosas     par 


ces  [Sa     par 


Ji— Jo 


cosy,     par 


On  aura  en  conséquence 


^ipi)   sin£=± 


(.r, — ,ro)(cosPoCosYi  — cosi3iCOSYo)  +  ('ri— jo)(cosYoCosai— cosYiCOsao)-f-(3i--3o)(cosaoCospi  —  cosaicos|ïo) 

/•sino 

D'ailleurs,  si,  après  avoir  mené  un  plan  parallèle  aux  deux  droites 
données,  on  projette  le  rayon  vecteur  r  sur  un  axe  perpendiculaire 
à  ce  plan,  la  projection,  représentée  par  le  produit  rsins,  sera  évi- 
demment égale  en  longueur  à  la  plus  courte  distance  entre  les  deux 
droites.  Donc  cette  plus  courte  distance  sera  déterminée  par  la  for- 
mule 

/  rsin£  =  ±  [(^1  —  ^o)  (cos(3o  cosyi  —  cos[3i  cosyo) 
(102)  <  4-(j,  —  7o)'(cosyo  cosa,  — cos/i  cosao) 

(  ■+-  (z,  —  ^0  )  (cosao  cospi—  cosai  cos;3o)]. 

Pour  savoir  si  le  dernier  membre  de  cette  formule  doit  être  affecté  du 

signe  -h  ou  du  signe  —,  il  suffira  de  mener  par  le  point  (iC(,,y„,^„)  •  . 

deux  demi-axes  qui  forment  avec  ceux  des  coordonnées  positives,. 

OEuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  V.  '  .6 
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le  premier  les  angles  a^,,  fi„,  y„,  le  second  les  angles  a,,  (^,,  y,,  ef 
d'examiner  si  un  rayon  vecteur  mobile,  qui  décrirait  l'angle  compris 
entre  ces  deux  demi-axes  de  manière  à  rencontrer  le  premier  avant 
le  second,  aura,  autour  du  rayon  vecteur  r,  un  mouvement  de  rota- 
tion direct  ou  rétrograde. 

Corollaire.  —  Lorsque  les  droites  données  se  rencontrent,  leur  plus 
courte  distance  s'évanouit,  et  l'on  a  par  suite 

i        (-P,  —  .r,,)  (cos|3o  cosy,  —  ces  (3,  cosyo) 
(io3)  j  4- (  ji  —  >'o)  (cosyo  cosa,  —  cosy,  cosao) 

-1- (^,  —  ^0  )  (cosa,,  coSjSi— cosaj  cosjSo)  =  o. 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


PREMIÈRE  LEÇON. 


INCLINAISON    d'une   COURBE    PLANE    EN    UN    POINT    DONNÉ.    ÉQUATIONS    DE    LA    TANGENTE 
ET    DE    LA    NORMALE    A    CETTE    COURBE. 


Considérons  une  courbe  plane  représentée  par  une  équation  entre 
deux  coordonnées  rectangulaires  x,  y.  Désignons  par  ù^x,  Aj  les  ac- 
croissements simultanés  que  prennent  ^r  et  j  dans  le  passage  d'un 
point  à  un  autre.  Menons  par  le  point  (^,  j)  un  demi-axe  parallèle  à 
l'axe  des  x  et  dirigé  dans  le  sens  des  x  positives.  Enfin,  concevons 
qu'un  rayon  vecteur  mobile,  appliqué  d'abord  sur  ce  demi-axe,  tourne 
autour  du  point  (^,  r)  avec  un  mouvement  de  rotation  direct  ou  rétro- 
grade, et  s'arrête,  après  une  ou  plusieurs  révolutions,  dans  une  posi- 
tion telle  qu'il  coïncide  alors  avec  la  corde  menée  du  point  (^,  j)  au 
point  (^  4- Aa?,  j  4- Ar).  Si  l'on  nomme  xs  l'angle  qu'aura  décrit  le 
rayon  vecteur,  cet  angle  étant  pris  avec  le  signe  +  ou  avec  le  signe  — 
selon  que  le  mouvement  de  rotation  aura  été  direct  ou  rétrograde,  il 
suffira,  pour  déterminer  tangcr,  de  remplacer,  dans  la  seconde  des 
formules  (23)  de  la  page  20,  x  par  Aic,  y  par  Aj,  et  /;  par  w.  On  aura 
donc 

Av  • 

(1)  langtn=— . 

Si,  de  plus,  on  désigne  par  E,  r^  les  coordonnées  variables  de  la  corde 
ou  sécante  menée  du  point  {^x,y)  au  poii;t  (^ -f- A^,  j -h  Aj),  on 
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aura  encore 

(2) 

et  par  suite 

(3) 

ou 

(4) 


l 

— 

X 

tangcî, 

ri 

— 

y 

X 

A^ 

y  ^l 


Ay  Ax 

On  pourrait,  au  reste,  établir  directement  la  dernière  équation,  en 
projetant  successivement  sur  les  axes  des  x  et  des  y  les  deux  lon- 
gueurs comprises,  d'une  part,  entre  le  point  (^,  j)  et  le  point  (^,  yj); 
de  l'autre,  entre  les  points  (.^,  j)  ^^  (^  H- Aj7,  j -f- Aj).  En  effet,  il 
serait  facile  de  reconnaître  :  i°  que  chacune  des  fractions 

■c\  — y      ^  —  X 


A/  Ax 

est  équivalente,  au  signe- près,  au  rapport  entre  les  projections  des 
deux  longueurs  sur  le  même  axe,  et  par  conséquent  au  rapport  des 
longueurs  elles-mêmes;  2°  que  ces  deux  fractions  sont  des  quantités 
de  même  signe,  savoir,  des  quantités  positives,  lorsque  les  points 
(^,y))  et  (^ -h  Aa;,  j  +  Aj)  sont  situés  du  même  côté  par  rapport  au 
point  (a;,  j),  et  des  quantités  négatives  dans  le  cas  contraire.  La  for- 
mule (4).  ainsi  établie,  s'étend  évidemment  au  cas  même  oij  l'on 
désignerait  par  a?  et  y  des  coordonnées  rectilignes  obliques. 

Parmi  les  quantités  positives  ou  négatives  que  l'on  peut  prendre 
pour  cj,  l'une  est  égale,  au  signe  près,  à  l'angle  aigu  compris  entre  la 
sécante  qui  passe  par  les  points  (^,j),  (^  +  A.3?,  y -h  Aj)  et  l'axe 
des  X.  Cet  angle  lui-même  est  ce  qu'on  appelle  V inclinaison  de  la 
sécante  par  rapport  à  l'axe  dont  il  s'agit. 

Concevons  à  présent  que  le  point  (a;  +  A^,  j  +  Ay)  vienne  à  se 
rapprocher  indéfiniment  du  point  (a;,  y).  La  sécante  qui  joint  les 
deux  points  tendra  de  plus  en  plus  à  se  confondre  avec  une  certaine 
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droite  que  l'on  nomme  tangente  à  la  courbe  donnée,  et  qui  touche  la 
courbe  au  point  (x,y).  Pour  déterminer  la  direction  de  cette  tan- 
gente, il  suffira  de  chercher  la  limite  vers  laquelle  converge  l'angle  u 
tandis  que  les  différences  ^cc,  Aj  deviennent  infiniment  petites.  Si 
l'on  désigne  par  'j»  cette  limite,  et  si  l'on  prend  x  pour  variable  indé- 
pendante, on  tirera  de  l'équation  (i) 

(5)  tang^  =  -£^—y.  • 

Parmi  les  valeurs  positives  ou  négatives  de  ^  qui  vérifient  l'équation 
précédente,  celle  qui  sera  la  plus  petite,  abstraction  faite  du  signe, 
fera  connaître  l'angle  aigu  compris  entre  la  tangente  et  l'axe  des  .x. 
Cet  angle  sera  ce  qu'on  nomme  V inclinaison  de  la  tangente  ou  Vincli- 
naison  de  la  courbe  au  point  {op,y)  par  rapport  à  l'axe  des  o^.  Soit  t 
l'angle  dont  il  s'agit.  On  vérifiera  la  formule  (5)  en  prenant 


le  signe  h-  devant  être  préféré  si  l'ordonnée  y  croît  avec  l'abscisse  x, 
et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire.  Par  suite,  on  aura  dans  le  premier 
cas  tangT  =  j';  dans  le  second,  tangT  =  —  j';  et  l'on  trouvera  géné- 
ralement 


tangT  =  ±/, 

séCT        =         \/ \  -h/'-, 

y' 

sinr  =±: ~ 

COlT      =±— :> 

cosecT  — ±  — — 1^ — j 

I 

COST=:         — 

(6) 

/    COlT     =±      ,,  _  ,         ,  

Concevons  encore  que,  dans  les  équations  (2),  (3)  et  (4),  on  fasse 
converger  vers  zéro  les  différences  A^r  et  Ay.  En  passant  aux  limites, 
et  désignant  par  ^,  y]  les  coordonnées  variables,  non  plus  de  la  sécante, 
mais  de  la  tangente,  on  trouvera 

(7)'  |:Ei'  =  ^»"S^ 

et 

/  a  >,.  r\  —  Y       dy  , 
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ou 

,   .  Y)  —  r      H  — ^ 

Les  formules  (8)  et  (9)  s'étendent  évidemment  au  cas  même  où  l'on 
désigne  par  x  et  y  des  coordonnées  rectilignes  obliques. 

Si  par  le  point  {x,y)  de  la  courbe  donnée  on  mène  une  droite  per- 
pendiculaire à  la  tangente,  cette  droite  st3ra  ce  qu'on  appelle  la  nor- 
male au  point  dont  il  s'agit.  Pour  déduire  l'équation  de  cette  normale 
de  la  formule  (7),  il  suffira  évidemment  de  remplacer  l'angle  '|  par 

'I  ±  -•  On  aura  donc,  en  désignant  par  ^  et  y]  les  coordonnées  de  la 

normale 

(10)  ^: ^.— langUz^  -     -— —  cot4^ -— ^ -, 

et  par  suite 

,     ,  •  r/  —  y  dx  \ 

(■■>  j^=-^  =  -Y 

OU  • 

(12)  (ç  —  x)  dx  4-  (Ti  —  /)  dy  -=  o. 

Soient  maintenant 
(i3)  f{x,y)=zo 

l'équation  de  la  courbe  donnée,  (itz>(x,y),  yXx,y)  les  dérivées  par- 
tielles de/(^,  j)  par  rapport  aux  variables  a;  et  j.  On  tirera  do  l'équa- 
tion (i  3) 

(i4 )  9 (x,  v)  dx  +  y^{x,  y)  dy  =  o\ 

puis,  en  combinant  cette  dernière  avec  les  formules  (())  et  (12),  on 
trouvera,  pour  l'équation  de  la  tangente, 

(i5)  (^l-^  x)o{x,y)  +  {n--y)x{x,y)^o, 

et  pour  l'équation  de  la  normale 

(.6)  i-x_^_:[i^y_y_^ 


ou 

(17) 
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il  ~  ^)  yA^>  y)  —  (-0  —  y)  o{a:,  y) 


Il  est  bon  de  remarquer  que,  pour  obtenir  l'équation  de  la  tangente,  il 
sujjit  de  remplacer,  dans  V équation  différentielle  de  la  courbe,  les  diffé- 
rentielles dx,  dy,  par  les  différences  finies  \  — x,'[\  —y.  Au  contraire, 
pour  obtenir  l'équation  de  la  normale,  ou  devra  remplacer  dy  par 
^  —  ^,  et  dx  par  —  (y]  —  j). 

On  peut  observer  encore  que  les  formules  (i4)»  (i5),  (16),  (17) 
ne  changeraient  pas,  si  la  courbe  donnée  était  représentée  non  par 
l'équation  (i3),  mais  par  la  suivante  : 


(18) 


f{x,y)  —  c. 


Enfin,  si,  dans  les  équations  (i5)  et  (17),  on  regarde  les  coordonnées 
^,  ■/]  comme  constantes,  et  les  coordonnées  x,  y  comme  variables,  on 
obtiendra  non  plus  les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  à  la 
courbe  (i3)  ou  (18),  mais  les  équations  de  deux  nouvelles  courbes 
qui  seront  les  lieux  géométriques  des  points  où  la  courbe  (18),  et 
celles  qu'on  en  déduit  en  faisant  varier  la  constante  c,  sont  ren- 
contrées par  des  droites  normales  ou  tangentes  qui  concourent  au 
point  (ç,-/]). 

Lorsque  la  fonction  f{x,y)  est  une  fonction  entière  du  degré  m, 
les  premiers  membres  des  équations  (t5)  et  (17),  considérés  comme 
fonctions  des  variables  x,  y,  sont  en  général  du  même  degré  m.  Alors 
les  courbes  représentées  par  les  équations  (i3),  (18),  (i5)  et  (17) 
sont  ce  qu'on  appelle  des  courbes  du  degré  m.  Si  l'on  suppose  en  outre 
que  la  fonction /(a;,  j)  ne  renferme  pas  de  termes  constants,  ef  si 
l'on  désigne  par  u  la  somme  des  termes  du  degré  m,  par  c  la  somme 
des  termes  du  degré  772  —  1,  par  w  la  somme  des  termes  du  degré 
m  —  1,  . . .,  les  équations  (18)  et  (i5)  deviendront 


(19) 

,      ,       ...  sfàa        dv 


«-+-('-(-  (V  H-  ...  —  C, 


àw 
0-.C 


,  ^f  au        de        dw 
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D'ailleurs,  u,  v,  w,  ...  étant  des  fonctions  homogènes,  la  première  du 
degré  m,  la  seconde  du  degré  m  —  i,  la  troisième  du  degré  m  —  2, ..., 
on  aura,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes, 

/       du  du 

àa:       '^  or 

ai'  Ov        ,  . 

(21)  l      dx       "  dy       ^ 


X 


àfv  dw 

dx      ^  dv 


De  ces  dernières  formules,  combinées  avec  les  équations  (19)  et  (20), 
on  tirera 

./du        ai'        âw  \         (du       ^c        dw 


L'é.quation  (22)  représente,  quand  on  regarde  les  coordonnées  H,  y] 
"comme  seules  variables,  la  tangente  menée  par  le  point  (^,  j)  à  la 
courbe  (19),  et,  quand  on  regarde  les  coordonnées  x,  y  comme  seules 
variables,  une  courbe  du  degré  m  —  i  qui  renferme  les  points  de  con- 
tact de  la  courbe  (19)  avec  les  tangentes  qui  concourent  au  point  (^,V]). 
Si  l'équation  (18)  se  réduisait  à 

(28)  Uz=zC, 

Il  désignant  une  fonction  homogène  du  degré  m,  l'équation  (22)  de- 
viendrait 

Exemple  I.  —  Considérons  le  cercle  représenté  par  Téquation  finia 

(25)  a^2  +  j-=R^ 
L'équation  différentielle  de  ce  cercle  sera 

(26)  ,  X  dx  -\- y  dy=zo. 
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Cela  posé,  on  trouvera,  pour  l'équation  de  la  tangente  au  point  {T,y), 

(27)  -,  .  a-{^~  jr)  ^y{-n  —  y):zzo     '       .      '    . 

*    • 

ou 

(28)  j:-^ -f-  VY)  —  R% 

et,  pour  l'équation  de  la  normale,  • 

OU  . 

-«>'     ■        ;  H-  '     ■ 

L'équation  (27),  lorsqu'on  y  regarde  les  coordonnées  \\T,r)  comme 
seules  variables,  représente  un  nouveau  cercle  qui  ne  dépend  pas  du 
rayon  du  premier,  et  qui  a  pour  diamètre  la  distance  comprise  entre 
l'origine  et  le  point  (^,  v]).  Il  sulïit,  comme  on  sait,  de  construire  ce 
nouveau  cercle,  pour  résoudre  le  problème  qui  consiste  à  mener  par 
le  point.(;,  ■/])  une  tangente  au  cercle  donné.  On  obtiendra  une  autre 
solution  du  même  problème,  si  l'on  construit  la  droite  représentée 
par  l'équation  (28)  dans  le  cas  où  l'on  tait  varier  a-  et  r.  Or,  pour 
tracer  cette  droite,  il  suffît  d'observer  :  i"  qu'elle  est  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur  compris  entre  l'origine  et  le  point  (;,y]);  2"  que  la 
distance  de  l'origine  à  laquelle  elle  coupe  son  rayon  vecteur  est  une 
troisième  proportionnelle  au  rayon  du  cercle  donné  et  au  rayon  vec- 
teur lui-même. 

Quant  à  l'équation  (y<)  ),  <'lle  reproduit  toujours  la  jnème  ligne, 
quel  que  soit,  entre  les  deux  points  (^,  vj)  et  (x,y),  celui  dont  on 
regarde  les  coordonnées  comme  variables,  et  elle  représente  dans 
tous  les  cas,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre,  une  ilroite  passant  par 
l'origine.  . 

Exemple  H.  —  (Considérons  l'ellipse  ou  l'iiyperbole  représentée  par 
l'équation  Unie  .        ' 

(  3o  )  A  .r-  +  ■?.  B  Ji-y  -h  C/^  r^  K.     , 

OEuvics  (le  c.  —  S.  n,  t.  V.  7 
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J. 'équation  dilTorontieUe  de  celte  courbe  sera 

(3i)'  (  \jc  -i-  ]if)  c/^  +  (  B^  +  Cj)  dr  =  o. 

Par  suile,  on  trouvera,  pour  l'équation  de  la  tangente  au  point  (,r,  y), 

(3:0  (A^-f-B/)(|-j;)  +  (B^--l-Cj-)(7]-,v')-----o 

ou 
•(33)  Axt  + B{yl -h  x-n) -i- Cyrizz:  K, 

et,  pour  l'équation  de  la  normale, 

(34)  ,.        (A^  + Bj)(-^-.r)  =  (li^  +  Cr)(;- J7).^ 

Lorsque,  dans  l(>s  équations  (32)  et  (33),  on  regarde  les  coordon- 
nées X,  y  comme  seules  variables,  ces  équations  représentent,  la  pre- 
■  mière,  une  courbe  semblable  à  la  courbe  donnée,  et  dont  un  diamètre 
coïncide  avec  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point(;,y]);  la 
seconde,  une  droite  qu'il  suffira  de  construire,  si  l'on  se  propose  de 
mener  par  le  point  (w,  y])  une  tangente  à  l'ellipse  ou  a  l'byperbole 
proposée. 

Si  l'ellipse  ou  l'hyperbole  est  rapportée  à  ses  axes,  son  équation 
sera  de  la  forme 

(35)  — .dzf;,r=±:., 
.  '  a-         b' 

a,  b  désignant  les  longueurs  des  demi-axes.  Alor^^  l'équation  (33) 
deviendra  •  * 


(36) 


a'  "    b' 


Pour  construire  la  droite  représentée  par  cette  dernière  équation,  dans 
le  cas  oij  l'on  regarde  les  coordonnées  x,  y  comme  'seules  variables, 
il  suiFit  de  chercher  les  points  où  celte  droite  rencontre  les  axes.  Or 
il  est  facile  de  trouver'ces  points,  attendu  que  l'abscisse  ou  l'ordonnée 
de  chacun  d'eux,  étant  (abstraction  faite  du  signe)  une  troisième  pro- 
portionnelle à  l'un  dos  demi-axes  et  à  l'abscisse  ou  à  l'ordonnée  du 
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point  (l,  y]),  conserve,  au  signe  près,  la  même  valeur,  quand  l'ellipse 
ou  l'hyperbole  est  remplacée  par  un  cercle  qui  a  l'un  des  axes  -la,  2 A 
pour  diamètre.  Si  l'on  suppose,  en  particulier,  que  la  courbe  soit  une 
ellipse,  et  si  l'on  décrit  trois  cercles  qui  aient  pour  diamètres,  le  pre- 
mier l'axe  2r/,  le  second  l'axe  '2b,  et  le  troisième  le  rayon  vecteur 
mené  de  l'origine  au  point  (^.vî\  alors,,  pour  tracer  la  tangent(v 
menée  par  ce  point  à  l'ellipse,  et  déterminer  les  points  de  tangence, 
il  sufïîra  de  joindre  par  une  droite  le  point  où  la  corde  d'intersection 
du  premier  et  du  troisième  cercle  rencontrera  l'axe  des  x  avec  le  point 
où  la  corde  d'intersection  du  second  et  du  troisième  cercle  rencon- 
trera l'axe  des  y.  Cette  droite  coupera  l'ellipse  aux  points  demandés. 

Exemple  III.        Considérons  la  parabole  représentée  par  l'équation 
tinie 

(37)  r---2/>^. 
L'équation  différentielle  de  cette  courbe  sera 

(38)  _    •  ■  y  dy  Tzi  p  dx.  .  .    ' 

Par  suite,  on  trouvera,  pour  l'équation  de  la  tangente  au  point  (•^,.r), 

(39)  .     j(y! -j)  =;>(;- ^•) 
OU                                          • 

( 40)  y(\  ~ pi  --  px, 
et,  pour  l'équation  de  la  normale, 

(40  /-(ç  — j;) +/;(n  — /)  —  o. 

l/équation  (39),  quand  on  y  regarde  les  coordonnées  .r,  y  comme 
seules  variables,  représente  une  parabole  de  même  forme  que  la 
proposée,  et  dont  l'axe,  parallèle  à  l'axe  des  x,  coïncide  avec  la 
droite  j=  -•  L'équation  (4<0  représente,  sous  la  même  condition, 
la  droite  qui  renferme  les  [)oints  de  tangence  des  deux  tangentes 
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menées  à  la  parabole  proposée  par  le  point  (^,  yj).  Or,  pour  construire 
cette  droite,  il  suffira  d'observer  qu'elle  coupe  l'axe  des  x  au  point 
dont  l'abscisse  est  égale  à  —  ^,  et  l'axe  des  y  à  une  distancé  de  l'ori- 
gine deux  fois  plus  grande  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer 
sur  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  pojnt  (H,  ■/]). 

Exemple  IV.  —  Considérons  la  courbe  qu'on  nomme  logarithmique, 
et  dont  l'ordonnée  est  équivalente  au  logarithme  de  l'abscisse.  Si  les 
logarithnfie.s  sont  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  A,  et  désignés 
par  la  caractéristique  L,  en  faisant,  pour  abréger, 

on  trouvera,  pour  l'équation  finie  de  la  logarithmi.que, 

(42)  /  =:  L.r  =  a  1^,  .       . 
et,  pour  l'équation  différentielle  de  cette  courbe, 

(43)  dy=za-^  on  x  dy  :=z  a  dx.' 

Par  suite,  les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  deviendront 

(44)  x{-ri  —  y)  =  a{l  —  x)         ou         x{n  ^-.a  ~ y)  t^  al 
et  •  ■  . 

(4''^)  •         x{l  —  x)+u{-fi—  y)  —  o. 

Lorsqu'on  regarde  les  coordonnées  h,  r^  comme  constantes  et  les  coor- 
données X,  y  comme  variables,  les  équations  (44)  et  (45)  repré- 
se-ntent,  la  première  une  hyperbole  équilatère  qui  a  pour  asymptotes 
J'axe  des  V  et  la  droite  y  ~a  -\-  ;/],  la  seconde  une  parabole  dont  l'axe 
est  parallèle  ii  l'axe  des  y.  Cette  hyperbole  çt  cette  parabole  coupent 
la  logarithmique  dans  les  points  où  elle  est  rencontrée  par  les  droites 
tangentes  et  normales  qui  concourent  au  point  (H,  t]). 

Exemple  V.  —  Considérons  la  courbe  (jui  a  pour  équation,  en  coor- 
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doilnéos  rectangulaires, 

(46)  -=langL;— ^-^ 

OU 

(4-.)       arc tang (  (  ^. U  —  L v'^^'-ï^' —  ï- R  ^—  « (  1 V^^"  +7"  —  l  fO    (' )• 

On  s'assurera  aisément  que  cette  courbe  est  du  genre  de  celles  que 
l'on  nomme  spirales,  qu'elle  fait  une  infinité  de  révolutions  autour  de 
l'origine,  entîn  qu'elle  se  déplace  et  tourne  autour  de  l'origine  sans 
changer  de  forme,  quand  la  constante  R  cliange  de  valeur.  Cette  même 
courbe,  qu'on  nomme  la  spirale  lo^arilhrnique,  aura  pour  équation  dif- 
férentielle 

(48)  X  dy — y  dx  zi=.  a{x  dx -\- y  cly). 

Par  suite,  les  équations  de  sa  tangente  et  de  sa  normale  deviendront 

(49)  ••  xn— yt  —  a^ix^i  — x)-^y{-(^—y)\ 

et  . 

(50)  a'(^~  ^) -t- r(-/l  —  j) -h  a(j"-^  — jçj  3=  o. 

Lorsque,  dans  ces  dernières  formules,  on  regarde  x,  y  comme  seules 
variables,  on  obtient  les  équations  de  deux  cercles  qui  ont  pour  corde 
commune  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  (^,  r\),  qui  ont 
pour  diamètre  ce  rayon  vecteur  successivement  multiplié  par  les  deux 


expressions  t./  i  h — i-,  y/i  +  d' ,  et  que  l'on  trace  en  décrivant  sur  la 

corde  commune  des  segments  capables  des  deux  angles,  dont  l'un  a 
pour  tangente  trigonométrique  et  l'autre  pour  cotangente  la  quan- 
tité a.  (]omme  les  deux  cercles  dont  il  s'agit  coupent  la  spirale  loga- 
rithmique dans  tous  les  points  où  elle  est  rencontrée  par  les  droites 

(')  Conformément  aux  conventions  établies  dans  la  première  l'artie  dii  Couru  d'Ana- 
lyse, nous  faisons  usage  de  notations  qui  renferment  des  {larcntlièses  doubles,  toutes 
les  fois  qu'il  s'agit  de  représenter  des  fonctions  qui"  admettent  plusieurs  valeurs  :  par 
exemple,  un  quelconque  des  arcs  de  cercle  qui  ré[)ondent  à  une  ligne  trigonométrique 
doimée. 
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tangentes  ou  normales  qui  concourent  au  point  (^,  r^),  ils  fournissent 
un  moyen  facile  de  construire  ces  mêmes  droites. 

En  terminant  cette  Leçon,  nous  ferons  observer  que,  si  les  demi- 
axes  des  X  ei  des  y  positives,  au  lieu  d'être  perpendiculaires  l'un  à 
l'autre,  comprenaient  entre  eux* l'angle  â,  l'équation  (i)  devrait  être 
remplacée  par  la  suivante 


{■oi) 


sin(ô  —  57) 


Ar 


à  laquelle  on  parviendrait  en  considérant  le  triangle  qui  aurait  ^our 
(;ôtés  les  valeurs  numériques  de  A.x,  Ay,  et  comparant  ces  côtés  aux 
sinus  des  angles  opposés.  Alors  il  faudrait  aux  équations  (5),  (7) 
et  (10)  substituer  les  suivantes  :  . 


(02) 
(53) 

(•>4> 


sind* 


siii(ô  —  <i) 
-  7' sinil^ 


■y 


ta  11^4' 


snio 


coso  laiiiid/ 


r,  —  y 


sin(o  —  <i) 


sirïl  0   -  'l  qx 


siiiô  langd;  -1-  coso 


Or,  en  vertu  de  la  formule  (02),  l'inclinaison  t  de  la  courbe  donnée, 
par  rapport  à  l'axe  des  ^,  aura  sa  tangente  trigonométrique  déter- 
minée par  la  formule 

)''sinô 


(  00  ) 


taiig<j> 


I , .__ 


1  -\-  y  coso 


langr. 


De  plus,  en  combinant  les  formules  (j2)  et  (53),  on  reproduira, 
comme  on  devait  s'y  attendre,  l'équation  (8),  qui  sera  toujours  celle 
de  la  tangente  à  la  courbé.  Enfin,  si  l'on  élimine  tang'|  entre  les  for- 
mules (54;  et  (55),  on  trouvera  pour  l'équation  de  la  normale 


•(56) 


f]-—   Y 

l-X 


I   -h  ^    COSO 


COSO 
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DEUXIÈME   LEÇON. 


DES    LONGIELRS    APPELÉES    SOL'S-TANGENTES,    SÔUS-NORMALES,    TANGENTES    ET    NOIOIALES 

'      DES    COURBES    PLANES. 


Les  équations  (S)  et  (n)  de  la  Leçon  précédente,  quand  on  consi- 
dère.^ et  Y)  comme  seules  variables,  représentent,  ainsi  qu'on  l'a  fait 
voir,  les  droites  tangentes  et  normales  menées  à  une  courbe  plane 
par  le  p.oint  (j?,  j).  Si,  dans  ces  mêmes  équations,  on  pose  y;  --  o,  on 
tirera  de  la  premièi»e 


V 

7 


(0  .  ^  — 

et  de  la  seconde  .  " 

(2)  l  —  x~-yy';    ■     •  _     •  • 

il  on  résulte  que  les  valeurs  numériques  des  expressions 

y         f 

expriment  les  distances  domptées  sur  l'axe  des  .r,  entre  le  pied  de 
l'ordonnée  j  et  les  points  où  cet  axe  est  rencontré  par  la  tangente 
et  la  normale  à  la  courbe.  Ces  distances  sont  ce  qu'on  appelle  la  sous- 
tangenle  et  la  sous-normale  de  la  courbe,  relatives  au  point  (a:,  v). 
Donc,  si  l'on  désigne  la  sous-normale  par  U  et  la  sous-tangente  par  V, 
On  aura  . 
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les  signes  étant  choisis  de  manière  que  les  valeurs  de  U  et  de  Y  soient 
positives. 

On  peut  remarquer  que  l'ordonnée  y  est  équivalente,  au  signe 
près,  à  la  moyenne  géométrique  entre  les  deux  distances  U  et  V, 
puisque  celles-ci,  étant  multipliées  l'une  par  l'autre,  donnent  j^ 
pour  produit. 

Les  longueurs  comptées  sur  les  droites  tangente  et  normale,  entre 
la  courbe  et  l'axe  des  x,  sont  ce  qu'on  appelle  la  longueur  de  la  lan- 
genle  et  la  longueur  de  la  normale,  ou,  plus  simplement,  la  tangente 
et  la  normale  de  la  courbe.  Elles  servent  d'hypoténuses  à  deux 
triangles  rectangles  qui  ont  pour  côtés  l'ordonnée  y  réduite  à  sa 
valeur  numérique  et  la  sous-tangente  ou  -la  sous-normale.  Donc,  si 
l'on  désigne  la  tangente  par  T  et  la  normale  par  N,  on  aura 

et,  par  suite, 

(5)    .  N=drjv''"+7'', 


(6)  •  T=,±:jy/'  +  j^;' 

le  signe  +  ou  le  signe  —  devant  être  préféré  suivant  que  l'ordonnée  j 
sera  positive  ou  négative. 

Les  équations  (3),  (4),  (5)  et  (G)  peuvent  encore  être  facilement 
déduites  des  formules  (G)  de  la  Leçon  précédente,  dans  lesquelles  t 
désigne  l'inclinaison  de  la  courbe  proposée  au  point  (^x,y),  c'est- 
à-dire  l'angle  aigu  formé  par  la  tangente  avec  l'axe  des  x.  En  effet, 
dans  les  triangles  rectangles  qui  ont  pour  hypoténuse  les  longueurs 
appelées  tangente  et  normale,  le  côté  commun,  c'est-à-dire  l'or- 
donnée y  réduite  à  sa  valeur  numérique,  forme  évidemment  avec 

la  tangente  un  angle  égal  à  ^  —  t,  et  avec  la  normale  un  angle  égal 
à  T.  (]ela  posé,  si  l'on  construit  un  cercle  qui  ait  le  sommet  de  l'or- 
.donnée  pour  centre  et  l'ordonnée  elle-même  pour  rayon,  on  recon- 
naîtra immédiatement  que  les  rapports  de  la  sous- normale,  de  la 
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sous-tangente,  de  la  normale  et  de  la  tangente  au  rayon  du  cercle  ont 
pour  valeurs  respectives 

tangr,     cotr,     sécr,     cosécr. 

En  conséquence,  la  sous-normale,  la  sous-tangente,  la  normale  et  la 
tangente  seront  représentées  par  les  valeurs  numériques  des  produits 

(7)  jlangT,    jcotT,    jsécT,    j  cosécr 

ou,  si  l'on  a  égard  aux  formules  (6)  de  la  I^eçon  précédente,  par  les 
valeurs  numériques  des  expressions 


(8) 


yy 


r 


y^y-^y'\    ys/'-^y-,' 


Exemple  I.  —  Si  la  courbe  donnée  coïncide  avec  le  cercle  repré- 
senté par  l'équation 

(9)  x''  +  f-=:'R.\ 

les  valeurs  de  U,  V,  N,  T  deviendront  respectivement 


(10)        \}^±x, 


N  =  R,        T  =  ±-(R2-.r2)^ 


La  sous-normale  se  réduira  donc  à  la  valeur  numérique  de  l'abscisse, 
et  la  normale  au  rayon,  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

^xemple  IL  —  Si  la  courbe  donnée  coïncide  avec  l'ellipse  ou  l'hy- 
perÊole  représentée  par  l'équation 


(îi)  .  . 

on  trouvera 

(12) 


a*  ~~  b^ 


U 


V  =  ±(^^. 


N 


I  \x-±  a^ 


'-m 

a  Wa^ 


OEuvrcs  de  C.  —  S.  U,  l.  V. 
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Il  suit  des  équations  précédentes  :  i**  que,  dans  l'ellipse  et  dans  l'hy- 
perbole, le  rapport  de  la  sous-normale  à  l'abscisse  est  une  quantité 
constante;  2"  que  la  sous-tangente  est  indépendante  du  demi-axe 
désigné  par  h.  Par  conséquent,  la  sous-tangente  conserve  la  même 
valeur  dans  l'ellipse  qui  a  pour  équation 

et  dans  le  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  le  rayon  a.  Ces 
remarques  fournissent  le  moyen  de  construire  facilement  les  sous- 
normales  et  les  sous-tangentes  des  courbes  représentées  par  les  équa- 
tions (11)  et  (i3).  Si  l'on  veut  obtenir  en  particulier  le  point  de  ren- 
contre de  l'axe  des  x  et  de  la  normale  correspondante  au  point  dont 
l'abscisse  est  x,  il  suffira  de  porter  sur  l'axe  ib,  et  à  partir  de  l'une. 

des  extrémités  de  cet  axe,  une  longueur  égale  à  —  Z>,  puis  de  mener 
par  l'extrémité  de  cette  longueur  une  parallèle  à  la  droite  qui  joint 
l'extrémité  de  l'axe  et  le  pied  de  l'ordonnée  y.  Cette  parallèle  ren- 
contrera l'axe  des  x  au  point  demandé. 

Exemple  III.  —  Si  la  courbe  donnée  coïncide  avec  la  parabole 

(14)  y'^—ipx, 

on  trouvera 

1 

(i5)        \S  —  py        N—ix,        l^—p^{p-A-ixf,        T=2.r'Ya^+ ly. 

Ainsi,  dans  la  parabole,  la  sous-normale  est  constante,  et  la  sous- 
tangente  double  de  l'abscisse.  Ces  remarques  fournissent  les  règles 
connues  pour  la  construction  de  la  normale  et  de  la  tangente. 

Exemple  IV.  —  Concevons  que  dans  l'équation  (42)  de  la  Leçon 
précédente  on  échange  entre  elles  les  deux  coordonnées  x,  y,  et 
faisons  toujours  Le  =  a.  L'équation  que  l'on  obtiendra,  savoir 

(16)  x=zLy        ou        x  =  aly, 


a 

T=3 

U^V 

/                   2.r 

y  a^-i-e" 
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représentera  la  logarithmique  dans  une  nouvelle  position.  Or,  on 
tirera  de  l'équation  (i6) 

.r 

(17)  y  =  e~' 

et,  par  suite, 

/ 

(18)  U=-e",         y  =  a,         N: 

a  u, 

Ainsi,  dans  la  logarithmique  représentée  par  l'équation  (16),  la  sous- 
tangente  est  constante  et  la  sous-normale  proportionnelle  au  carré  de 
l'ordonnée. 

Exemple  V.  —  Supposons  qu'à  partir  de  l'origine  des  coordonnées 
on  porte  sur  l'axe  des  j,  et  dans  le  sens  des  j  positives,  une  longueur 
égale  à  R.  Concevons  de  plus  qu'après  avoir  décrit  de  l'extrémité  de 
cette  longueur,  et  avec  le  rayon  R,  une  circonférence  de  cercle,  on 
fasse  rouler  le  cercle  sur  l'axe  des  x.  Le  point  de  la  circonférence  qui 
coïncidait  au  premier  instant  avec  l'origine  des  coordonnées  décrira 
une  courbe  que  l'on  nomme  cycloïde,  et  dont  l'équation  pourra  être 
facilement  établie  par  la  méthode  suivante  : 

Pendant  que  le  cercle  roulera  sur  l'axe  des  x,  le  centre  se  mouvra 
parallèlement  au  même  axe,  et  le  rayon  qui  aboutissait,  dans  le  pre- 
mier instant,  à  l'origine,  tournera  autour  du  centre  en  décrivant  un 
angle  qui  croîtra  sans  cesse.  Désignons  par  co  cet  angle,  par  ^,  r\  les 
coordonnées  du  centre,  et  par  x,  y  les  coordonnées  de  l'extrémité  du 
rayon  mobile,  qui  seront  aussi  les  coordonnées  de  la  cycloïde.  L'arc 
de  cercle  compris  entre  l'extrémité  dont  il  s'agit  et  le  point  où  le 
cercle  touchera  l'axe  des  x  aura  évidemment  pour  mesure  le  pro- 
duit Rco;  et,  puisque  les  diverses  parties  de  cet  arc  se  seront  appli- 
quées l'une  après  l'autre  sur  des  parties  égales  de  l'axe  des  x,  com- 
prises entre  l'origine  et  le  point  de  tangence,  la  droite  qui  joint  ces 
deux  derniers  points  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'abscisse  du  centre 
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du  cercle,  aura  elle-même  une  longueur  équivalente  à  Rw.  Cela  posé, 
on  trouvera,  en  supposant,  pour  plus  de  commodité,  que  le  cercle  se 
soit  mù  du  côté  des  ic  positives. 

De  plus,  il  est  clair  que  les  projections  algébriques  du  rayon  vecteur 
mobile  sur  les  axes  des  x  et  des  j  pourront  être  également  représen- 
tées, ou  par 

^  — ^,    y  —  -n, 
ou  par 

—  Rsinw,     —  Rcosw. 

On  aura  donc 

(19)  ^■  — 1  =  — Rsinco,        j  — -ri  =  — Reosw 

et,  par  suite, 

^  =  ^  — Rsinco,        7  =  Y)— Rcosco; 

puis,  l'on  en  conclura,  en  remettant  pour  ^  et  y]  leurs  valeurs, 

(20)  ^  =  R(oj  —  sino)),        7  =  R(i  —  cosw). 

II  suffira  d'étendre  les  deux  formules  qui  précèdent  au  cas  où  w 
devient  négatif,  pour  obtenir  les  coordonnées  x,  y  des  points  de 
la  cycloïde  situés  du  côté  des  x  négatives,  c'est-à-dire  des  points 
avec  lesquels  coïncide  successivement  l'extrémité  du  rayon  mobile 
quand  le  cercle  se  meut  de  ce  côté.  Si  maintenant  on  tire  la  valeur 
de  w  de  la  seconde  des  équations  (20)  pour  la  substituer  dans  la 
première,  on  trouvera  .:  1°  en  supposant  l'angle  co  renfermé  entre 
les  limites  o,  7:, 


(21)  cr  =:  R  arc  cos  — ^ \^2  liy  —  y'^  ; 

2^"  en  prenant  pour  n  un  nombre  entier,  et  supposant  l'angle  w  ren- 
fermé entre  les  limites  ±:  nix,  ±  nz  -h  r., 

/      s  T»  r  (K— y)  cos  ni:   ,        1  ,—— 

(22)  ^  =  R  J  arc  cos  ^^ ^ ±  /ni\  —  cos  m:  v^R/  —  /  • 
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On  peut  remplacer  les  formules  (21)  et  (22)  par  la  suivante 

(  23 )  ;r  =  R  arc  cos  ( (^£^  -))  -  V^^'Ry^^^, 

le  radical  devant  être  affecté  du  signe  +  ou  du  signe  —  suivant  que  le 
rapport 

arc  cos      — „-^      —  arc  cos  '  -^ 


R        //  —y-         j^ 
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se  réduit  à  un  nombre  pair  ou  à  un  nombre  impair.  L'équation  (23) 
représente  la  cycloïde  entière,  tandis  que  les  formules  (21)  et  (22) 
représentent  seulement  des  portions  de  cette  courbe  correspondantes 
à  des  valeurs  de  w  comprises  entre  certaines  limites. 

La  base  de  la  cycloïde  est  la  droite  sur  laquelle  on  fait  rouler  le 
cercle  générateur,  et  que  nous  avons  prise  pour  axe  des  x. 

Quand  on  se  propose  de  rechercher  les  propriétés  de  la  cycloïde,  on 
peut  employer  ou  l'équation  (28),  ou  le  système  des  équations  (20). 
On  reconnaîtra  sans  peine,  à  l'aide  de  ces  équations,  que  la  cycloïde 
est  composée  d'une  infinité  de  branches,  toutes  pareilles  les  unes  aux 
autres,  dont  les  points  extrêmes,  situés  sur  l'axe  des  x,  répondent 
aux  abscisses 

x=^o,         ^  =  ii=27rR,         a?=:±:47rR,         ^^rdrôruR,         ..., 

et  dont  chacune  est  divisée  en  deux  parties  symétriques  par  une 
ordonnée  correspondante  ii  l'une  des  abscisses 

^  =  ±7îR,  ^=:±37rR,  àCz=i±iOTX^,  .... 

De  plus,  en  diflférentiant  les  équations  (20),  et  prenant  x  pour 
variable  indépendante,  on  trouvera 

(2/4)  dxz=z\\{^~ç,o?>'^)d(Ji=yd(^),         0(7  =  R  sin  w  c/w, 

(25)"  y'=^Ir=liini^=±:^^^ÎZEZ:^±*  /Ï5_, 

-^         dx  y  y  \    y 
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On  aura  par  suite 


y 


2R 


i  U  =  ±Rsinw  =  v/2K7  — J%        ^'=/v/ 

Enfin,  on  tirera  de  la  formule  (20),  combinée  avec  la  première  des 
formules  (19), 

(27)  E  — -3?  =  R  sin  W  =r/j', 

^  étant  l'abscisse  du  centre  du  cercle  générateur  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  l'abscisse  du  point  de  tangence  de  ce  cercle  avec  l'axe  des  x. 
Or,  cette  abscisse  ne  différant  pas  de  celle  que  détermine  l'équa- 
tion (2),  le  point  de  tangence  dont  il  s'agit  se  confondra  nécessai- 
rement avec  le  point  où  l'axe  des  x  est  coupé  par  la  normale  à  la 
cycloïde.  Il  est  aisé  d'en  conclure  que  si  l'on  trace  un  diamètre  paral- 
lèle à  l'axe  des  r  dans  le  cercle  générateur  de  la  cycloïde,  les  direc- 
tions de  la  normale  et  de  la  tangente  à  cette  courbe  seront  indiquées 
par  les  droites  menées  du  point  (^,7)  pris  sur  la  courbe  aux  deux 
extrémités  du  diamètre.  Ajoutons  que  la  longueur  appelée  normale 
sera  précisément  la  corde  qui  sous-tendra,  dans  le  cercle,  l'angle  w, 
et  que,  pour  obtenir  la  sous-normale  de  la  cycloïde,  il  suffira  de  pro- 
jeter le  rayon  mobile  mené  du  point  (^,  y])  au  point  (ce, y)  sur  l'axe 
des  X. 
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TROISIÈME  LEÇON. 

CENTRES,    DIAMÈTRES,    AXES    ET    ASYMPTOTES    DES    COURBES   PLANES. 


On  nomme  centre  d'une  courbe  plane  un  point  tel  que  les  rayons 

vecteurs  menés  de  ce  point  à  la  courbe  soient  deux  h  deux  égaux  et 

dirigés  en  sens  contraires.  Lorsqu'une  courbe  plane  a  un  centre,  et 

qu'on  y  a  transporté  l'origine  des  coordonnées,  on  n'altère  point 

l'équation  de  la  courbe  en  .y  remplaçant  x  par  —  x  et  y  par  —y. 

Lorsque  le  centre  coïncide  avec  le  point  qui  a  pour  coordonnées  a 

et  b,  alors,  en  posant 

y  —  6  =1:  t{x  —  a) 

OU 

y  =L  b  +  t{x  —  a), 

on  tire  de  l'équation  de  la  courbe,  pour  chaque  valeur  de  t^  plusieurs 
valeurs  àex  —  a,  dont  quelques-unes  peuvent  se  réduire  à  zéro,  tandis 
que  les  autres  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

Exemples.  —  Les  courbes 

A  ^^  4- 2  B  ^/ -H  C/^  =- K,        yz=!x^,        y'^z=.x^^         ... 

ont  pour  centre  commun  l'origine  des  coordonnées,  tandis  que  les 
courbes 

ont  pour  centre  commun  le  point  («,  è). 

Une  courbe  peut  avoir  un  nombre  infini  de  centres.  Ainsi,  par 
exemple,  la  courbe 

(i)  "  7  — sin^, 
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composée  d'une  infinité  d'arcs  semblables  les  uns  aux  autres  et  situés 
alternativement  au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des  x,  a  pour  centre 
non  seulement  l'origine  des  coordonnées,  mais  encore  chacun  des 
points  où  elle  coupe  l'axe  des  x.  En  effet,  l'équation  de  cette  courbe 
ne  changera  pas  de  forme  si  l'on  transporte  l'origine  en  un  de  ces 
points,  c'est-à-dire  si  l'on  fait  croître  ou  diminuer  x  d'une  quantité 
égale  à  nr.,  n  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

Toute  droite  menée  par  le  centre  d'une  courbe  plane  est  un  dia- 
jnètre  de  cette  courbe. 

On  appelle  axe  d'une  courbe  une  droite  qui  partage  cette  courbe 
en  deux  parties  symétriques.  Lorsqu'une  droite  de  cette  espèce  est 
prise  pour  axe  des  abscisses  ou  des  ordonnées,  à  chaque  valeur  de  x 
ou  de  y  répondent  deux  valeurs  de  y  ou  de  x,  égales  et  de  signes 
contraires. 

Exemples.  —  La  parabole 
a  un  seul  axe  qui  coïncide  avec  l'axe  des  x.  L'ellipse  ou  l'hyperbole 

x^        y^  _j_ 

^  "~  7^  ~~' 

a  deux  axes  qui  coïncident  avec  les  axes  des  coordonnées.  La  courbe 
représentée  par  l'équation  (r)  a  une  infinité  d'axes  parallèles  à  l'axe 
des  j,  et  qui  correspondent  à  des  abscisses  de  la  forme 

2 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

Toutes  les  fois  que  deux  axes  d'une  courbe  se  coupent  à  angles 
droits,  leur  point  d'intersection  est  un  centre  de  la  courbe.  Car,  si 
on  les  prend  pour  axes  des  x  et  des  j,  on  pourra,  sans  altérer  l'équa- 
tion de  la  courbe,  remplacer  :  i""  y  par  —  j;  2«  x  par  —  x.  Par  suite, 
on  pourra  changer  à  la  fois  les  signes  des  deux  coordonnées  x,  j,  ce 
qui  suffira  pour  établir  l'existence  d'un  centre  coïncidant  avec  l'ori- 
gine. 
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On  appelle  asymptote  d'une  courbe  plane  une  droite  de  laquelle 
cette  courbe  s'approche  indéfiniment,  sans  pouvoir  jamais  la  ren- 
contrer. Il  est  facile  de  trouver  les  asymptotes  d'une  courbe  repré- 
sentée par  une  équation  entre  deux  coordonnées  rectangulaires  x,  y. 
En  effet,  considérons  d'abord  les  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe 
des  r,  et  soit 

(2)  y-r.kx-vl 

l'équation  de  l'une  d'entre  elles.  L'ordonnée  correspondante  à  l'ab- 
scisse X  dans  la  courbe  proposée  devra  se  réduire  sensiblement,  pour 
de  très  grandes  valeurs  numériques  de  x,  à  l'ordonnée  de  l'asymptote 
et  se  présenter  sous  la  forme 

(3)  y^kx-\-l-±.E, 

±z  £  désignant  un  terme  qui  deviendra  nul  avec  -•  Cela  posé,  si  l'on 

fait  converger  -  vers  la  limite  zéro,  on  tirera  successivement  de 
l'équation  (3) 

(5)  Iim(  r  —  kx)  =  lim(/==  e)  :  :  t. 

Donc,  pour  déterminer  la  constante  /c,  il  suffira  de  poser  dans  l'équa- 
tion de  la  courbe 

ou 

(G)  y=z!ix, 

puis  de  chercher  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  convergera  la 
variable  s,  tandis  que  la  valeur  numérique  de  x  croîtra  indéfiniment. 
De  plus,  après  avoir  trouvé  la  constante  /-,  on  obtiendra  la  constante  / 
en  posant  dans  l'équation  de  la  courbe 

y  —  kx  —-  t 
ou 

(7)  y  —  kx  +  t, 

OKuvres  de  C.  —   ^.   W,  \.  \ .  n 
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et  cherchant  la  limite  de  laquelle  t  s'approchera  sans  cesse,  pour  des 
valeurs  numériques  croissantes  de  la  variable  x.  A  chaque  système 
de  valeurs  finies  des  quantités  k  et  /  correspondra  une  asymptote*  de 
la  courbe  proposée. 

En  raisonnant  de  la  même  manière,  mais  échangeant  l'une  contre 
l'autre  les  variables  x  et  r,  on  trouverait  évidemment  les  asymptotes 
non  parallèles  à  l'axe  des  x. 

Exemples.  —  Considérons  la  logarithmique 

(8)  y^X-. 

On  aura,  dans  cette  hypothèse, 

_  y  _  A^^ 

puis,  en  faisant  converger  x  vers  la  limite  —  3c,  on  en  conclura 

,      ,.     A^ 

A-  =  lim  —  :=  o. 

On  trouvera  par  suite 

fzirj  — A^,        /  =  limA'^=o. 

Donc  la  courbe  proposée  aura  pour  asymptote  l'axe  des  x,  dont  elle 
s'approchera  indéfiniment  du  côté  des  x  négatives. 
On  prouvera  de  même  que  la  logarithmique 

(9)  .      '  -^^A^- 

a  pour  asymptote  l'axe  des  y. 

(Concevons  maintenant  que  l'équation  de  la  courbe  donnée  se  pré- 
sente sous  la  forme 

(10)  f{x,y)  =  c. 

La  recherche  des  asymptotes  sera  très  facile  si  l'on  parvient  à  décom- 
poser f{x,y)  en  plusieurs  parties  dont  chacune  soit  une  fonction 
homogène  des  variables  x,  y.  En  effet,  nommons  m,  n,  ...  les  degrés 
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des  fonctions  homogènes  fournies  par  la  décomposition  dont  il  s'agit, 
et  soit  en  conséquence 

(n)  /(.r,  y)  — ^'«f(^  j  4-^«  f('=^')  +..., 


les  nombres  m,  n,  ...  étant  ransrés  de  manière  à  offrir  une  suite 
décroissante.  La  valeur  de  s  =^  -  sera  déterminée  par  l'équation 


ou 

(12)  ■  F(5)4-  -V--f(5)  +...=:—, 

de  laquelle  on  tirera,  en  posant  -  =  o  et^  =  /•, 

(.3)  F(/0  =  o. 

De  plus,  si  l'on  attribue  à  k  l'une  des  valeurs  propres  à  vérifier  l'équa- 
tion (i3),  la  valeur  correspondante  de  t  =\y  —  kx  sera  donnée  par  la 
formule 

(l4)  ^'"FU+  -  j    4-X«  fr/.-t-  -  j    +..  .=::C; 

et  comme,  en  vertu  de  l'équation  (i3),  on  aura 

\  X)  -^        \  ^  ) 

0  désignant  un  nombre  inférieur  ii  l'unité,  on  trouvera  encore 

x"'-Hrlk-^b-\  +^n('A-  +  -^^  +...  — c, 
ou 

Si  ^'{k)  et  f(/t)  ont  des  valeurs  finies  différentes  de  zéro,  alors,  en 
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posant  -  =  o  et  /  =  /,  on  conclura  de  l'équation  précédente, 
1"  pour  n  <C  m  —  i /  =  o, 


jr 


(  1 6  )  1    2"    nom-    /i  ::--/«  —  I /  r-  —  T^r-TT  ' 

'*  3"  pour  II  >  m  —  I /  =  ±:  oc. 

Par  conséquent,  à  la  valeur  adoptée  de  k  correspondra,  dans  la  pre- 
mière hypothèse,  une  asymptote  passant  par  l'origine,  ou  de  la  forme 

(17)  y~f<x; 

et  dans  la  seconde  hypothèse,  une  asymptote  de  la.forme 

Dans  la  troisième  hypothèse,  l'asymptote,  s'éloignant  à  une  distance 
infinie  de  l'origine,  disparaîtra  entièrement. 

L'élimination  de  la  constante  k  entre  les  équations  (i3)  et  (17) 
produit  la  formule 

(|ui  fournit,  dans  la  première  hypothèse,  toutes  les  asymptotes  non 
parallèles  à  l'axe  des  y,  et  qui  peut  être  remplacée  par  l'équation 

(19)  x'-y(^^^^o. 

On  arriverait  encore  à  celle-ci  en  cherchant,  dans  la  première  hypo- 
thèse, les  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  x.  Donc,  lorsque  le 
premier  membre  de  l'équation  (10)  est  décomposable  en  plusieurs 
fonctions  homogènes,  et  que  le  degré  m  de  l'une  d'entre  elles  sur- 
passe de  plus  d'une  unité  les  degrés  de  toutes  les  antres,  non  seule- 
ment les  diverses  asymptotes  passent  par  l'origine,  mais  elles  sont 
toutes  représentées  par  la  formule  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  la 
fonction  homogène  du  degré  m. 
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Exemples.  —  L'hyperbole 

(20)  -  -  :^=i±i 

a  pour  asymptotes  les  deux  droites  représentées  par. la  formule 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  deux  équations 

X        y  XV 

{9.1)  T=0,  -4-^=:0. 

^      '  a         b  a         h 

De  même,  si  l'on  suppose  B- —  AC>o,  on  reconnaîtra  que  l'hy- 
perbole 

(23)  .       A^=+  2Ba:j)--+  C/^:=K 

a  pour  asymptotes  les  deux  droites  représentées  par  la  formule 

(24)  Aj?^+ 260:/ -T- Cj-=  o. 

De  même  encore  la  courbe 

.    y 

(25)  ^3  +  75+sui— =0 

aura  pour  asymptote  la  droite 

(26)  x-^y-^o, 

dont  l'ordonnée  est  la  seule  valeur  réelle  de  y  qui  vérifie  l'équation 

(27)  x^ -A- y^  ^=- o . 

Dans  le  cas  où  l'on  suppose  /z  =  //?  —  i,  la  formule  (19)  représente 
toutes  les  droites  menées  par  l'origine  parallèlement  aux  asymptotes 
de  la  courbe  proposée.  Ainsi,  par  exemple,  la  courbe  nommée  foliiim 
de  Descartes  et  représentée  par  l'équation 

(28)  ir^-H-y^.— 3a.rj 
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a  une  asymptote  parallèle  à  la  droite  x  +  y  =  o,  dont  l'ordonnée  se 
déduit  toujours  de  la  formule 


Lorsque  les  quantités  ¥'(k),  {\k)  deviennent  nulles  ou  infinies,  la 
quantité  /peut  obtenir  des  valeurs  différentes  de  celles  que  nous  lui 
avons  assignées  ci-dessus  [voir  les  formules  (i6)];  mais,  pour  la 
déterminer,  il  suffira  toujours  de  chercher  la  limite  ou  les  limites 
vers  lesquelles  convergera  la  variable  t,  pendant  que  -  s'approchera 
de  zéro.  Quelquefois,  en  opérant  ainsi,  on  trouvera,  pour  une  seule 
valeur  de  /c,  plusieurs  valeurs  de  /.  C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple, 
si  l'on  considère  la  courbe  représentée  par  l'équation 


(29)  y'-=C0S~ 


X 


Alors  on  aura  k  =  o,  et,  comme  l'équation  en  l  deviendra 


/-=r  COS 


on  en  tirera,  en  posant  -,  =  o, 

^-—  I,  t^=.±:\. 

En  conséquence,  la  courbe  proposée  aura  deux  asymptotes  parallèles 
à  l'axe  des  x,  savoir 

(3o)       '  j'=r:i,  /=-!. 

Au  reste,  il  peut  arriver  qu'une  valeur  de  k  propre  à  vérifier  l'équa- 
tion 

(3i)  F(A-)^.:o 

fournisse    une  seule   asymptote.   Ainsi    la   courbe  représentée  par 
l'équation 

(32)  ^,2(^2  +  ^2)  ^R4 
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n'a  qu'une  seule  asymptote  qui  coïncide  avec  l'axe  des  x,  quoique  la 
valeur  X:  =  o  vérifie  pour  cette  courbe  l'équation  (3i), 

On  pourrait  encore,  suivant  la  remarque  de  M.  Ampère,  trouver 
les  asymptotes  d'une  courbe  plane  en  cherchant  les  positions  que 
prend  la  tangente  quand  le  point  de  contact  s'éloigne  à  une  distance 
infinie  de  l'origine  des  coordonnées.  Concevons,  pour  fixer  les  idées, 
que  l'on  considère  l'hyperbole 


x'-        y- 
a^         b- 


L'équation  de  la  tangente  à  cette  hyperbole  sera 


x\       y-f] 
a'-  b- 


le 


ou,  si  l'on  substitue  ii  ^  sa  valeur  ±  '^1/1  —  ^,  et  si  l'on  multipl 
ensuite  par  -  > 

^  X 

a         \         X'  )    b        X 

Pour  faire  passer  le  point  de  contact  à  une  distance  infinie  de  l'ori- 
gine, il  suffira  de  poser  x^±^.  Alors  la  formule  précédente  de- 
viendra 

et  comprendra  les  équations  des  deux  asymptotes  de  l'hyperbole  pro- 
posée. 
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QUATRIÈME  LEÇON. 

PROPRIÉTÉS    DIVERSES    DES    COURBES    PLANES    DÉDUITES    DES    ÉQUATIONS 
DE    CES    MÊMES    COURBES.    POINTS    SINGULIERS. 


Soit  proposée  une  équation  entre  deux  coordonnées  rectangulaires 
r,  r.  Cette  équation,  résolue  par  rapport  à  r,  en  fournira  une  ou  plu- 
sieurs autres  de  la  forme 

et  chacune  de  celles-ci  représentera  une  ligne  ou  portion  de  ligne 
dont  les  propriétés  dépendront  de  la  nature  de  la  fonction  /{x). 
Ainsi,  par  exemple,  l'équation 

(2)  ^-  +  j--=R% 

qui  représente  une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre  coïncide 
avec  l'origine,  se  décomposera  dans  les  deux  suivantes 


3) 


y^-^\V- 


y--\ 


JW- 


dont  chacune  représentera  une  demi-circonférence  située  au-dessus 
ou  au-dessous  de  l'axe  des  x. 

Si  la  fonction  f{x)  demeure  continue  entre  les  limites  x  ~  x^,, 
x^-\,  la  ligne  représentée  par  l'équation  (i)  sera  elle-même  con- 
tinue entre  les  points  correspondants  aux  abscisses  ^„,  X.  Cette  ligne 
pourra  devenir  discontinue  lorsque  la  fonction  f{x)  offrira  des  solu- 
tions de  continuité;  par  exemple,  lorsque  cette  fonction  deviendra 
infinie  poui'  certaines  valeurs  finies  de  x,  ou  lorsqu'elle  passera  tout 
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à  coup  du  réel  à  l'imaginaire,  ou  lorsqu'elle  changera  brusquement 
de  valeur.  Le  premier  cas  se  présente  dans  l'hyperbole 


(4)  y=~ 


le  deuxième,  dans  les  courbes  logarithmiques 

(6)  y--=jc\x', 

le  troisième,  dans  la  ligne  déterminée  par  l'équation 

(7)  -^^^-Tï' 

et  composée  de  deux  demi-axes  parallèles  à  l'axe  des  x,  qui  abou- 
tissent aux  deux  points  de  l'axe  des  y  auxquels  appartiennent  les 
ordonnées  -h  i  et  —  i.  Dans  les  deux  derniers  cas,  la  ligne  que  l'on 
considère  s'arrêtera  tout  à  coup  en  certains  points  que  nous  nomme- 
rons points  d'arrêt.  Les  courbes  (5)  et  (6)  ont  chacune  pour  point 
d'arrêt  l'origine  des  coordonnées.  La  ligne  représentée  par  l'équa- 
tion (7)  offre  deux  points  d'arrêt  situés  sur  l'axe  des  r,  de  part  et 
d'autre  de  l'origine,  et  à  l'unité  de  distance. 

Si  la  fonction  f{x)  ne  devient  réelle  que  pour  un  nombre  limité  de 
valeurs  de  x,  l'équation  (i)  ne  représentera  qu'un  point  ou  une  suite 
de  points  isolés.  Ainsi,  par  exemple,  la  formule 

(8)  r  =  ^v/^ 

qui  oflVe  Tune  des  valeurs  de  y  fournies  par  l'équation 

(9)  '     x--^y-  —  o, 

ne  représente  qu'un  seul  point  qui  coïncide  avec  l'origine.  Il  peut 
arriver  que  l'équation  (1)  fournisse  en  môme  temps  un  ou  plusieurs 

OEiivres  de  C.    -■  S.W,  \..\ .  JO      . 
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points  isolés  et  une  ou  plusieurs  branches  de  courbe.  Ainsi  la  for- 
mule 


(10)  y-z=ix\Jx^ — a-, 

qui  offre  l'une  des  valeurs  de  y  fournies  par  l'équation 

(11)  f-  —  x'-{x^-—  a'-), 

représente  :  i"  deux  branches  de  courbe  qui  s'éloignent  indéfiniment 
de  l'origine  en  partant  de  deux  points  situés  sur  l'axe  des  x  et  corres- 
pondants aux  abscisses  x  :=  —  a,  x  =^  a;  2°  un  point  isolé  qui  coïn- 
cide encore  avec  l'origine. 

Une  ordonnée  maximum  ou  minimum  devant  être  supérieure  ou 
inférieure  à  toutes  les  ordonnées  voisines,  il  suit  de  ce  qui  précède 
que,  si  les  deux  fonctions  y  et  j'  restent  continues  dans  le  voisinage 
d'une  valeur  particulière  de  x,  cette  valeur  ne  pourra  produire  un 
maximum  ou  un  minimum  de  y  qu'en  faisant  évanouir  j',  c'est- 
à-dire  en  vérifiant  l'équation 

(12)  y=o. 

Ajoutons  qu'une  valeur  de  x  tirée  de  la  formule  (12)  fournit  effec- 
tivement un  maximum  ou  un  minimum,  dans  le  cas  où  la  première 
des  quantités 

y"  y'" 

qui  diffère  de  zéro,  est  positive  ou  négative,  mais  d'ordre  pair,  et  que 
cette  valeur  ne  détermine  ni  maximum,  ni  minimum,  dans  le  cas  con- 
traire. 

Au  reste,  il  peut  arriver  que  certaines  valeurs  de  x,  prises  parmi 
celles  qui  rendent  discontinue  l'une  des  fonctions  j', y,  produisentdes 
maxima  ou  des  minima  de  l'ordonnée,  sans  vérifier  la  formule  (12). 
Ainsi,  en  particulier,  si  la  fonction  y=f(^x),  après  avoir  crû  ou 
diminué  pendant  que  l'on  faisait  croître  ou  décroître  hi  variable  x, 
passe  tout  à  coup  du  réel  à  l'imaginaire,  la  courbe  représentée  par 
l'équation  (i)  aura  un  point  d'arrêt,  et  l'ordonnée  correspondante  à 
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ce  point  d'aiTct  pourra  être  considérée  comme  un  maximum  ou  un 
minimum.  Par  exemple,  la  valeur  zéro  correspondante  à  as- =  o  est 
une  sorte  de  minimum  relativement  à  l'ordonnée  de  la  courbe 


Pour  obtenir  des  maxima  ou  minima  d'ordonnées  correspondants  à 
des  solutions  de  continuité  dans  la  fonction  y'  =  f'(x),  il  suffit  de 
considérer  les  trois  lignes  représentées  par  les  équations 

(i4)  /  — V^^'S 

-i-  '2\/a;--\-  X' 


2 

(i6)  j  — J7^ 


Ces  trois  lignes,  dont  la  première  se  compose  de  deux  demi-axes  per- 
pendiculaires entre  eux  et  aboutissant  à  l'origine  des  coordonnées,  et 
la  seconde  de  deux  portions  de  paraboles  qui  viennent  se  rencontrer 
sur  l'axe  des  y,  ont  pour  ordonnée  minimum  la  première  et  la  troi- 
sième y  —  o,  la  seconde  r  --  -■  Or,  pour  la  valeur  ^  =  o  qui  produit 
ces  minima,  les  dérivées  des  fonctions  (i4)»  (i5)  et  (i6),  savoir 


(•7) 
(.8) 

(19) 


deviennent  discontinues,  la  première  et  la  seconde  en  passant  tout 
à  coup  de  la  valeur  —  i  à  la  valeur  h-  i,  la  troisième  en  passant  par 
l'infini. 

Nous  avons  remarqué,  dans  la  première  Leçon,  que  la  valeur  numé- 
rique de  la  fonction  dérivée  y'  représentait  la  tangente  trigonomé- 


y' 

X 

y 

X 

=  x  -+-  —= 

\/'x 

y 

2 
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trique  de  l'inclinaison  de  la  courbe  par  rapport  à  l'axe  des  ^.  Donc, 
si  l'on  a,  pour  un  point  donné, 

(12)  j'— o, 

l'inclinaison  sera  nulle  en  ce  point,  c'est-à-dire  que  la  tangente  à  la 
courbe  deviendra  parallèle  à  l'axe  des  x.  Si  l'on  a,  au  contraire, 

(20)  j'  =  ±:oo, 

l'inclinaison  sera  équivalente  à  un  angle  droit,  c'est-à-dire  que  la 
tangente  à  la  courbe  deviendra  parallèle  à  l'axe  des  j.  Enfin,  si  la 
fonction  dérivée  y'  change  brusquement  de  valeur,  il  en  sera  de 
même  de  l'inclinaison.  Concevons  que,  dans  cette  dernière  hypo- 
thèse, la  fonction  y  reste  continue  :  alors  les  deux  branches  de  la 
courbe  viendront  se  réunir  au  point  donné,  de  manière  que  leurs 
tangentes  forment  entre  elles  un  certain  angle,  et  ce  point  sera  ce 
que  nous  appellerons  un  point  saillant.  Tel  est,  par  exemple,  le  point 
correspondant  \{  x-—o,  dans  la  courbe  représentée  par  la  formule  (  1 4) 
et  dans  celles  que  déterminent  les  équations 

(21)  j  r=  ^  arc  tang-, 

(22)  "       j=-^ — r- 


I  +  e' 


Supposons  maintenant  que  deux  branches  d'une  même  courbe 
s'arrêtent  en  un  point  donné,  de  manière  à  toucher  l'une  et  l'autre 
un  demi-axe  aboutissant  au  point  dont  il  s'agit.  Ce  point  sera  ce 
qu'on  nomme  un  point  de  rehroussement.  Le  rebroussement  sera  de 
première  espèce,  si  le  demi-axe  passe  entre  les  deux  branches  de 
courbe,  et  de  seconde  espèce,  si  le  demi-axe  laisse  les  deux  branches 
d'un  même  côté.  L'origine  est  un  point  de  rebroussement  de  première 
espèce  pour  la  courbe  représentée  par  la  formule  (lO),  et  pour  celle 

qui  répond  à  l'équation 

î 

(23)  y^~-~-.r 
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En  effet,  chacune  de  ces  courbes  se  compose  de  deux  branches  tan- 
gentes l'une  et  l'autre  au  demi-axe  des  y  positives,  et  situées  des  deux 
côtés  de  ce  demi-axe.  La  cycloïde  représentée  par  l'équation  (28)  de 
la  deuxième  Leçon  offre  une  infinité  de  points  de  rebroussement  de 
première  espèce,  tous  situés  sur  l'axe  des  x,  et  correspondants  aux 
abscisses 

Lorsque,  en  un  point  de  cette  espèce,  le  demi-axe  tangent  aux  deux 
branches  de  la  courbe  n'est  pas  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  les  va- 
leurs de  y  correspondantes  à  ces  deux  branches  sont  nécessairement 
déterminées  par  deux  équations  distinctes,  comprises  l'une  et  l'autre 
dans  l'équation  unique  de  la  courbe  donnée.  C'est  ce  qui  a  lieu,  en 
particulier,  pour  la  courbe 

composée  de  deux  branches  qui  touchent  à  l'origine  le  demi-axe  des  x 
positives,  et  qui  répondent  aux  deux  équations 

(25)  rz=a:'^, 

3 
(26  )  X  ^^  —  •^'• 

C'est  aussi  ce  qui  arrive  toujours  pour  les  points  de  rebroussement 
de  seconde  espèce.  Nous  citerons  comme  exemple  la  courbe 

(27)  {y  —  X  s,\njcy-:=  a:^  sxn-jc, 

composée  de  deux  branches  qui  touchent  à  l'origine  le  demi-axe  des 
X  positives,  et  qui,  près  de  cette  origine,  sont  situées  l'une  et  l'autre 
du  côté  des  y  positives. 
Lorsque  les  fonctions 

J--/(^)        et       y'=f'{a^) 

restent  l'une  et  l'autre  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  les  abscisses  de  deux  points  donnés,  la  corde  qui  joint 
ces  deux  points  est  nécessairement  parallèle  h  l'une  des  tangentes 
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menées  par  les  points  intermédiaires  de  la  courbe.  En  effet,  si  l'on 
représente  par  x  et  x -^  \x  les  abscisses  des  deux  points  dont  il 
s'agit,  on  aura  (en  vertu  de  la  formule  (8)  de  la  septième  Leçon  de 
(Calcul  différentiel] 

^       '  Au-  Ax  -^    ^  ' 

0  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Or  il  résulte  évidemment  de 
l'équation  précédente,  jointe  aux  formules  (i)  et  (5)  de  la  première 
Leçon,  que  la  corde  menée  du  point  (^,  r)  au  point  {x -\-  Ax ,  y  -\- Ay) 
est  parallèle  à  la  tangente  menée  par  le  point  qui  a  pour  abscisse 
X  -^^)  Ax. 

On  arrivera  encore  à  la  même  conclusion  en  transportant  la  corde 
dont  il  s'agit  parallèlement  k  elle-même,  avec  un  mouvement  con- 
tinu, de  manière  à  faire  décroître  indéfiniment  l'arc  sous-tendu  par 
cette  corde.  A  l'instant  où  cet  arc  s'évanouira,  la  corde  se  changera 
en  une  droite  tangente  à  la  courbe,  et  l'on  peut  remarquer  que  le 
point  de  contact  sera  évidemment  distinct  des  points  (a?,  y)  et 
{x  -\-  t^oc,y  -h  Ar). 

Concevons  à  présent  que,  la  fonction  dérivée  y'=zf'(x)  étant 
continue  entre  deux  limites  données,  l'on  fasse  croître  x  entre  ces 
limites,  La  fonction  j'  elle-même  ira  en  croissant,  toutes  les  fois  que 
sa  dérivée  y"  — y"(.r)  aura  une  valeur  positive,  et  en  décroissant 
toutes  les  fois  que  la  valeur  de  y"  sera  négative.  Il  est  d'ailleurs 
facile  de  s'assurer  que,  si  la  fonction  y'  =  f'(^x)  croît  ou  décroît  sans 
cesse  entre  deux  valeurs  de  x  correspondantes  à  deux  points  de  la 
courbe  proposée,  l'ordonnée  de  cette  courbe  dans  l'intervalle  sera 
constamment  supérieure  ou  constamment  inférieure  à  l'ordonnée  de 
chaque  tangente,  de  part  et  d'autre  du  point  de  contact.  Admettons, 
par  exemple,  qu'après  avoir  assigné  à  la  variable  x  une  valeur  déter- 
minée, on  attribue  à  cette  variable  un  accroissement  Aa?,  et  que  l'ex- 
pression 

(29)  f\x-hAx) 
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croisse  constamment,  depuis  la  limite  A^- =^  —  A  jusqu'à  la  limite 
Aa?  —  /^.  La  différence 

sera  toujours,  entre  ces  limites,  affectée  du  même  signe  que  A^;  d'où 
il  résulte  que  le  produit 

(3o)  [f'{x-\-^x)  -f'{.x)]\x 

sera  nécessairement  positif.  Il  en  sera  de  même,  a  fortiori,  de  tout 
produit  de  la  forme 

(3.)  [/'(.2.  +  5A^)-/'(^)]A^, 

0  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Or,  si  par  le  point  (^,  y) 
on  mène  une  tangente  à  la  courbe  proposée,  l'ordonnée  de  cette  tan- 
gente relative  à  l'abscisse       > 

\-=i  X  +  AcT 

sera  [en  vertu  de  l'équation  (8)  de  la  première  Leçon] 

(3pO  y]=z/+/'(^)Ax, 

tandis  que,  pour  la  même  abscisse,  l'ordonnée  de  la  courbe  pourra 
être  \voir\'à  formule  (8)  de  la  septième  Leçon  de  Calcul  différentiel] 
présentée  sous  la  forme 

(33)  / -+- A/ =  j -!-/'(j; -+- 5  Aj?)  A^. 

Donc  la  différence  entre  l'ordonnée  de  la  courbe  et  l'ordonnée  de  la 
tangente,  savoir 

(34)  j_i_/Xj_-/5^ 

sera  l'une  des  valeurs  du  produit  (3i),  et  par  conséquent  une  quan- 
tité positive.  On  prouvera  pareillement  que,  si  la  quantité  (29)  di- 
minue constamment  depuis  la  limite  ^x —-  ~  h  jusqu'à  la  limite 
ùix^-h,  les  produits  (3o),  (3i)  seront  négatifs  entre  ces  limites, 
ainsi  que  la  différence. (34),  et  qu'en  conséquence  l'ordonnée  y -r-A-y 
sera  inférieure  à  celle  de  la  tangente.  Enfin,  si  la  quantité  ('-^9),  à 
l'instant  où  l'on  pose  Ait-  —  o,  cessait  de  croître  pour  diminuer,  ou  de 
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diminuer  pour  croître,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  la  valeur  de 
la  fonction/'(a?)  correspondante  à  la  valeur  donnée  de  x  devenait  un 
maximum  ou  un  minimum,  l'ordonnée  y -i- Ay  de  la  courbe  serait 
inférieure  d'un  côté  du  point  de  contact,  et  supérieure  de  l'autre 
côté,  à  l'ordonnée  de  la  tangente.  Gomme  il  suffît  d'ailleurs,  pour 
décider  si  la  fonction  y'  =if'(^x)  croît  ou  diminue,  de  consulter  le 
signe  de  y,  nous  devons  conclure  qu'entre  deux  valeurs  données  de 
l'abscisse,  l'ordonnée  de  la  courbe  sera  constamment  supérieure  à 
celle  de  la  tangente,  si  dans  l'intervalle  y"  prend  toujours  une  valeur 
positive;  que  l'ordonnée  de  la  courbe  sera  constamment  inférieure  à 
celle  de  la  tangente,  si  la  valeur  de  y"  reste  toujours  négative;  enfin, 
que  la  courbe  et  la  tangente  se  traverseront  mutuellement,  si,  dans  le 
passage  d'un  côté  du  point  de  contact  à  l'autre,  la  valeur  dej"  change 
de  signe.  Dans  ce  dernier  cas,  le  point  {x,y)  de  la  courbe  sera  ce 
qu'on  nomme  un  point  d'inflexion.  Gela  posé,  l'origine  sera  évidem- 
ment un  point  d'inflexion  pour  la  courbe 

(35)  y  =  ^\ 

qui  touche  et  traverse  en  ce  point  l'axe  des  x,  ainsi  que  pour  les 
courbes 

(36)  y  =  x\œ\ 

(Sj)  y  =:  x\{x  %\nx), 

qui  touchent  et  traversent  en  ce  même  point  l'axe  des  y.  De  plus, 
comme  on  tirera  de  l'équation  (5) 

y''='{x\'x){'-^u)' 

la  courbe  représentée  par  l'équation  (5)  aura  évidemment  un  point 
d'inflexion  dont  l'abscisse  x  se  déduira  de  la  formule 

2 
\+    —  —  O, 

\x 


et  sera  équivalente  au  carré  de  - 
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Lorsque  la  fonction  y  et  ses  dérivées  successives  restent  continues 
dans  le  voisinage  d'une  valeur  particulière  de  œ,  cette  valeur  ne  peut 
produire  un  point  d'inflexion,  par  conséquent  un  maximum  ou  un 
minimum  de  y',  qu'en  vérifiant  l'équation 

(38)  y"=o. 

Il  faut  en  outre  que,  parmi  les  quantités 

y"  yl"  ylV 

la  première   de  celles  qui  ne  s'évanouissent  pas  soit  une  dérivée 
d'ordre  pair  de  la  fonction  y. 

On  dit  qu'une  courbe  ou  une  portion  de  courbe  continue  e^ài  con- 
vexe entre  deux  points  donnés,  lorsque  entre  ces  points  elle  ne  peut 
être  rencontrée  plus  de  deux  fois  par  une  même  droite.  Cela  posé,  il 
est  clair  qu'une  courbe  qui  renferme  un  point  d'inflexion  ne  saurait 
être  convexe.  Concevons,  en  effet,  qu'après  avoir  tracé  la  tangente 
qui  passe  par  le  point  d'inflexion,  on  mène  de  ce  point  deux  rayons 
vecteurs  à  deux  points  très  voisins  situés  sur  la  courbe,  l'un  au- 
dessus,  l'autre  au-dessous  de  la  tangente.  Celui  de  ces  rayons  qui 
formera  le  plus  petit  angle  aigu  avec  la  tangente,  ira  évidemment,  si 
on  le  prolonge  en  sens  contraire,  rencontrer  de  nouveau  la  courbe 
proposée.  Donc  la  droite  dont  ce  rayon  vecteur  fait  partie  aura  trois 
points  communs  avec  la  courbe.  On  peut  démontrer  encore  que,  si, 
pour  une  portion  de  courbe  comprise  entre  deux  points  donnés, 
l'ordonnée  y  et  sa  dérivée  y'  sont  deux  fonctions  continues  de  l'ab- 
scisse X,  dont  la  seconde  croisse  ou  décroisse  constamment,  tandis 
que  l'abscisse  augmente,  cette  portion  de  courbe  sera  convexe.  En 
effet,  si  elle  pouvait  être  coupée  par  une  droite  en  trois  points  diffé- 
rents A,  B,  C,  on  pourrait  aussi  mener  deux  tangentes  parallèles  à 
cette  droite  par  deux  points  E,  F  de  la  courbe,  situés  l'un  sur 
l'arc  sous-tendu  par  la  corde  AB,  l'autre  sur  l'arc  sous-tendu  par  la 
corde  BG,  et  par  conséquent  y'  reprendrait  au  point  F  la  même  valeur 
qu'au  point  E,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse  admise.  Ajoutons  que, 

OEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  V.  U 
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dans  cette  hypothèse,  la  courhe  tournera  sa  convexité  du  côté  des 
/négatives  ou  du  côté  des  j  positives,  suivant  que  l'ordonnée  de  la 
courbe  sera  supérieure  ou  inférieure  à  l'ordonnée  de  chaque  tan- 
gente, avant  et  après  le  point  de  contact,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
ternies,  suivant  que  la  valeur  de  y"  sera  positive  ou  négative  entre  les 
deux  points  donnés. 

Il  suit  encore  de  ces  principes  que,  pour  décider  si  une  courbe 
tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité  vers  l'axe  des  x,  en  un  point  pour 
lequel  y  et  y"  obtiennent  des  valeurs  différentes  de  zéro,  il  suffît 
d'examiner  si  ces  valeurs  sont  des  quantités  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires,  c'est-à-dire  si  le  produit 

est  positif  ou  négatif. 

On  iï^tpeUe  points  multiples  ceux  dans  lesquels  viennent  se  rencon- 
trer deux  ou  plusieurs  branches  de  courbes  qui  ne  s'arrêtent  pas 
toutes  à  ces  mêmes  points.  On  peut  nommer  encore  points  multiples 
ceux  auxquels  aboutissent  pour  s'y  arrêter  au  moins  trois  branches 
différentes.  L'origine  est  évidemment  un  point  multiple  pour  chacune 
des  courbes 

(39)  y2__2.2(,_^2)^ 

(4o)  j^r^xHi-^'-). 

En  effet,  la  courbe  (3c))  est  formée  de  deux  branches  représentées 
par  les  équations 

y  =z  —  ^\/i  —  a;-,  y  =z  ôc  \/ 1  —  a;^, 

et  qui  se  croisent  à  l'origine  en  touchant  les  droites 

j  r=  —  ^,        y  =  ^. 

Quant  aux  deux  branches  de  la  courbe  (4o)>  représentées  par  les 
équations 

elles  se  rencontrent  encore  à  l'origine,  mais  elles  ont  en  ce  point 
une  seule  et  même  tangente  qui  coïncide  avec  l'axe  des  x. 
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Si,  après  avoir  tracé  le  cercle 

on  construit  une  courbe  dont  l'ordonnée  y  soit  à  l'abscisse  x  dans  le 
rapport  qui  existe  entre  l'ordonnée  du  cercle,  savoir  ±\jK^  —  x-, 
et  le  rayon  R,  cette  courbe  sera  ce  qu'on  appelle  une  lemniscate ,  et 
son  équation 

comprendra  comme  cas  particulier  la  formule  (Sq).  Cela  posé,  les 
différentes  lemniscates  qu'on  obtiendra  en  faisant  varier  le  rayon  R 
seront  évidemment  des  courbes  semblables  entre  elles,  dont  chacune 
aura  sensiblement  la  même  forme  que  le  signe  co,  et  présentera  un 
point  multiple  coïncidant  avec  l'origine  des  coordonnées. 

L'origine  est  encore  un  point  multiple  où  viennent  s'arrêter  quatre 
branches  de  chacune  des  courbes 

(4^)  (  j  —  .37  arc  lang -;  j  =ix^co%x, 

(43)  /j ^\=x'-cosx, 

\  I  +  e'J 

(44)  {y^  —  x'^)-::=  x'*  sinx, 

(45)  {y-  —  x^  iin^x)-  =  x'*  sin''x  [an'^x. 

Ajoutons  que  les  demi-axes  tangents  aux  quatre  branches  sont  dis- 
tincts les  uns  des  autres  pour  les  courbes  (42)  et  (43),  tandis  qu'ils 
se  réduisent  à  deux  pour  la  courbe  (44)»  et  à  un  seul  pour  la 
courbe  (4^^)-  Ces  demi-axes  coïncident,  pour  les  deux  branches  de 
la  courbe  (42)  situées  du  côté  des  œ  positives,  avec  les  droites 

71  \  /tT 


J-i^  +  M^'      -^^U-M^' 


et  pour  les  deux  branches  de  la  même  courbe  situées  du  côté  des 
X  négatives,  avec  les  droites 
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pour  les  deux  branches  de  la  courbe  (43)  situées  du  côté  des  x  posi- 
tives, avec  les  droites 

et  pour  les  deux  branches  de  la  même  courbe  situées  du  côté  des 
X  négatives,  avec  les  droites 

y  =  o,        j  — 2^; 

pour  les  quatre  branches  de  la  courbe  (44)>  toutes  situées  du  côté 
des  X  positives,  avec  les  droites 

enfin,  pour  les  quatre  branches  de  la  courbe  (45),  avec  le  demi-axe 
des  X  positives. 

Les  points  d'arrêt,  les  points  saillants,  les  points  de  rebroussement 
et  d'inflexion,  les  points  multiples,  etc.,  et  en  général  tous  les  points 
qui  se  trouvent  situés  sur  certaines  courbes,  de  manière  à  off*rir 
quelques  particularités  dignes  de  remarque,  inhérentes  à  la  nature 
de  ces  mêmes  courbes,  et  indépendantes  de  la  position  des  axes  coor- 
donnés, sont  désignés  sous  le  nom  commun  de  points  singuliers.  Ainsi, 
par  exemple,  on  devra  ranger  parmi  les  points  singuliers  d'une  courbe 
ceux  dans  lesquels  la  direction  de  la  tangente  deviendrait  indéter- 
minée. Tel  est,  pour  la  courbe 

(46)  y  =  xim~, 

le  point  qui  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées.  Les  points  sin- 
guliers, et  particulièrement  ceux  que  nous  avons  nommés  points 
d'arrêt  et  points  saillants,  ont  fourni  le  sujet  d'un  xMémoire  assez 
étendu,  présenté  en  1824  à  l'Académie  royale  des  Sciences,  par 
M.  Roche,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
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CINQUIÈME  LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLE  DE  l'aRC  d'uNE  COURBE  PLANE.  ANGLES  FORMÉS  PAR  LA  TANGENTE 
A  CETTE  COURBE  AVEC  LES  DEMI-AXES  DES  COORDONNÉES  POSITIVES.  SLR  LES 
COURBES   PLANES    QUI    SE   COUPENT    OU    SE    TOUCHENT    EN    UN    POINT   DONNÉ. 


Considérons  toujours  une  courbe  plane  représentée  par  une  équa- 
tion entre  deux  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  et  soit  s  l'arc  de 
cette  courbe  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  (x,y).  Si 
l'on  mène  par  ce  dernier  point  une  tangente  à. la  courbe,  l'angle  aigu 
compris  entre  cette  tangente  et  l'axe  des  x  sera  ce  que  nous  avons 
nommé  l'inclinaison  de  la  courbe;  et,  en  désignant  cet  angle  par  t, 
on  trouvera 


(0  ,    sécr  =  /7Ty^=y/i  +  (;g 

Si,  de  plus,  on  trace  une  ordonnée  correspondante  à  l'abscisse  a; -f-Ait% 
les  portions  de  la  courbe  et  de  la  tangente  comprises  entre  le 
point  (^,j)  et  l'ordonnée  dont  il  s'agit,  seront  évidemment  repré- 
sentées par  les  valeurs  numériques  des  deux  expressions 

(2)  As 

et 

(6) =  secTÛJ7, 

COST 

tandis  que  la  portion  d'ordonnée  comprise  entre  la  tangente  et  la 
courbe  sera  équivalente,  au  signe  près  (voir  la  Leçon  précédente). 
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à  un  produit  de  la  forme 

(4)  [f\x-rQ^x)-f'{œ)-\^œ, 

0  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité. 

Supposons  maintenant  le  point  (^x  -f- A^,  j -h  Aj)  assez  rapproché 
du  point  {x,y)  pour  que,  dans  le  passage  de  l'un  à  l'autre,  les  deux 
fonctions  j,  y'  soient  continues,  et  la  dernière  toujours  croissante 
ou  toujours  décroissante.  Dans  le  triangle  curviligne,  formé  par  la 
courbe,  la  tangente  et  l'ordonnée  correspondante  ii  l'abscisse  x  +^x, 
le  deuxième  et  le  troisième  côté  seront  des  portions  de  lignes  droites, 
et  le  premier  une  ligne  convexe.  Donc  chaque  côté  de  ce  triangle 
sera  inférieur  à  la  somme  des  deux  autres,  et  la  différence  entre  les 
deux  premiers  côtés  aura  une  valeur  numérique  inférieure  au  troi- 
sième. Donc  les  valeurs  numériques  des  expressions  (2)  et  (3)  diffé- 
reront d'une  quantité  plus  petite  que  la  valeur  numérique  de  l'ex- 
pression (4),  et,  en  divisant  ces  trois  expressions  par  Aa?,  on  devra 
conclure  que  la  différence  entre  dr  -r-^  et  sécT,  savoir 

/-s  ■  ,    A.s  , 

(.)  =^Â^-^«^^' 

a  une  valeur  numérique  plus  petite  que  celle  de  l'expression 

(6)  f\œ-^-Q^x)-f\x). 

D'ailleurs,  si  l'on  fait  converger  ù^x  vers  la  limite  zéro ^  l'expres- 
sion (6)  convergera  évidemment  vers  la  même  limite.  On  pourra 
donc  en  dire  autant  de  l'expression  (5).  Or,  en  égalant  à  zéro  la 
limite  de  cette  dernière,  on  trouvera 

(7)  ±  -7 secr  =  0 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(8).  dsz=:±'s,QC,Z  clxzi:z±\Jl+  y'^  dx. 
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et  par  suite 

(9)  ds^-—{i+y"-)dx''=dx^-'^dy\ 

Il  est  bon  d'observer  que  dans  la  formule  (5),  et  par  conséquent 
aussi  dans  les  équations  (7)  et  (8),  on  doit  réduire  le  signe  ±  au 
signe  H-,  lorsque  l'arc  s  croit  avec  l'abscisse  x,  et  au  signe  —  dans 
le  cas  contraire.  De  plus,  on  tirera  des  équations  (7)  et  (9) 

(  .'^'27  .  ,dy 

lcosr  =  ±"7-)  sinr      z=i±-^-, 

\  ds  ds 

(10)  { 

\     r  ,    ds  ,  ,    ds 

fsecT=±-r-?  COSeCT  =:  it -^• 

l  dx  dy 

En  substituant  les  valeurs  précédentes  de  sécT  et  de  cosécT  dans  les 
expressions  (7)  de  la  seconde  Leçon,  on  reconnaîtra  que  les  lon- 
gueurs désignées  sous  les  noms  de  normale  et  de  tangente  peuvent 
être  présentées  sous  la  forme 

TVT       ,      ds  m       ,      ds 

La  corde  qui  sous-tend  l'arc  ±  ^s  compris  entre  les  points  (^,r) 
et  (o^  H- A^,j -f- Aj)  a  évidemment  pour  mesure  le  radical 

(12)  v^A^-  -h  Aj^ . 

En  conséquence,  le  rapport  de  l'arc  à  sa  corde  sera 

±  As 

(i3)  --=.- 

sj  ^x'^  -h  Aj2 

Or,  la  formule  (9)  entraîne  l'équation 

±ds        __ 
^dx-'+dy^  ~'' 

dont  le  premier  membre  (en  vertu  du  principe  établi  à  la  page  3o  du 
Calcul  différentiel)  (')  est  précisément  la  limite  de  l'expression  (i3). 
Ainsi,  lorsqu'un  arc  de  courbe  plane  devient  infiniment  petit,  le  rapport 
de  cet  arc  à  sa  corde  devient  égal  à  l'unité. 

(1)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  11,  T.  IV. 
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Désignons  à  présent  par  a  et  h  les  angles  que  la^corde  ou  sécante 
menée  dupoint  (a^,  y)  au  point  (£C4- Aa^,  y -^-Aj)  forme  avec  les  demi- 
axes  des  X  et  j  positives,  chacun  de  ces  angles  étant  supposé  compris 
entre  zéro  et  200*'.  Soient  de  plus  a,  p  les  limites  vers  lesquelles  con- 
vergent les  angles  a,  h,  tandis  que  le  point  {x  +  Aa?,  j  -+-  Aj)  se  rap- 
proche indéfiniment  du  point  (^x,y),  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes, 
les  angles  formés  par  la  tangente  prolongée  dans  le  même  sens  que  la 
corde  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  Les  formules  (4) 
des  Préliminaires  donneront 


(i5)  cosa  r= 


A^                         ,  Ay 

;os6  =    -1^= 


et  l'on  en  conclura,  en  passant  aux  limites, 

(16)  cos  a  =  — ,  COSp  — 


\Jdx-  H-  dy^  \[dx-  +  dy"- 


Si  dans  les  équations  (16)  on  substitue  au  radical  sjdx'-^dy^  sa 

valeur  tirée  de  l'équation  (i4).  on  obtiendra  l'un  des  deux  systèmes 

de  formules 

,     .  dx  ^  dv 

(17)  cosa=      — ,  cosp==      -i-5 

ds  '  ds 

I  ON  ''^■^  n       ^y 

(10)  C0S3(=: .-)  COSpr= --• 

ds  ^         .     ds 

Le  premier  système  devra  être  adopté,  si  la  tangente  à  la  courbe  a 
été  prolongée  dans  le  même  sens  que  l'arc  ^,  et  le  second  système,  si 

la  tangente  a  été  prolongée  en  sens  inverse.  En  effet,  le  rapport  -%-> 

étant  la  limite  de  ,r-j  sera  positif  si  l'arc  s  croît  avec  x  ou,  en  d'autres 

termes,  si  la  tangente,  prolongée  dans  le  même  sens  que  l'arc,  forme 
avec  le  demi-axe  des  x  positives  un  angle  aigu  et,  par  conséquent, 
un  angle  dont  le  cosinus  soit  positif.  Si  cet  angle  devient  obtus,  son 

dx 

cosinus  et  le  rapport  -,-  deviendront  en  même  temps  négatifs.  Donc 
les  formules  (17)  ou  (18)  devront  être  préférées  suivant  que  l'on 


^-?- a-^>  P-I 
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désignera  par  a  l'angle  dont  il  s'agit  ou  le  supplément  de  cet  angle, 
c'est-à-dire  suivant  que  la  tangente  à  la  courbe  aura  été  prolongée 
dans  le  sens  de  l'arc  s  ou  en  sens  inverse. 

Les  angles  que  nous  avons  représentés  par  a  et  (i  sont  évidemment 
égaux,  le  premier  à  l'angle  t  qui  mesure  l'inclinaison  de  la  courbe  ou 
au  supplément  de  l'angle  t,  c'est-à-dire  à  ti  —  t,  le  second  à  l'un  des 
angles  -  —  t,  ^  4-  t,  qui  sont  encore  suppléments  l'un  de  l'autre.  On 
aura  donc 

('9) 

et,  par  suite, 

(20)  cosa  3r:±:  cosT,         cos(3  =  ±sin-. 

Si  de  ces  dernières  formules  on  élimine  cost  et  siuT  à  l'aide  des 
équations  (10),  on  retrouvera  les  deux  valeurs  de  cosa  et  les  deux 
valeurs  de  cos^  fournies  par  les  équations  (17)  et  (18).  Seulement, 
le  calcul  n'indiquera  pas  comment  ces  valeurs  devront  être  combi- 
nées entre  elles. 

Considérons  maintenant  deux  courbes  planes  tracées  dans  le  plan 
des  X,  y.  Soient  x,  y  les  coordonnées  de  la  première  courbe  et  s  l'arc 
de  cette  courbe  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  (x,y). 
Soient  de  même^,  y]  les  coordonnées  de  la  seconde  courbe  et  ç  l'arc 
de  cette  seconde  courbe  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mo- 
bile (^,  ïj).  On  trouvera 

(21)  ds- ^=.  dx"' +  dy- ,         dçr  ^=z  dt} -v- df\- . 

De  plus,  si  les  tangentes  menées  à  la  première  courbe  par  le  point  (^,r) 
et  à  la  seconde  courbe  par  le  point  (L  yj)  sont  prolongées  dans  les 
mêmes  sens  que  les  arcs  s  et  ç,  elles  formeront  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  des  angles  dont  les  cosinus  seront  respective- 
ment égaux,  pour  la  première  tangente,  à 

dx       dy 
ds        ds 
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et,  pour  la  seconde  tangente,  à 

de.        df] 
dç        dg 

Par  suite,  si  l'on  nomme  o  l'angle  que  les  deux  tangentes  forment 
entre  elles,  on  aura  [en  vertu  de  la  formule  (3o)  des  Préliminaires] 

^_  dx  d'i        dy  dri   _  dx  dc-\~  dy  dr\ 
ds  dç        ds  dç  ds  dç 

Les  deux  tangentes  deviendront  parallèles  lorsqu'on  aura 

(23) 

ou  bien 

Il  faut  observer,  d'ailleurs,  que  les  formules  (23)  et  {'2\)  peuvent  être 
remplacées  par  la  seule  équation 

,    ->  dl  _  drt 

dx        dy 

de  laquelle  on  déduit 

dl  _dr\  _  ^  ^dl^+drC-  _,dç 


di 

dx 

dn 

dv 

dç 

ds 

d^ 

"  -dV 

d'i 
dç- 

dx 
ds' 

df] 
dî 

^_dy 
ds 

dJC        dy  s^ldx'-+  dy- 


ds 


Ajoutons  que  les  deux  tangentes  comprendront  entre  elles  un  angle 
droit  si  l'on  a  coso  =  o  et,  par  conséquent, 

(  20  )  dx  di  +  dy  dn  —-.  o. 

.    Si  dans  la  formule  (22)  on  substitue  pour  ds  et  de,  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (21),  on  obtiendra  la  suivante 

,      ,  >        .  dx  dl^  dy  df] 

(27)  cos<5  =  ±-  ^ 


s/dx-  -h  dy"-  \Jdi^-  -h  d-fi- 

J.orsque,  dans  cette  dernière,  on  ne  détermine  pas  le  signe  du  second 
membre,  elle  fournit  deux  valeurs  de  ^  renfermées  entre,  zéro  et  t:. 
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qui  représenfent  l'angle  aigu  ot  l'angle  obtus  compris  entre  les  deux 
tangentes  prolongées  incléfininrient  de  part  et  d'autre  des  points  (x,  y) 
et(^,-0. 

Lorsque  les  deux  courbes  se  rencontrent  en  un  môme  point,  elles 
sont  censées  former  entre  elles  les  mêmes  angles  que  les  tangentes 
megées  par  le  point  dont  il  s'agit.  Alors  on  a  pour  le  point  de  ren- 
contre 

(28)  l/—^,  -nr-y, 

et  les  angles  que  les  deux  courbes  (brment  entre  elles  ont  évidemment 
pour  mesure  les  valeurs  de  0,  renfermées  entre  zéro  et  tc,  qui  vérifient 
l'équation  (27). 

On  dit  que  deux  courbes  sont  normales  Tune  à  autre  lorsqu'elles 
se  coupent  à  angles  droits,  et  qu'elles  sont  tangentes  entre  elles  ou 
qu'elles  se  touchent  lorsqu'elles  ont,  en  un  point  qui  leur  est  commun, 
une  tangente  commune,  c'est-à-dire  lorsque  l'angle  aigu  compris  entre 
les  deux  courbes  s'évanouit.  Dans  le  second  cas,  l'équation  (25),  ou 

.      ^  dri  dy 

di        dx 

est  vérifiée  pour  le  point  de  contact.  Dans  le  premier  cas,  l'équa- 
tion (26),  ou 

'  d'c  djL' 

est  vérifiée  pour  le  point  d'intersection. 

Il  est  essentiel  d'observer  que,  dans  les  diverses  formules  ci-dessus 
établies,  les  différentielles  disparaîtront  toutes  en  même  temps  quand 
on  aura  éliminé  ds,  dç,  dy  et  d-q  à  l'aide  des  équations  (21)  réunies  aux 
équations  différentielles  des  courbes  proposées.  Les  calculs  devien- 
dront plus  simples  si  les  équations  finies  des  deux  courbes  se  pré- 
sentent sous  la  forme   • 

(3i)  v=/(x),        ■n=::F(0. 

Alors,  en  vertu  des  formules  (28)  et  (29),  les  deux  courbes  auront  un 
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point  commun  correspondant  à  l'abscisse  x  si  cette  abscisse  véritie 
l'équation 

(32)  /{x)  =  ¥{.x) 

et  elles  se  toucheront  au  même  point  si  l'on  a  de  plus 

(33)  /'(^)=.F'(a.).  • 

Au  contraire  elles  deviendront  normal.es  l'une  à  l'autre  si  l'on  a  pour 
le  point  commun 

(34)  I+/'(,;c)F'(^)--3:o. 

Si  l'on  représentait  les  équations  finies  des  deux  courbes  par 

(35)  f{j:,Y)=o,  F(ï,  Y))  =  0, 

et  leurs  équations  différentielles  par 

(36)  9(^,r)i/^  +  x(-^,  j)^J  =  o,        <!>{œ,y)dx-^\{x,y)dj--.o, 
on  trouverait,  à  la  place  de  la  formule  (33), 

-  ?(.a?,.v)  _  0(.a7,  r) 

et,  à  la  place  de  la  formule  (34), 

(38)  9(j?,7)0(^,j')  -^Z(^./)X(.r,j)  =  o. 

On  peut,  sans  inconvénient,  substituer,  dans  la  seconde  des  équa- 
tions (3i)  ou  (35),  les  lettres  œ,  y  aux  lettres  i,  y]  et  supposer,  par 
exemple,  que  les  deux  courbes  soient  représentées  par  les  deux  équa- 
tions 

(39)  y^f{^),      y  =  F(x). 

Alors,  pour  que  les  deux  courbes  se  touchent  au  point  dont  l'abscisse 
est  X,  il  suffira,  en  vertu  des  formules  (32)  et  (33),  que  les  valeurs 
de  y  et  de  y'  correspondantes  à  ce  point  restent  les  mêmes  dans  le 
passage  de  la  première  à  la  seconde  courbe.  Au  reste,  cette  propo- 
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sition  est  évidente.  Car,  si  les  conditions  qu'on  vient  d'énoncer  sont 
remplies,  il  est  clair  que,  pour  l'abscisse  x,  les  deux  courbes  auront 
non  seulement  la  même  ordonnée,  mais  encore  la  même  tangente. 

Exemples.  —  Les  deux  paraboles  du  deuxième  et  du  troisième  degré 
représentées  par  les  équations 

(40)  /  =  ^S       j»-  — ^' 

se  touchent  à  l'origine  et  ont  en  ce  point  l'axe  des  x  pour  tangente 
commune,  attendu  que  les  deux  équations 

(41)  a;-^=cc^         et         2^rr3^^ 

sont  vérifiées  l'une  et  l'autre  par  la  valeur  x  —  o  k  laquelle  répondent 
des  valeurs  nulles  de  l'ordonnée  y  et  de  sa  dérivée  y'. 

L'origine  est  encore  un  point  de  contact  pour  les  deux  courbes 

4  5  • 

(42)-  y=z:^^,  y  zr:  x'* 

dont  la  tangente  commune  coïncide  avec  l'axe  des  x,  et  pour  les  deux 
courbes 

(43)  y  =  x\         y  =  x~' 

dont  la  tangente  commune  se  confond  avec  l'axe  des  y. 

On  nomme  en  général  parabole  du  degré  a  ou  -  une  courbe  dont 

l'équation  en  coordonnées  rectangulaires  peut  être  présentée  sous  la 
forme 

(44)  y  =  Aoc'^  OU  ^' —  I — 

a  désignant  une  constante  positive.  Cela  posé,  il  est  clair  que  les 
paraboles 

(  45  )  y  =  A  .r«,         y  —  B  x'' 

se  toucheront  à  l'origine  si  les  quantités  a,  b  sont  toutes  deux  supé- 
rieures ou  toutes  deux  inférieures  à  l'unité,  et  qu'elles  auront  pour 
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tangente  commune,  dans  le  premier  cas,  l'axe  des  or,  dans  le  second 
cas,  l'axe  des  y. 

Nous  terminerons  cette  Leçon  en  établissant  un  théorème  qui  est 
fort  utile  dans  la  théorie  des  contacts  des  courbes  planes  et  que  l'on 
peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème.  —  Elant  données  deux  courbes  planes  qui  se  touchent,  si, 
à  partir  du  point  de  contact,  on  porte  sur  ces  courbes  prolongées  dans  le 
même  sens  des  longueurs  égales,  mais  très  petites,  la  droite  qui  joindra 
les  extrémités  de  ces  longueurs  sera  sensiblement  parallèle  à  la  normale 
commune  aux  deux  courbes. 

Démonstration.  —  Supposons  que  les  longueurs  égales,  portées  sur 
la  première  et  la  seconde  courbe  à  partir  du  point  de  contact,  abou- 
tissent, d'une  part  au  point  {x,  y),  de  l'autre  au  point  (^,  Tj).  Soient, 
de  plus,  s  et  ç  les  arcs  renfermés  :  i"  entre  un  point  fixe  de  la  pre- 
mière courbe  et  le  point  {x,  y);  2°  entre  un  point  fixe  de  la  seconde 
courbe  et  le  point  (^,  ■/]).  Tandis  que  les  coordonnées  x,  y;  ç,  y]  varie- 
ront simultanément,  la  différence 

Ç  —  .Ç 

restera  invariable  et  l'on  aura  en  conséquence  q  ■:=z  s  ■^-  const., 
(46)  dq-ds. 

Soient  d'ailleurs  a,  ^  les  angles  que  forme  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  la  tangente  commune  aux  deux  courbes,  pro- 
longée dans  le  même  sens  que  les  arcs  .y  et  ç;  «  la  longueur  de  la 
droite  menée  du  point  (ç,  "/;)  au  point  (.r,j);  enfin  A,  a  les  angles 
que  forme  cette  droite  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives. 
On  trouvera 

,  .    ,  dx        d\  dy        dr\ 

ds         dç,  ^         ds         dç 


(48)  «=:^/(^__|)^+(^.__-^)-:, 

^  £  V  — 

(49)  cos>.  — -■)  cosjl;.  =  =^— 
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et  l'on  tirera  des  formules  (21)  réunies  à  l'équation  (46) 

dx"-  +  dy'^  =  dç  -\-  dn - 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

( 5o  )  (^(Ix  -i-  de)  { dx  —  dl)  ^-  { dy  -i-  dt]  )  ( dy  —  d-f\  )  ■—  o. 

Or  les  équations  (47)  donneront 

,  -    ,  dx  +  de,        dy  -\-  d-n  ,         _, 

(31)  =  ~ -„ —  =::  ds  ^-  dq  =  2  ds. 

cosa  cosj3 

De  plus,  en  faisant  converger  A  vers  la  limite  zéro,  dans  la  formule  (3) 
de  l'Addition  placée  à  la  suite  des  Leçons  de  Calcul  infinitésimal  C),  on 
en  conclut  que,  dans  le  voisinage  d'une  valeur  particulière  de  x  qui  fait 
évanouir  deux  fonctions  données,  le  rapport  entre  ces  fonctions  diffère 
très  peu  du  rapport  entre  leurs  dérivées  et,  par  conséquent,  du  rapport 
entre  leurs  différentielles,  quand  même  ces  différentielles  et  ces  dérivées 
s  évanouiraient  à  leur  tour  pour  la  valeur  particulière  dont  il  s'agit.  En 
appliquant  ce  principe  aux  seconds  membres  des  équations  (49)»  on 
reconnaîtra  que  les  quantités  cosX,  coso,  peuvent  être  déterminées 
approximativement  par  les  formules 

,  ^    ,  ^        dx  —  d'r  dr\  —  dy 

(02)  COSÀ=:i: ~i  COS/Jt , — -• 

On  aura  donc  à  très  peu  près 

, .  o  X  <^^  —  <^i        dy  —  dn         , 

(00)  -.. — '  HZ   — ■■ =  «H. 

cosA  cos/z 

Cette  dernière  équation  sera  d'autant  plus  exacte  que  les  points  (x,  y) 
et  (H.  7])  se  trouveront  plus  rapprochés  du  point  de  contact  des  deux 
courbes.  Si  maintenant  on  remplace,  dans  la  formule  (5o  ),  les  diffé- 
rences 

dx  H-  dt,         dy  +  df] 

par  les  quantités  cosa,  cos[3  qui  sont  entre  elles  dans  le  même  rap- 
port, et  les  différences 

dx  —  dt,         dy  —  dr\ 

(')  OE livres  de  Cauc/iy,  S.  II,  T.  IV,  p.  M'i. 
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par  des  quantités  proportionnelles  à  ces  différences,  savoir  cosX  et 
cosuL,  on  trouvera  définitivement 

(54)  ,  cosa  cos>.  +  cos[3  cos/JL  =:=  o. 

Donc  la  droite  menée  du  point  (^,  y])  au  point  (^,  r)  sera  sensible- 
ment perpendiculaire  à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  sensiblement  parallèle  à  la  normale  com- 
mune. 
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SIXIÈME  LEÇON. 


DE  LA  COURBURE  d'uNE  COURBE  PLANE  EN  UN  POINT  DONNÉ.  RAYON  DE  COURBURE, 
CENTRE  DE  COURBURE  ET  CERCLE  OSCULATEUR. 


Soit  R  le  rayon  d'un  cercle  qui  touche  une  droite  en  un  point 
donné.  Si  l'on  fait  croître  indéfiniment  le  rayon  R,  la  portion  de  la 
circonférence  qui  avoisine  le  point  de  contact  s'approchera  sans 
cesse  de  la  droite  dont  il  s'agit  et  se  confondra  sensiblement  avec 
cette  droite  lorsque  le  rapport  ^  différera  très  peu  de  zéro.  Au  con- 
traire, la  circonférence  se  courbera  de  plus  en  plus  si,  le  rayon  R 
venant  à  diminuer,  le  rapport  ^  devient  de  plus  en  plus  grand.  En 

conséquence,  il  est  naturel  de  prendre  ce  rapport  pour  la  mesure  de 
ce  qu'on  peut  appeler  la  courbure  du  cercle.  Soient  d'ailleurs  x,  y  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  circonférence,  i  l'inclinaison 
en  ce  point,  ^  l'arc  renfermé  entre  un  point  fixe  et  le  point  (a?,  j);  enfin 
Aa7,  Ar,  At,  A^  les  accroissements  que  prennent  ces  diverses  variables 
quand  on  passe  du  point  {x,y)  à  un  second  point  assez  rapproché 
pour  que  l'inclinaison  croisse  ou  décroisse  toujours  dans  l'intervalle. 
L'arc  renfermé  entre  les  deux  derniers  points  sera  précisément  ±  à,s, 
et  l'angle  compris  entre  les  rayons  qui  aboutissent  aux  extrémités  de 
cet  arc  sera  égal  à  l'angle  ±  At  compris  entre  les  tangentes  extrêmes. 
Cela  posé,  on  aura  évidemment 

±:  A5  =:  ±  R  At 


et,  par  suite,  on  trouvera  pour  la  courbure  du  cercle 

(Il  —  z=:  -t-  . 

^  '  R      "  Ai 

OEuurcs  de  C.  —   S.  II,  t.  V.  l3 
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Concevons  maintenant  que  l'on  désigne  par  x,  y;  x  -h  Ax,  y  -+-  Ay 
les  coordonnées  de  deux  points  situés,  non  plus  sur  une  circonfé- 
rence de  cercle,  mais  sur  une  courbe  quelconque,  et  assez  rappro- 
chés l'un  de  l'autre  pour  que  l'inclinaison  t  croisse  ou  décroisse 
d'une  manière  continue  entre  les  extrémités  de  l'arc  ±  A^.  Le  rapport 

às 

variera  en  général  avec  l'arc  ±  As  et  sera  ce  que  nous  appellerons  la 
courbure  moyenne  de  cet  arc.  De  plus,  si  le  point  (x  -h  Ax,  y  +  Ay) 
vient  à  se  rapprocher  indéfiniment  du  point  (x,  y),  les  deux  quantités 
i±:  A^,  ±  At  convergeront  simultanément  vers  la  limite  zéro.  Mais  la 
limite  vers  laquelle  convergera  leur  rapport,  savoir 

(^)  -S' 

sera  en  général  une  quantité  finie,  que  nous  nommerons  la  courhuie 
de  la  courbe  au  point  {x,  y). 

L'angle  d=  At  compris  entre  les  tangentes  extrêmes  de  l'arc  ±  A^ 
est  ce  qu'on  appelle  ordinairement  V angle  de  contingence. 

Lorsque  l'arc  ±  As  est  très  petit,  sa  corde  est  sensiblement  perpen- 
diculaire aux  deux  normales  menées  à  la  courbe  que  l'on  considère 
par  les  points  {x,  y),  {x  +  Ax,  y  4-  Aj)  ;  et  la  distance  du  point  {x,  y) 
au  point  de  rencontre  des  deux  normales  est  sensiblement  équivalente 
au  rayon  d'un  cercle  qui  aurait  la  même  courbure  que  la  courbe.  En 
effet,  soient  r  cette  distance  et  p  la  limite  dont  elle  s'approche  indé- 
finiment. Dans  le  triangle  formé  parles  deux  normales  et  la  corde  de 
l'arc  àz.  As,  l'angle  opposé  à  cette  corde  sera  évidemment  égal  à  l'angle 
de  contingence  ±  At,  tandis  que  l'angle  opposé  au  côté  r  différera 
très  peu  d'un  angle  droit.  Donc,  si  l'on  désigne  par  £  un  nombre  infi- 
niment petit,  on  aura 

sin  (  -  d=£  )  •    ,  ,    A   \ 

\2        /  _   sin(±  At) 

'■  ""  \jAx^  +  Âp 
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On  en  conclura,  en  passant  aux  limites, 


I 

-4- 

dx 

p 

\jdx-  H-  d'y- 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 

(4) 

I 
P     " 

ds 

Or,  il  résulte  évidemment  de  la  formule  (4)  que  p  exprime  le  rayon 

d'^ 

du  cercle  dont  la  ccfurbure  est  égale  à  =^  ;^-  Ce  rayon,  porté  a  partir 
du  point  (^,  j)  sur  la  normale  qui  renferme  ce  point,  est  ce  qu'on 
nomme  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  proposée,  relatif  au  point 
dont  il  s'agit,  et  l'on  appelle  centre  de  courbure  celle  des  extrémités  du 
rayon  de  courbure  que  l'on  peut  considérer  comme  le  point  de  ren- 
contre de  deux  normales  infiniment  voisines.  Le  cercle  qui  a  ce  der- 
nier point  pour  centre  et  le  rayon  de  courbure  pour  rayon  se  nomme 
cercle  de  courbure  ou  cercle  osculateur.  Il  touche  évidemment  la  courbe 
donnée,  a  la  même  courbure  qu'elle  et  tourne  sa  concavité  du  môme 
côté. 

La  courbure  et  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  peuvent  être 
présentés  sous  diverses  formes  qu'il  est  bon  de  connaître  et  que 
nous  allons  indiquer. 

Si  l'on  prend  a;  pour  variable  indépendante,  on  aura  (première  et 
cinquième  Leçons) 

y" 

tangr  =  ih/',         t  ==n  arc  tang/,         rfr  =  ±1  — j— 7^^/^, 
ds  =:i±^i  -\- y''^  dx, 

et  par  suite  l'équation  (4)  donnera 


i        .  Y  ,       r 

(5) 


P  (1+/^)^ 


seCT 


A  l'inspection  de  cette  dernière  formule,  on  reconnaît  immédiatement 
que  la  courbure  devient  nulle  et  le  rayon  de  courbure  infini  toutes 
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les  fois  que  y  se  réduit  à  zéro.  Alors  le  cercle  osculateur  se  trans- 
forme en  une  droite  et  se  confond  avec  la  tangente.  C'est  ce  qui  a 
lieu,  par  exemple,  pour  le  point  d'inflexion  de  la  courbe  y  =  x^  et, 
en  général,  pour  tous  les  points  d'inflexion  dans  le  voisinage  desquels 
les  fonctions  j'  et  y"  restent  continues  par  rapport  à  x.  Si,  pour  un 
certain  point,  la  valeur  de  y"  devenait  infinie,  sans  que  la  tangente 
fût  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  la  courbure  serait  elle-même  infinie 
et  le  rayon  de  courbure  s'évanouirait.  Enfin,  si  les  quantités  y,  y 
devenaient  toutes  deux  infinies,  la  fraction 


(i+yr 


se  présenterait  sous  une  forme  indéterminée.  Mais  on  pourrait  fixer 
la  véritable  valeur  de  cette  fraction  à  l'aide  des  principes  établis  dans 
le  Calcul  différentiel. 

Quelquefois,  tandis  que  l'abscisse  x  varie  d'une  manière  continue, 
le  rayon  de  courbure  change  brusquement  de  valeur.  Cette  circon- 
stance peut  se  présenter,  non  seulement  dans  les  points  des  courbes 
que  nous  avons  nommés  points  saillants,  lorsque  la  fonction  y'  devient 
discontinue  en  changeant  brusquement  de  valeur,  mais  encore  dans 
le  cas  où,  la  fonction  y'  restant  continue,  la  fonction  y"  offre  des 
solutions  de  continuité.  Par  exemple,  elle  a  lieu  dans  chacune  des 
courbes 

(6)  7  =  -^  (i4-arctang- 

(7)  •  j  =:  ^^  (  1 -f- arclang- 

pour  le  point  qui  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées,  lequel  est 
tout  à  la  fois  un  point  saillant  de  la  première  courbe  et  un  point  de 
contact  de  la  seconde  avec  l'axe  des  x.  En  effet,  on  reconnaîtra  sans 
peine,  à  l'aide  de  la  formule  (5),  que,  au  moment  où  la  variable  x  s'éva- 
nouit pour  changer  de  signe,  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  (6) 
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a  la  valeur  - 

2 

[(?-)'-] 

3. 

\  et 

à  la  vale 

T.  —  2 

I 

71  +  2 

passe  de  la  valeur  -    ( i 

celui  de  la  courbe  (7),  de  la  valeur 

Lorsque,  dans  la  formule  (5),  on  substitue  à  sécz  =  \/ 1 -+- y'^  le 
rapport  entre  la  normale  N  et  la  valeur  numérique  de  l'ordonnée  y 
[roi>  l'équation  (5)  de  la  deuxième  Leçon],  on  trouve 


(8) 

et  l'on  en  conclut 

(9) 


On  détermine  facilement,  à  l'aide  de  l'équation  (9),  les  rayons  de 
courbure  de  plusieurs  courbes,  ainsi  que  nous  allons  le  faire  voir. 

Exemple  I.  —  Concevons  que,  la  constante/?  étant  positive,  on  con- 
sidère la  courbe  représentée  par  l'équ-ation 


(10) 


_y2— ;  -^px  H-  q X- 


Cette  courbe  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole,  suivant 
que  la  quantité  q  sera  négative,  nulle  ou  positive.  De  plus,  on  recon- 
naîtra sans  peine  :  i"  que  l'axe  des  £c  coïncide  avec  un  axe  de  la 
courbe  et  l'origine  avec  une  extrémité  de  cet  axe;  1^  que,  dans  le 
cas  où  la  constante  q  surpasse  la  quantité  —ï,p  représente  le  para- 
mètre, c'est-à-dire  l'ordonnée  élevée  par  un  foyer  de  la  courbe.  Or,  si 
l'on  difPérentie  l'équation  (10),  on  en  tirera 

yy'  —  p^qX 

et,  par  suite, 

■■p^--{- ipqx  +  q'^x'^z=  p-+ qy"^,  7'^  = 

puis,  en  différentiant  de  nouveau  et  divisant  par  ly' , 


fy'^- 


r 


y 


r 


y' y"- 
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(À^la  posé,  l'équation  (9)  donnera 

N^ 

iViiisi,  dans  la  courbe  (ro),  le  rayon  de  courbure  est  égal  au  cube  de 
la  normale  divisé  par  le.  carré  de  la  longueur/?.  Si  l'on  remet  pour  N 
sa  valeur 

la  formule  (9)  deviendra 

1  -       3  ■ 


(12)  p 


P-  P^ 

Enfin,  si  la  courbe  proposée  se  réduit  à  la  parabole 
(i3)  .  f-—2px, 

on  aura  simplement 

Lorsque,  dans  les  formules  (10)  et  (12),  on  pose  ^  =  o,  on  en  tire 

J=rO,  p=p. 

La  môme  remarque  est  applicable  aux  équations  (i3)  et  (i4)-  On  peut 
en  conclure  que,  dans  la  parabole,  dans  l'ellipse  et  dans  l'hyperbole, 
le  rayon  de  courbure  correspondant  au  sommet,  à  une  extrémité  du 
grand  axe  ou  à  une  extrémité  de  l'axe  réel,  est  équivalent  au  para- 
mètre. 

Exemple  IL  —  Considérons  l'ellipse  ou  l'hyperbole  dont  a  et  h  sont 
les  deux  axes  et  dont  l'équation  est 

(•5)  ~±^,.=  :hi. 

a-         b- 
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En  opérant  comme  dans  le  premier  exemple  on  trouvera 

x  _^  yy' 

(l6)  p: 


a 

puis,  en  remettant  pour  N  sa  valeur  tirée  des  formules  (12)  de  la 
seconde  Leçon, 

(17)  P  = 


a6  «6 

Si  l'on  considère  en  particulier  l'ellipse 

(.8)  ^  +  iî='. 

on  trouvera,  pour  le  rayon  de  courbure  à  l'extrémité  de  l'axe  ia, 

—  È! 

'         a 

et,  pour  le  rayon  de  courbure  ii  l'extrémité  de  l'axe  o.h, 

a"-   ■ 

Alors,  si  ia  représente  le  grand  axe,  —  sera  le  paramètre  désigné 
dans  le  premier  exemple  par  la  constante/?. 

Exemple  III.  —  Considérons  la  cycloïde  dans  laquelle  l'ordonnée  j 
et  sa  dérivée  y' sont  déterminées  par  les  formules  (23)  et  (23)  de  la 
seconde  Leçon.  On  tirera  de  la  formule  (23) 

,2  2R 

y  — — ■  — •, 
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puis,  en  différentiant  et  divisant  par  2j', 

et,  par  suite, 

N3 

('9)  p;-=r^^='^^' 

Ainsi,  dans  la  cycloïde,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la  normale 
lorsqu'on  prend  la  base  pour  axe  des  x.  Par  conséquent  le  rayon  de 
courbure  s'évanouit  avec  la  normale  et  la  courbure  est  infinie  dans 
tous  les  points  où  la  cycloïde  rencontre  la  base,  c'est-à-dire  dans  tous 
les  points  de  rebroussement,  tandis  que,  dans  les  points  les  plus  éloi- 
gnés de  la  base,  le  rayon  de  courbure  devient  égal  au  double  du  dia- 
mètre du  cercle  générateur. 

Concevons  maintenant  que  l'on  cesse  de  prendre  l'abscisse  x  pour 
variable  indépendante.  On  trouvera 

,    dv  ,  dy  ,         ,    dx  d'^Y  —  dy  d^x 

1 

et  la  formule  (4)  donnera 

I         ,    dx  d^  Y  —  dy  d'^x         ,    dx  d^y  —  dy  d'^  x 

(20)  -  =±: ^ "^ =:  ±: 

0  ^  ■  ds^ 

P  {dx'--hdy-y 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  considère  l'arc  s  comme  variable  indé- 
pendante, oji  peut  transformer  le  second  membre  de  la  formule  (20) 
de  manière  qu'il  renferme  seulement  les  dérivées  du  second  ordre  des 
coordonnées  x  et  y  par  rapport  à  s.  En  effet,  si  l'on  différentie  l'équa- 
tion 

dx'- -+- dy^  =  ds\ 

en  regardant  ds  comme  une  quantité  constante,  on  aura 

(21)  dx  d'^  X -\- dy  d^  y  ■=.  o , 
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et  l'on  en  conclura  {voir  V Analyse  algébrique,  Note  II) 

d'^y  __  —  (Px  _  dx  d}  y  —  dy  d"- X  _       {{d""  x)"- -\- {d'' y^Y 
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dx  dy  dx'^  -+-  dy'^ 

puis,  en  écrivant  ds"^  au  lieu  de  dx^  -4-  dy-, 

dx  d^y  —  dy  d'-x  __  ^  [{d'-xf  +  (^-j)-] 


{dx^+dy^y 


ds'^  ds 

Cela  posé,  on  tirera  de  la  formule  (20) 


(22) 


p        '  ds^ 


d'^x 
ds^ 


(cil 
\ds'' 


x4joutons  que,  si,  à  partir  du  point  (x,y),  on  porte  sur  la  courbe 
donnée  et  sur  sa  tangente,  prolongées  dans  le  même  sens  que  l'arc  .v, 
des  longueurs,  égales  et  infiniment  petites  représentées  par  i,  on  trou- 
vera, pour  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  la  seconde  longueur. 


dx 
ds 


ciy 

ds 


et,  pour  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  la  première, 

.dy        P  [ d^y 


.  dx        i^  f  d^x       ^  , 


ds 


2  V  ds^ 


y  +  i 


ds 


.[jâ-^'^' 


I,  J  désignant  des  quantités  infiniment  petites.  Donc,  si  Ton  nomme  « 
la  distance  entre  les  extrémités  de  ces  deux  longueurs,  on  aura 


f[(s^-'y-(s-^)7 


et,  par  suite, 

(23) 


De  cette  dernière  formule,  combinée  avec  l'équation  (22),  on  tire 


(24) 


lim 


28 


En  conséquence,  pour  obtenir  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  en  un 
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point  donné,  il  suffit  de  porter  sur  cette  courbe  et  sur  sa  tangente,  pro- 
longées dans  le  même  sens,  des  longueurs  égales  et  infiniment  petites,  et 
de  diviser  le  carré  de  l' une  d'elles  par  le  double  de  la  distance  comprise 
entre  les  deux  extrémités.  La  limite  du  quotient  est  la  valeur  exacte  du 
rayon  de  courbure. 

Lorsqu'on  veut  appliquer  les  formules  (5),  (20)  ou  (22)  à  la  déter- 
mination de  la  courbure  d'une  courbe,  il  faut  commencer  par  exprimer 
les  difTérentieiles  du  premier  et  du  second  ordre  des  coordonnées  x,y 
en  fonction  de  ces  coordonnées  et  de  la  différentielle  de  la  variable 
indépendante.  On  se  trouvera  dispensé  de  refaire  dans  chaque  cas  par- 
ticulier un  calcul  de  cette  espèce,  si  l'on  emploie  la  formule  générale 
que  nous  allons  établir. 

Soit 

(25)  «  =r  O 

l'équation  de  la  courbe  donnée,  u  désignant  une  fonction  des  coor- 
données rectangulaires  x,  y.  En  différentiant  cette  équation  deux  fois 
de  suite,  on  en  tirera 

du 


(36) 

(27)  -^-d-œ 

et,  par  conséquent 

(28) 


OX  OY 


du   -, 


%  <''  =  -  (0  ^^"' + ^  ^  ^^  '^y  -^  w  "^^'^ 


Ou 
ôx 


-  dx  dy  d^  X  —  dx  d-y 

au  du   ,,    du   „ 

-;—    --—  d^  X  -+■  -,—  d-  y 
dy  dx  -^^     -^ 


(dx'- -\- dy'-y 


^"'^  m-m 


On  aura  donc 


dx  d-y  —  dy  d- x  = 


_    {dx^-^dy'-y\ 


[dx^-^df-) 


m 


[du 


du\ 
dx) 


du 
dy 


d'y 


S^"'-^'^!^^'^^-^' 


dy' 


dv' 
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De  cette  dernière  formule,  combinée  avec  l'équation  (20),  on  con- 
clura 


(29; 


dx^  4-  2  -T — r—  dx  dy  -\-  --— -  (^r^ 
ax ay         "^        AxA    -^ 


dx 


(  dx^-  -h  dy^'  ) 


dy' 


ôiiy      fâuV 


puis,  en  remplaçant  les  différentielles 

dx,     dy 


par  les  quantités 


Ou 
dy 


et 


an 
ôx 


qui  Jeur  sont  respectivement  proportionnelles,  on  trouvera  définitive- 
ment 

du  \-  d- u 

I     -r-     I        -—7.    —    2    -^ , ; ; V-    I 

P 


(3o) 


dy  I  ■  dx^  dx  dy  dx  dy    '    \dx  J    dy- 

[fàuy      /du' 

l\dx)-^[dy^ 


Si  les  variables  x,  y  étaient  séparées  dans  l'équation  (25),  c'est-à-dire 
si  la  fonction  u  se  composait  de  deux  parties,  dont  l'une  renfermât  la 
seule  variable  x  et  l'autre  la  seule  variable  j,  on  aurait 


dx  dy  ~    ' 


et  la  formule  (3o)  se  réduirait  à 


(3.; 


du 
dx 


(P_U 

dy' 


du 
dy 


d-jt 
dx- 


■P 


[m 


-+- 


/(h/ 


Si  l'on  applique  la  formule  (3o)  ou  (3i)  aux  courbes  représentées 
par  les  équations  (10),  (i3),  (i5),  ...  on  obtiendra  de  nouveau  les 
valeurs  de  p  que  fournissent  les  équations  (12),  (i4),  (17), 
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Kn  terminant  cette  Leçon,  nous  ferons  observer  qu'on  peut,  dans 
la  formule  (4),  substituer  à  l'angle  t  l'une  quelconque  des  valeurs 
de  '^  propres  à  vérifier  l'équation  (5)  de  la  première  Leçon,  c'est- 
à-dire  une  valeur  de  la  forme 

(Sa)  '  (];  =:±: /iTT  H- arc  tang/'=:±:  WTT  ±T, 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  Alors  la  formule  (4) 
devient 

(33)    •  1--+-^. 

Nous  ajouterons  que  le  centre  de  courbure  correspondant  au  point  {x,y) 
sera  placé ,  par  rapport  à  ce  dernier  point,  du  côté  des  y  positives  ou  du 
côté  des  y  négatives,  suivant  que  la  valeur  du  rapport 

d'If  . 

sera  elle-même  positive  ou  négative.  En  effet,  le  centre  de  courbure 
étant  le  point  d'intersection  de  deux  normales  infiniment  voisines, 
il  est  clair  que  la  courbe  tournera  toujours  sa  concavité  vers  ce  même 
centre.  On  en  conclut,  en  prenant  x  pour  variable  indépendante,  et 
ayant  égard  à  la  remarque  de  la  page  82,  que  le  centre  de  courbure 
sera  situé,  par  rapport  au  point  (^,  j),  du  côté  des  y  positives,  si  la 
valeur  de  y"  est  positive,  et  du  côté  des  y  négatives  dans  le  cas  con- 
traire. D'ailleurs,  en  prenant  toujours  x  pour  variable  indépendante, 
on  tire  de  l'équation  (32) 

(35)  '         ^i--^-. 

et  comme,  en  vertu  de  la  formule  (35),  les  quantités 

•  .      di'  y 

seront  toutes  deux  positives  ou  toutes  deux  négatives,  on  pourra  évi- 
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demment  consulter  le  signe  de  la  première  au  lieu  du  signe  de  la 
seconde.  Si,  de  plus,  on  observe  que  la  valeur  et  le  signe  du  rap- 
port -~-  restent  les  mêmes,  quelle  que  soit  la  variable  indépendante, 

on  se  trouvera  immédiatement  ramené  au  principe  qu'il  s'agissait 
d'établir. 
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SEPTIÈME  LEÇON. 


DÉTERMINATION    ANALYTIQUE    DU    CENTHE    DE    COURBLRE    d'lNE    COURBE    PLANE. 
THÉORIE    DES    DÉVELOPPÉES    ET    DES    DÉVELOPPANTES. 


Soient  p  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  plane  correspondant  au 
point  (x,  y),  et  l,  t]  les  coordonnées  du  centre  de  courbure.  Ce  centre 
n'étant  autre  chose  que  l'extrémité  du  rayon  p,  porté  sur  la  normale 
à  partir  du  point  (x,y),  et  du  côté  vers  lequel  la  courbe  tourne  sa 
concavité,  les  coordonnées  ^,  y]  vérifieront  évidemment  les  deux  équa- 
tions 

(1)  .  ^^^^a-y-^{-n-y)  =  p"- 
et 

(2)  {'E  —  x)  dx -\- {-fi  —  r)dy^zo, 
desquelles  on  déduira  la  formule 


(3) 


d^  -dy  (^dx^-^dfY-  ^' 


De  plus,  il  résulte  du  principe  établi  à  la  tin  de  la  Leçon  précédente 
que,  si  l'on  appelle  '|  l'un  des  angles  déterminés  par  la  formule 

(4)  _  '«"«^"^=^' 

Y]  —  r  et  le  rapport  *-j    seront  des  quantités  de  même  signe.  En  ayant 

égard  à  ce  principe  et  à  l'équation  (33)  de  la  même  Leçon,  ou  tirera 

de  la  formule  (3) 

,  -  Yj  —  r  _  l  —  oc  _   j_ 

^'^'  dx     "'—dr^^d^ 
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et,  par  suite, 


(6)^  ■n-y=-^y        l-œ  = 


dx  .^  dy 


Les  équations  (6),  comprises  l'une  et  l'autre  dans  la  formule  (i), 
suffisent  pour  déterminer  les  coordonnées  du  centre  de  courbure 
d'une  courbe  plane. 

Si  l'on  prend  a?  pour  variable  indépendante,  on  trouvera,  en  multi- 
pliant chaque  membre  de  la  formule  (5)  par  </a;,  et  substituant  à  -~^ 
sa  valeur  tirée  de  l'équation  (35)  (sixième  Leçon), 

(7)       .  ^-f=--y  =  ~-^;^' 

ou,  ce  qui  revi-ent  au  même, 

(8)  .n-y=       ^^^,  ^_^^_y        ^ 


j"  ^  "y" 

Si  l'on  cesse  de  prendre  x  pour  variable  indépendante,  l'équa- 
tion (4)  donnera 

d^     _    ,fdy\  __  dx  d^y  —  dy  d'^œ 
cos-(L  \dx  )  dx- 

, .  __  I  dx  d^y  —  dy  d^  x  dx  d^y  —  dy  d-  x 

^~  I  +  tang"-(];  ^^r^  ~         dx^  +  dy^        ' 

et  les  formules  (5),  (6)  deviendront  respectivement 

,    ,  Yî  —  y        H  —  ^  dx'^  H-  dv'^ 

{  Q  )  -L^  ::^  2 ^^ -l , 

dx  —  dy        dx  d'-y  —  dy  d^  x 


,     ,  ,  dx^  -+-  dy^  .,  ,  d 

(lo)     n—y  =  dx  - — -^ -,-      ..,     )  \  —  x=i  —  dy  -7— ^ 

'^  dx  d^Y  —  dv  d-x  ^  -^  dxd^ 


dx-  +  dy- 


dx  d'^y  —  dy  d-x  "^  dx  d'^y  —  dy  d^ x 

On  aura,  par  suite, 

(11)  •   (I  —  x)  d' X -\- {■(]  —  y)  d'- y  z=  dx^  ^  dy- r=^  ds^- , 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

,      .  ,.  ^d^x       ,  'd''-y 
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Il  est  facile  d'obtenir  directement  cette  dernière  équation.  En  effet, 
soient  X,  (i.  les  angles  que  la  normale,  prolongée  du  côté  vers  lequel 
la  courbe  tourne  sa  concavité,  forme  avec  les  demi-axes  des  coordon- 
nées positives.  On  aura  évidemment 

f  —  oc                              Ti  —  Y 
(l3) =COS}., ^:=:COSa. 

P  P 

Concevons,  de  plus,  que  l'on  prenne  l'arc  s  pour  variable  indépen- 
dante, et  qu'à  partir  du  point  {oc,  y)  on  porte  sur  la  courbe  et  sur  sa 
tangente,  prolongées  dans  le  même  sens,  des  longueurs  égales  et 
infiniment  petites  représentées  par  /.  Si  l'on  appelle  «  la  distance 
comprise  entre  les  extrémités  de  ces  deux  longueurs,  la  distance  «, 
comptée  à  partir  de  la  tangente,  aura  pour  projections  algébriques  sur 
les  a5ces  {imir  la  page  loj)  des  quantités  de  la  forme 

i-  f  d-  X       -\        /-  (  (P-y 


I,  J  désignant  des  quantités  infiniment  petites,  et  formera  par  consé- 
quent avec  les  mêmes  axes,  prolongés  dans  le  sens  des  coordonnées 
positives,  des  angles  qui  auront  pour  cosinus 

l  '\  -  /^^—  -+-  T^^       —  i^^ll.   < 

2H\  ds'^     ■     / '      2 «  \  ds- 

D'ailleurs  (en  vertu  du  théorème  établi  à  la  fin  de  la  cinquième  Leçon) 
la  droite  sur  laquelle  se  comptera  la  distance  a  sera  sensiblement 
parallèle  à  la  normale;  et,  comme  cette  distance  devra  être  portée,  à 
partir  de  la  tangente,  du  côté  où  se  trouvera  le  centre  de  courbure, 
nous  sommes  en  droit  de  conclure  que  les  limites  des  expressions  (i5) 
seront  équivalentes  aux  cosinus  des  angles  X,  [x.  Cela  posé,  en  rédui- 

sant  I  et  J  à  zéro,  et  substituant  au  rapport  —  sa  limite  p,  on  aura 


(16)  p-^=COS>.,  p--^=COS^. 
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Si  l'on  cessait  de  prendre  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  il  fau- 
drait remplacer 


par 


d^  X       d-y 
ds'^         ds'^ 


ds  \  ds 


ds     ~-  ds 

Alors  les  équations  (i6)  deviendraient 

Si  l'on  multiplie  membre  à  membre  les  formules  (i3)  par  les  for- 
mules (i6)  ou  (17),  et  si  l'on  ajoute  les  équations  obtenues,  en  ayant 
égard,  dans  le  cas  où  l'on  emploie  les  formules  (17),  à  l'équation  (2), 
on  se  trouvera  immédiatement  ramené  à  la  formule  (12). 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  prend  l'arc  s  pour  variable  indépen- 
dante, on  tire  des  équations  (i3)  et(i6),  réunies  à  la  formule  (22)  de 
la  sixième  Leçon, 

[  >                  ,d^a^             dx'^+dy'- 

(jg^  ds^  (d'-xy-i-id'yy 

]  .d^y             dx^-^dy^ 

\  -^        ^    ds^  {d'x)-+{d^yY      ^' 

On  arrive  au  même  résultat  en  substituant,  dans  les  équations  (10), 
h.  dx  ai  'à  —  dy,  les  quantités  d-y  et  d'x,  qui  leur  sont  respective- 
ment proportionnelles  en  vertu  de  l'hypothèse  admise  [voir  la  for- 
mule (21)  de  la  sixième  Leçon]. 

En  réunissant  les  formules  (i),  (2)  et  (11),  on  obtient  le  système 
des  équations 

(^9)  I  {l-.oc)dx-\-{r]—y)dy=o, 

[  il  —  x)  d^x  -H  ( -0  —  7  )  d'^y  —  dx^  —  dy^  =  o, 
OEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  \.  l5 
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qui  suffisent  pour  déterminer  en  fonction  de  œ  les  trois  inconnues 
^,  Y]  et  p.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  l'on  retrouve  la  deuxième  et 
la  troisième  équation,  lorsqu'on  différentie  la  première  et  la  deuxième, 
en  opérant  comme  si  les  trois  inconnues  étaient  des  quantités  constantes. 
Lorsque  le  point  {x,y)  vient  à  se  déplacer  sur  la  courbe  donnée,  le 
centre  de  courbure  se  déplace  en  même  temps.  Si  le  premier  point  se 
meut  d'une  manière  continue  sur  la  courbe  dont  il  s'agit,  le  deuxième 
décrira  une  nouvelle  courbe.  Or,  pour  obtenir  l'équation  de  cette 
dernière,  il  suffira  évidemment  d'exprimer  en  fonction  d'une  seule 
variable,  x,  ou  y,  ou  s,  etc.,  les  valeurs  de  y]  et  de  ^  tirées  des  for- 
mules (6)  ou  (lo),  puis  d'éliminer  cette  variable  entre  les  deux  for- 
mules. L'équation  résultant  de  l'élimination  ne  renfermera  plus  que 
les  deux  variables  ^,  y],  et  représentera  précisément  la  ligne  qui  sera 
le  lieu  géométrique  de  tous  les  centres  de  courbure  de  la  courbe  don- 
née. Pour  établir  les  principales  propriétés  de  cette  ligne,  on  diffé- 
rentiera  les  formules  (lo),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  deux  pre- 
mières des  équations  (19).  En  opérant  ainsi,  et  ayant  égard  à  la 
remarque  précédemment  faite,  on  trouvera 

(20)  {l  —  x)  de,  +  {r\  —  y)  d-n  =  p  do 

et 

(21)  dx  dl  H-  dy  dr\  =  o. 

Or  il  résulte  de  l'équation  (21)  {voir  la  cinquième  Leçon)  que  les  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  donnée  par  le  point  {x,y),  et  à  la  nouvelle 
courbe  par  le  point  (^,  r^),  sont  perpendiculaires  entre  elles.  Donc  le 
rayon  de  courbure,  qui  se  compte  sur  la  normale  menée  à  la  première 
courbe  par  le  point  {x,  j),  et  qui  aboutit  au  point  (^,  v]),  sera,  en  ce 
dernier  point,  tangent  à  la  deuxième  courbe.  De  plus,  si  l'on  nomme  ç 
l'arc  de  la  nouvelle  courbe  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point 
mobile  (^,  y]),  on  aura 

(22)  dl^-^d-n''^di\ 
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et  l'on  tirera  des  formules  (2)  et  (21),  combinées  avec  les  formules  (i), 
(20)  et  (22), 

d^  dt) 


c  —  œ        f]  —  Y 

(23)      {  -  ^ 

_  (l  —  x)dl-\-  {f]  —y)d-f] \J  {dl^ -Y- d-n"^)  __  dp  _       dg 


P  P  P  P 

On  trouvera,  par  suite, 

(24)  dp=idzdç         ou         d{p  zf.  ç)  =0. 
Si  l'on  fait,  pour  plus  de  commodité, 

p±çz=iTn{x), 

on  réduira  l'équation  (24)  à 

m'(^)  =  o; 

puis,  en  désignant  par  Aa:;  un  accroissement  fini  attribué  à  la  variable  a?, 
par  A  C7(a;)  l'accroissement  correspondant  de  p  =p  ç,  et  par  G  un  nombre 
inférieur  à  l'unité,  on  tirera  de  la  formule  (8)  de  la  septième  Leçon 
de  Calcul  différentiel 

A  Tn{œ)  -rr  gt(^'  +  A^)  —  ct(^)  =zT;y'(cc  +  0  àcc)  ^x  =  o. 

On  aura  donc  A(p  qr  ç)  =  O,  OU 

(25)  Ap  =  ±Aç. 

Il  suit  de  l'équation  (26)  que  l'arc  ±  Aç  renfermé  entre  deux  points 
de  la  nouvelle  courbe  équivaut  à  la  différence  des  rayons  de  courbure 
qui  aboutissent  à  ces  deux  points.  Ajoutons  que  le  signe  placé  devant 
la  différence  A;,  dans  l'équation  (20),  sera  toujours  celui  qui  précé- 
dera le  rapport  —  dans  la  formule  (23),  et  par  conséquent  celui  qui 

précédera  les  rapports >  -,  dans  les  deux  équations 

(26)  f^^+iz:^,         cbn^^-n^x^ 
dç  p  dç  p 
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Il  en  résulte  (voiries  pages  19  et  88)  que  l'arc  ç  et  le  rayon  de  cour- 
bure p  croîtront  simultanément,  si  la  tanarente  à  la  nouvelle  courbe, 
étant  prolongée  dans  le  même  sens  que  l'arc  ç,  coïncide,  non  pas 
avec  le  rayon  p,  mais  avec  le  prolongement  de  ce  rayon  au  delà  du 
point  (E,  Yj),  tandis  que,  dans  l'hypothèse  contraire,  le  rayon  p  venant 
à  croître,  l'arc  ç  diminuera.  Cela  posé,  concevons  qu'un  fil  inexten- 
sible, fixé  par  une  de  ses  extrémités  au  point  (^,y]),  et  d'une  lon- 
gueur égale  à  celle  du  rayon  de  courbure  p,  soit-d'abord  appliqué  sur 
ce  rayon;  puis,  que  le  même  fil,  restant  toujours  tendu,  vienne  à  se 
mouvoir  de  telle  sorte  qu'une  partie  s'enroule  sur  l'arc  =!=  A;,  compris 
entre  les  points  (^,  yj)  et  (^  -+-  A^,  y]  +  Ar^).  L'autre  partie,  qui  restera 
droite  et  touchera  la  nouvelle  courbe  au  point  (^  +  A^,  y]  -j-  Ar^),  aura 
évidemment  la  longueur  du  rayon  de  courbure  qui  aboutit  à  ce  point, 
et  par  conséquent  celle  des  extrémités  du  fil  qui  coïncidait  d'abord  avec 
le  point  (^,j)  se  trouvera  transportée  au  point  {_x -h  Aœ ,  y  ■+- Av) . 
Comme  ce  dernier  point  est  situé  sur  la  courbe  proposée,  et  que  notre 
raisonnement  subsiste  quelle  que  soit  la  longueur  de  l'arc  ±  Aç,  nous 
devons  conclure  que  le  fil  inextensible,  pendant  qu'il  s'enroule  sur  la 
nouvelle  courbe,  décrit  par  son  extrémité  mobile  la  courbe  donnée. 
La  même  courbe  se  trouvera  encore  décrite,  mais  en  sens  contraire, 
si,  après  s'être  enroulé  sur  l'arc  ±1  A?,  le  fil  se  meut  de  manière  à 
revenir  à  sa  position  primitive,  et,  dans  ce  mouvement  rétrograde,  la 
portion  du  fil  qui  s'était  appliquée  sur  l'arc  ±  Aç  se  développera  de 
nouveau  en  ligne  droite.  De  cette  remarque  dérivent  quelques  ex- 
pressions employées  généralement  et  qu'il  est  bon  de  connaître.  On 
appelle  développée  de  la  courbe  proposée  la  nouvelle  courbe  dont  les 
arcs  se  développent  en  ligne  droite  sur  le  rayon  de  courbure  de  la 
première.  Au  contraire,  la  première  courbe,  décrite  par  l'extrémité 
mobile  du  fil  enroulé  sur  la  seconde,  est  la  développante  de  celle-ci. 

Pour  montrer  une  application  des  formules  ci-dessus  établies,  sup- 
posons qu'il  s'agisse  de  trouver  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  la 
cycloïde  représentée  par  le  système  des  équations  (20)  (deuxième 
Leçon),  ou,  en  d'autres  termes,  la  développée  de  cette  courbe.  Les 
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formules  (5)  de  la  première  Leçon  et  (20)  de  la  seconde  fourniront 

l'équation 

,  ,       R  sinci)  sino)  o 

lanj^U;  —  y'= rzr =  COl-j 

^         '^  /  I  —  COS  (,)  2 

à  laquelle  on  satisfera  en  prenant 

(27)  vj;  z=  d=  /i 7T  -r-  • 

et  désignant  par  n  un  nombre  entier  quelconque.  On  aura,  par  suite, 

(28)  dd;  =  —  -d<^, 

'  2 

et  les  formules  (6)  donneront 

,      ,  y  dy  dx 

(29)  ^  =  ^  +  ^/a^'  ^=^-%7^- 

Si  maintenant  on  substitue  pour  x,  y,  dx  et  dy,  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (20)  et  (24)  (deuxième  Leçon),  on  trouvera 

(30)  ^  =  a;  +  2R  sino) -=  R(w  4- sinco),         yj  =r  — j  =  — R(i  —  cosw). 
Enfin,  si  l'on  pose 

(  3  I  )  W  =  ^  W-  TT, 

on  obtiendra  le  système  des  formules 

(82)  I  — 7:R  =  R(Ç2— siii<>),        n  4- 2R  =  R(i  —  cosl2), 

qui  sera  propre  à  représenter  la  développée  de  la  cycloïde.  Cette  dé- 
veloppée passera  évidemment  par  le  point  qui  a  pour  coordonnées 
X"  —  7:R,  j=:  —  2R,  et  qui  n'est  autre  chose  que  le  centre  de  courbure 
correspondant  à  l'ordonnée  maximum  de  la  première  branche.  Si, 
afin  de  transporter  l'origine  à  ce  même  centre,  on  remplace  \  par 
\  -f-  -R  et  Y]  par  y]  —  2R,  les  équations  (32)  deviendront 

(33)  ^=R(i2— sinii),        y)  —  R(i  -  cosîi). 

Comme  ces  dernières  sont  toutes  pareilles  aux  équations  (20)  de  la 
deuxième  Leçon,  nous  devons  conclure  qu'une  cycloïde  a  pour  déve- 
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loppée  une  autre  cycloïde  de  même  forme  et  de  mêmes  dimensions, 
dont  les  points  de  rebroussement  coïncident  avec  les  centres  de  cour- 
bure correspondants  aux  points  milieux  des  diverses  branches  de  la 
première.  Ajoutons  que  les  points  de  rebroussement  de  la  première 
sont  en  même  temps  les  points  milieux  des  diverses  branches  de  la 
seconde,  et  que,  la  seconde  cycloïde  étant  représentée  par  les  for- 
mules (82),  sa  base  se  confond  avec  la  droite  qui  a  pour  équation 

(34)  j  =  -2R. 

Il  serait  facile  d'établir  les  équations  (3o),  en  partant  du  principe 
établi  dans  la  sixième  Leçon,  savoir,  que  le  rayon  de  courbure  de  la 
cycloïde  est  double  de  la  normale  quand  la  base  est  prise  pour  axe 
des  X.  En  effet,  en  vertu  de  ce  principe,  le  milieu  du  rayon  de  cour- 
bure, c'est-à-dire  le  point  qui  a  pour  coordonnées 


.r  -+- 
2 


coïncide  avec  le  point  dans  lequel  la  base  est  touchée  par  le  cercle 
générateur,  et  dont  l'abscisse  est  Rw  =  a; -h  Rsinco.  On  a  donc  les 

équations 

X  -\-i  ^    .  r  -+-  Y) 

rz:  ^  -t-  K  Smco, =  O, 

2  2 

desquelles  on  déduit  immédiatement  les  formules  (3o).  On  peut 
même,  sans  recourir  à  ces  formules,  et  à  l'aide  du  seul  principe  que 
nous  venons  de  rappeler,  déterminer  la  nature  de  la  courbe  qui  sert 
de  développée  à  la  cycloïde.  Pour  y  parvenir,  décrivons  avec  le  rayon  R 
deux  cercles  égaux,  qui  aient  leurs  centres  placés  sur  l'axe  des  j,  l'un 
au-dessus,  l'autre  au-dessous  de  l'axe  des  x,  et  qui  touchent  ce  der- 
nier axe  à  l'origine  des  coordonnées.  Concevons  ensuite  que  l'on  fasse 
rouler  ces  deux  cercles,  le  premier  sur  l'axe  des  x,  le  second  sur  la 
droite  parallèle  J=  —  2R,  de  manière  qu'ils  ne  cessent  pas  d'avoir 
l'axe  des  x  pour  tangente  commune.  Les  rayons,  qui,  dans  le  premier 
instant,  aboutissaient  à  l'origine  des  coordonnées,  tourneront  autour 
des  centres  des  deux  cercles  et  décriront  en  même  temps  des  angles 
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égaux;  d'où  il  résulte  :  i"  que  ces  rayons  seront  toujours  parallèles; 
2"  que  la  droite  qui  joindra  leurs  extrémités  passera  par  le  point  de 
contact  et  sera  divisée  à  ce  point  en  deux  parties  égales.  Or  la  partie 
comprise  dans  le  premier  cercle  sera  évidemment  la  normale  de  la 
cycloïde  proposée  que  décrira  l'extrémité  du  premier  rayon.  Donc  le 
rayon  de  courbure  de  cette  courbe,  égal  au  double  de  la  normale, 
coïncidera  nécessairement  avec  la  droite  entière,  et  le  centre  de  cour- 
bure avec  l'extrémité  du  second  rayon.  Donc  le  lieu  des  centres  de 
courbure,  ou  la  développée  de  la  même  courbe,  sera  précisément  la 
seconde  cycloïde  décrite  par  cette  extrémité. 

Les  équations  (6)  et  (lo),  dont  nous  avons  indiqué  l'usage  dans  la 
recherche  des  développées,  peuvent  être  remplacées  par  d'autres  qui 
renferment  seulement  les  quatre  variables  H,  y],  x  et  y.  En  effet,  soit 

(35)  '  M  =  o 

l'équation  d'une  courbe  plane,  u  désignant  une  fonction  des  deux 
coordonnées  x,  y.  On  tirera  des  formules  (2)  et  (11),  jointes  aux 
équations  (26)  et  (27)  de  la  Leçon  précédente, 

/  \  —  X yj  —  r (I  —  x)  cP'x  -\-  (y)  —  r)  cV-y 


(36) 


du  du  du   „  du  „ 

-r—  —-  ~,—  d^x-\--Y-  d  y 

dx  dy  dx  oy     "^ 

dx''-  H-  dy^ 


(?2 a  d'''u     ,      .         d^u   ,   , 


puis,  en  substituant  aux  différentielles 

dx,     dy 

les  quantités 

du  du 

dy^  dx 


. —  ' 


qui  leur  sont  respectivement  proportionnelles,  on  trouvera 

fdu\-       /du 
^  3  -  )      l  —  ^  _  ^  --  7  _  ^__  \  à^J_~^.  ^f 


du  du  /du\^d'^u  du  du    d'U  /du\^d^u 

dx  dy  xàJi^J    dy^         dx  dy  dx  dy       \dy/    dx- 
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Cette  dernière  formule  équivaut  à  deux  équations  entre  les  coordon- 
nées X,  y  de  la  courbe  que  l'on  considère  et  les  coordonnées  \,  y]  de 
la  développée. 

Lorsque,  dans  l'équation  (35),  les  variables  ob,  y  sont  séparées, 
on  a 

et  la  formule  (37)  se  réduit  à 

(39) 


l-x  _ 

_ri—y__ 
du 
dy 

/duy     /duy 

\dx)  ^  \dy) 

du      ~ 
dx 

/duy  d-u      /duy  d'Ui 

\dx)    dy^        \àyj    dx'^ 

Pour  obtenir  la  développée  de  la  courbe  (35),  il  suffît  évidemment 
d'éliminer  ce  et  y  entre  l'équation  (35)  et  celles  qui  sont  comprises 
dans  la  formule  (37)  ou  (39).  Dans  plusieurs  cas,  il  est  facile  de 
résoudre  les  deux  dernières  équations  par  rapport  aux  variables  oc,  y, 
et  d'en  déduire  les  valeurs  de  ces  variables  exprimées  en  fonction  des 
coordonnées  l,  ri.  Alors,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion (35),  on  trouve  immédiatement  l'équation  de  la  développée. 

Exemple  T.  —  Concevons  que,  les  constantes  a,  b  étant  positives, 
on  considère  l'ellipse  représentée  par  l'équation 

(4o)  ^  +  t^=^- 

Dans  ce  cas  particulier,  on  pourra  prendre 


et  l'on  en  conclura 


1  f  x^         Y 

«  =  -     — ï  -f-  7-^  —  I 

2  V  «^        o^ 


du    X  du    y 

dx    ~  a"^'  dy         ^•^ 

d-u  I  d'^u  I 

dx"^       a-  dy"^       h- 
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On  aura,  par  suite. 


/ôuYà-ii        /duVâ-u  I     /^^        .r2\     _      [' 

\àjc )    dy-        \ày J    ôx-        a-b''\a'-        b- j        aP-b-^ 


et  la  formule  (Sg)  donnera 


^^'j-n^-j— (^^i^--.^ 


«M^-.u.^^r^-.u.-u^"^'  ■  --^^ 


a'—b'' ^2  _-  _  /  2 ^  :^  —  «'"' 


On  tirera  de  cette  dernière 


,  >        a-—  b-    ,  ,  TQ        ^2  __  ^2 

«--  —  — ,—  .2-,        Z>--  —  — ~ — V-; 

^'  a-  y  b' 

puis,  en  désignant  par  A  et  B  des  quantités  positives,  choisies  de 
manière  à  vérifier  la  formule 


(40 

±=  la^—  b"-) 

-ii:  Aa=:  13  6 

on  trouvera 

A— ^^, 

A            à' 

13  ~  ^    Z> 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

X       ,    f  ty  y  (f\ 


«  VA/  b  \F3 

Si  maintenant  on  substitue  dans  l'équation  (4o)  les  valeurs  de  - 

a 

et  de  ^  tirées  des  formules  {J\'i),  on  obtiendra  une  équation  entre 
les  seules  variables  \,  r^,  savoir 

Cette  équation,  qui  représente  la  développée  de  l'ellipse,  peut  être 
facilement  transformée  de  manière  à  ne  plus  renfermer  que  des  puis- 
sances entières  des  variables.  En  effet,  après  avoir  élevé  chacun  des 

O^HiTfi  ^e  C.  _  s.  H,   t.  V.  j6 
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deux  membres  à  la  troisième  puissance,  on  en  tirera 


b^^Mab 


Hab 


et,  par  suite, 

(44) 


'       A^       B^ 


On  conclut  aisément  de  l'équation  (43)  ou  (44)  que  la  développée  de 
l'ellipse  est  une  courbe  fermée,  divisible  en  quatre  parties  superpo- 
sables  par  deux  axes  qui  coïncident,  comme  ceux  de  l'ellipse,  avec 
les  axes  coordonnés,  et  qui  rencontrent  cette  développée  en  quatre 
points  dont  les  distances  à  l'origine  sont  A  et  B.  Ajoutons  que  clia- 
cune  des  parties  de  la  développée  touche  les  axes  en  les  rencontrant, 
et  qu'en  conséquence  chacun  des  points  de  rencontre  est  un  point  de 
rebroussement  de  cette  courbe. 


Exemple  IL  —  Considérons  l'hyperbole  représentée  par  l'équation 


(45) 


y- 
b- 


En  opérant  comme  dans  l'exemple  précédent  et  désignant  par  A,  B 
deux  quantités  positives  choisies  de  manière  à  vérifier  la  formule 

(46)  a-+ Z*2=  Aa=:B6, 

on  reconnaîtra  que  l'équation  de  la  développée  se  réduit  à 


(47) 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 

(48)  l'-dî- 


B^ 


27 


A^  B^ 


On  conclut  aisément  de  la  formule  (47)  ou  (48)  que  la  développée 
de  l'hyperbole  est  une  courbe  qui  s'étend  à  l'infini,  qui  se  trouve 
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divisée  en  quatre  parties  semblables  par  les  axes  coordonnés,  et  qui 
se  compose  de  deux  branches  séparées,  dont  chacune  a  un  point  de 
rebroussement  situé  sur  le  prolongement  de  l'axe  réel  la  ou  -ib  de 
l'hyperbole,  à  la  distance  A  ou  h  la  distance  B  de  l'origine. 

Exemple  III.  —  Concevons  que,  la  constante  p  étant  positive,  on 
considère  la  parabole  représentée  par  l'équation 

(49)  y-—2px. 

Dans  ce  cas  on  pourra  prendre 


et  l'on  en  conclura 


I 

2 

{2pX-y-) 

' 

du 

du 

Tx  =^' 

à  y  ~ 

-7' 

d-  u 

d-u  _ 

d^^^^' 

ày-  ~~ 

—  r. 

Par  suite,  la  formule  (  3())  donnera 

E  —  -^ f}  .y^  p  -\-  2.r 

P     '    '    y~      p''~     1> 

On  aura  donc 

V  Y)        r- 

£  —  a;  =  «  -h  2  ^,       -  —  —  =  -—^ 

y     p- 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Les  valeurs  de  x  et  de  y,  tirées  de  ces  deux  dernières  formules,  sont 
respectivement 

l  —  p  ^    ' 

(  o<J )  X  =       'i      •  y  -z  —  p^  n'\ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (49)»  et  supprimant  le 
facteur  p  commun  aux  deux  membres,  on  trouvera 

(5i)  ^(^-p)z=f^r?. 
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L'équation  (h),  qu'on  peut  aussi  mettre  sous  la  forme 

8 

(52)  --{l—py---prï\ 

appartient  à  la  développée  de  la  parabole.  Il  est  facile  de  reconnaître 
que  cette  développée  s'étend  à  l'infini  du  côté  des  x  positives,  qu'elle 
a  pour  axe  l'axe  de  la  parabole,  et  qu'elle  rencontre  cet  axe,  en  le 
touchant,  au  point  dont  l'abscisse  est  />.  Ce  point,  qui  se  trouve  placé 
à  la  même  distance  du  foyer  que  le  sommet  de  la  parabole,  est  tout  à 
la  fois  le  sommet  de  la  développée  et  le  seul  point  de  rebroussement 
qu'elle  présente.  Si,  afin  de  transporter  l'origine  au  point  dont  il 
s'agit,  on  remplace  ^  par  ^  +/>  dans  la  formule  (  )i)  ou  (^2),  on  en 
tirera 

(53)  '  ^rrz-p^ri' 

et 


54)  'r^^{l]pn 


3 


Les  équations  (53)  et  (54)  étant  comprises  comme  cas  particuliers 
dans  les  formules  (44)  de  la  cinquième  Leçon,  il  en  résulte  que  toute 
parabole  du  second  degré  a  pour  développée  une  autre  parabole  du 

deffre  77  ou  -• 
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HUITIÈME  LEÇON. 


SUR    LES    COURBES    PLANES    QUf    SONT    OSCULATlilCES    L  UNE    1)E    L  AUTRE 
EN    UN    POINT    DONNÉ. 


On  dit  que  deux  courbes  planes  sont  osculatrices  l'une  de  l'autre  en 
un  point  qui  leur  est  commun,  lorsqu'elles  ont  en  ce  point,  non  seu- 
lement la  même  tangente,  mais  encore  le  même  cercle  osculateur,  et 
par  conséquent  la  même  courbure  avec  leurs  concavités  tournées 
dans  le  même  sens.  Afors  le  contact  qui  existe  entre  les  deux  courbes 
prend  le  nom  (['oscillation.  Gela  posé,  on  établira  facilement  la  propo- 
sition suivante  : 

Tin-:oRK:\iE  I.  —  Concevons  que  deux  courbes  planes  soient  représentées 
par  deux  équations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  et  que  Von 
prenne  l'abscisse  x  pour  variable  indépendante.  Pour  que  les  deux 
courbes  soient  osculatrices  l'une  de  l'autre  en  un  point  commun  corres- 
pondant à  l'abscisse  x,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  l' ordonnée  y, 
relative  à  cette  abscisse,  et  les  dérivées  de  y,  du  premier  et  du  second 
ordre,  c  est-à-dire  les  trois  quantités 

(0  ~  j,    y\   y", 

conservent,  dans  le  passage  d'une  courbe  à  l'autre,  les  mêmes  valeurs 
numériques  et  les  mêmes  signes. 

Démonstration.  —  En  effet,  si  ces  conditions  sont  remplies,  les 
deux  courbes  auront  évidemment  un  point  commun  correspondant 
à  l'abscisse  x.  De  plus,  on  conclura  de  l'équation  (5)  (première 
Leçon)  que  les  deux  courbes  ont  la  même  tangente,  de  l'équation  (5) 
(sixième  Leçon)  qu'elles  ont  le  même  rayon  de  courbure,  et  de  la 
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remarque  faite  à  la  page  82,  qu'elles  ont  leurs  concavités  tournées 
(lu  même  côté.  Réciproquement,  si  les  deux  courbes  sont  osculatrices  ' 
l'une  de  l'autre  au  jDoint  dont  l'abscisse  est  x,  non  seulement  les 
quantités  r,  y'  et  le  signe  de  j"  devront  rester  les  mêmes  dans  le  pas- 
sage d'une  courbe  à  l'autre,  mais  il  est  clair  qu'on  pourra  encore  en 
dire  autant  du  rayon  de  courbure  p,  et,  par  suite,  de  la  valeur  numé- 
rique de  y" . 

Concevons  maintenant  que,  y' et  j"  représentant  toujours  des  déri- 
vées relatives  à  la  variable  x,  on  désigne  par 

dx,     dy,     d-x,     d- y 

les  différentielles  de  x  et  y,  du  premier  et  du  second  ordre,  prises 
par  rapport  à  une  nouvelle  variable  r  considérée  comme  indépen- 
dante. On  aura  {voir,  dans  le  Calcul  différentiel,  les  formules  (9)  de 
la  douzième  Leçon) 

,    ,  ,       dy  ,,  dx        dx  d^-  y  —  dy  d-  x 

^'^  ^        dx  '  ~    dx    '"  dx^ 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  caractéristique  §  indiquant 
une  fonction  quelconque,  la  variable  indépendante  r  soit  liée  aux 
variables  x,  y  par  une  équation  de  la  forme 

(3)  r-=.i{x,y). 

En  différentiant  cette  équation  deux  fois  de  suite,  on  trouvera 

/      dé{x,y)    dx         drl(x,y)  dy 

l  dx  dr  dy        dr  ' 


(4 


dS{x,y)    d^'x        d^{x,y)  d^y 
ôx  dr-  dy         dr- 


[  d''-i{x,y)  dx"-        ^  à- Six,  y)  dx  dy        <Prl{x,y)  dy- 

^  âx^         dr'^  dx  dy       dr  dr  d  v^         dr"^ 

Or  on  déduira  sans  peine  des  formules  (2)  et  (4)  les  valeurs  de 

dx       dy       d-  X        d'-y 
^^^  dJ^'      di'      "^'      ~dP' 
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exprimées  en  fonction  des  quantités 


127 


,  „       ^).ff.r,r)        (?nf(^,j)        d-.l(.r,y)        d-ri{.T,y)       (9' -T(.37.  y)  _ 

"   '     "    '  d-3^  dy  dx'^  dx  dy  ây-       ' 

et,  puisque  ces  quantités  conserveront  les  mêmes  valeurs  relatives 
au  point  d'osculation  de  deux  courbes  planes  dans  le  passage  d'une 
courbe  à  l'autre,  il  est  clair  qu'on  pourra  en  dire  autant  des  expres- 
sions (5). 

•Si  l'on  veut  prendre  pour  variable  indépendante  le  rayon  vecteur 
mené  de  l'origine  au  point  (x,y),  les  équations  (3)  et  (4)  devien- 
dront respectivement 


(6; 


(7) 


/■  "  \/x'-  -+-  y-' , 

X  dx  y  dy 

r  dr  r  dr 

X  d-  X        y  d^  V         f    / 

/•    dr'^         r    dr-         /•*  l-^  dr  dr 


dx 


dv\ 


et  l'on  tirera  des  formules  (7),  réunies  aux  formules  (2)  et  (G), 


(8) 


dx 

dr  X  -\-  y  y'  ' 

dy  y'  \j x^  H-  y 

dr 


d'  r 
~d7' 

d^ 
\  dr' 


X  +  yy' 

(.y  —  ^y'  )■  +  yj"(  •^^  +  y"'  ' 


^x-^yy'f 
^  \y  —  xy'  )-  —  xy'\x''-  -+-  y-  ) 


Rien  n'empêche,  dans  ce  qui  précède,  de  supposer  la  variable 

r  =  i{x,y) 

réduite  à  l'une  des  coordonnées  x,  y.  Si  l'on  suppose,  par  exemple, 
r  =  x,  les  expressions  (5)  deviendront 

et  l'on  se  trouvera  immédiatement  ramené  au  premier  théorème. 
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Quand  on  prend  pour  variable  indépendante  l'arc  s  renfermé  sur 
chaque  courbe  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  (x,y),  et  quand 
on  suppose  cet  arc  compté  de  manière  qu'il  se  prolonge  dans  le  même 
sens  que  les  deux  courbes  au  delà  du  point  de  contact,  alors  les  équa- 
tions (4")  doivent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

(9  )  dx-  -f-  c/y-  =  ds-,         dx  d-  jc  4-  dy  d-y  =:  o. 

En  combinant  ces  dernières  avec  les  équations  (2),  on  obtient  les  for- 

n^ules 

'  dx ^  I  dy    ^        y' 


ds  i/j  +  v'2       ,         ds  v/',  +  y' 

(10)  ,  "          ■■ 

'  d'-x  y'  y"  d'-y  y" 


\   ds-'  (i-T-j'-)-  ds'-  (i-t-/-)- 

le  double  signe  d=  devant  être  réduit  au  signe  +  toutes  les  fois  que 
l'arc  s  croît  avec  l'abscisse  a:  et  au  signe  —  dans  le  cas  contraire. 
En  ayant  égard  à  cette  remarque,  on  conclura  des  formules  (10)  et 
du  théorème  I  que,  pour  un  point  d'osculation  de  deux  courbes, 
planes,  les  quatre  quantités 

dx        dy        d-  X        d-  y 
ds        ds        ds-         ds'- 

conservent  les  mêmes  valeurs  numériques  et  le  même  signe,  tandis 
que  l'on  passe  de  la  première  courbe  à  la  seconde. 

Lorsqu'on  se  propose  de  décider  si  un  point  commun  à  deux  courbes 
planes  est  un  point  d'osculation,  on  peut,  sans  inconvénient,  substi- 
tuer aux  fractions  (5)  ou  (11)  les  numérateurs  de  ces  mêmes  frac- 
tions, c'est-à-dire  les  différentielles 

(12)  dx,     dy,     d-x,     d-y; 

et  l'on  établit  de  cette  manière  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Deua;  courbes  planes  étant  représentées  par  deux  équa- 
tions entre  les  coordonnées  x,  y\  pour  savoir  si  ces  deux  courbes  sont 
osculatrices  l'une  de  l'autre  en  un  point  donné,  il  suffira  de  prendre  pour 
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variable  indépendante,  ou  une  fonction  déterminée  des  variables  x,  y, 
ou  l'arc  s  compté  sur  chaque  courbe,  à  partir  d'un  point  fixe,  et  d' exa- 
miner si,  pour  le  point  donné,  les  mêmes  valeurs  de 

(i3)  œ,     y,     dx,     dy ,     drx,     d- y 

neuvent  être  tirées  des  équations  des  deux  courbes. 

Si,  dans  le  théorème  I  ou  II,  on  suppose  la  seconde  courbe  réduite 
à  un  cercle  dont  l'équation  soit  de  la  forme 

(i4)  {x~iy--^{y~fiY-^-:zf-, 

les  conditions  propres  à  exprimer  que  le  point  {x,y^  est  un  point 
d'osculation  suffiront  pour  déterminer  le  rayon  du  cercle  et  les 
coordonnées  du  centre,  c'est-à-dire  les  trois  inconnues  ^,  y]  et  p. 
En  effet,  si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante,  les  valeurs 
de  y,  y,  y"  tirées  de  l'équation  finie  de  la  première  courbe  et  de 
ses  équations  dérivées  devront  satisfaire,  en  vertu  du  théorème  I,  à 
l'équation  tinie  du  cercle  et  à  ses  équations  dérivées  du  premier  et 
du  second  ordre,  c'est-à-dire  aux  trois  formules 

I  {oc-'E,)-+{y~ny-    =p\ 
(i5)  <^  —  l      +(/— ■o)/'=:o, 

f    l+v'^     -H  (y  —  yi)j"  =  o. 

Lorsqu'on  déduit  de  ces  dernières  formules  les  valeurs  des  trois 
inconnues  ^,  r\  et  p,  on  retrouve,  comme  on  devait  s'y  attendre, 
l'équation  (5)  de  la  sixième  Leçon,  et  les  équations  (8)  de  la  sep- 
tième. 

Si  l'on  cessait  de  prendre  x  pour  variable  indépendante,  alors 
l'équation  finie  du  cercle  et  ses  deux  équations  différentielles  du 
premier  et  du  second  ordre  pourraient  être  présentées  sous  la  forme 

[  (-^-H)-       +  {y -ri)-  =f, 

('6)  <{x  —  l)dx    -^{y  —  n)dy  =z  o, 

[  {x  —  l)  d^x  +  {y  —  -n)  d-y  -f-  dx--^dy''-r^  o, 

OEuvres  de  C—  S.  11,  t.  V.  I  -j 
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ot  (lovraiont  être  vérifiées  par  los  valeurs  de  x,  y,  dx,  dy,  d'-x,  d'-y 
tirées  des  équations  de  la  première  courbe.  Il  importe  d'observer 
que  les  formules  (i6)  qui  sulTîsent  pour  déterminer  les  valeurs  des 
inconnues  E,  v]  et  p,  r/est-à-dire  les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure, et  le  rayon  de  courbure,  coïncident  avec  les  formules  (19)  de 
la  septième  Leçon. 
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NEUVIÈME  LEÇON 


SUK    LES    DIVERS    ORDRES    DE    CONTACT    DES    COUItBES    PLANES. 


Considérons  deux  courbes  planes  qui  se  touchent  en  un  point 
donné.  Si  du  point  de  contact  comme  centre,  et  avec  un  ravon  infi- 
niment petit,  désigné  par  i,  on  décrit  une  circonférence,  elle  cou- 
pera les  deux  courbes  en  deux  points  très  voisins  Fun  de  l'autre, 
et  le  rapprochement  plus  ou  moins  considérable  des  deux  courbes, 
à  la  distance  i  du  point  de  contact,  aura  évidemment  pour  mesure 
la  distance  infiniment  petite  comprise  entre  les  deux  points  dont  il 
s'agit,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  corde  de  l'arc  de  cercle  ren- 
fermé entre  les  deux  courbes.  Ajoutons  que  les  rayons  menés  aux 
extrémités  de  cet  arc  seront  dirigés  suivant  des  droites  qui  formeront 
des  angles  très  petits  avec  la  tangente  commune,  d'où  il  résulte  que 
l'angle  compris  entre  ces  rayons  sera  lui-même  une  quantité  très 
petite.  Soit  w  ce  dernier  angle.  L'arc  de  cercle  compris  entre  les 
deux  courbes  aura  pour  mesure  le  produit 

(1)  iCO 

et  la  corde  de  cet  arc  sera  équivalente  à 

(2)  2fSin— • 

2 

Si  les  deux  courbes  changent  de  forme,  de  telle  manière  que,  se  tou- 
chant toujours  au  point  donné,  elles  se  rapprochent  davantage  l'une 
de  l'autre  dans  le  voisinage  de  ce  point,  les  valeurs  de  l'expres- 
sion (2)  correspondantes  ti  de  très  petites  valeurs  de  /  diminueront 
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nécessairement,  ce  qui  suppose  que  la  fonction  de  i,  représentée  par  co, 
diminuera  elle-même.  Si,  au  contraire,  en  vertu  du  changement  de 
forme,  le  rapprochement  des  deux  courbes  devient  moindre,  les 
valeurs  de  w  correspondantes  à  de  très  petites  valeurs  de  i  croî- 
tront nécessairement.  On  peut  donc  affirmer  que,  dans  le. voisinage 
du  point  de  contact,  le  rapprochement  des  deux  courbes  sera  plus  ou 
moins  considérable,  et  leur  contact  plus  ou  moins  intime,  suivant  que 
les  valeurs  de  w  correspondant  à  de  très  petites  valeurs  de  i  seront 
plus  ou  moins  grandes.  Ce  principe  étant  admis,  il  faut  évidemment, 
pour  se  former  une  idée  des  diverses  espèces  de  contact  des  courbes 
planes,  rechercher  les  divers  états  de  grandeur  dans  lesquels  peut 
se  trouver  l'angle  infiniment  petit  w,  considéré  comme  fonction  du 
rayon  i.  Pour  y  parvenir,  il  est  d'abord  nécessaire  de  généraliser  la 
définition  que  nous  avons  donnée  de  l'ordre  d'une  quantité  infini- 
ment petite,  dans  l'addition  placée  à  la  suite  des  Leçons  sur  le  Calcul 
infinitésimal. 

Désignons  par  a  un  nombre  constant,  rationnel  ou  irrationnel;  par 
i  une  quantité  infiniment  petite,  et  par  k  un  nombre  variable.  Dans  le 
système  de  quantités  infiniment  petites  dont  «sera  la  base,  une  fonc- 
tion de  i,  représentée  par/(ï),  sera  un  infiniment  petit  de  Vordre  a, 
si  la  limite  du  rapport 

(3)  .  ■  ^ 

est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  k  plus  petites  que  a,  et  infinie 
pour  toutes  les  valeurs  de  k  plus  grandes  que  a. 

Si  l'on  adopte  cette  définition,  et  si  l'on  désigne  par  n  le  nombre 
entier  égal  ou  immédiatement  supérieur  à  l'ordre  de  la  quantité  infi- 
niment petite /(f),  le  rapport 

f{i) 
{"■ 

sera  le  premier  terme  de  la  progression  géométrique 

(4)  m,  i^,  m  ^^  -  . 
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qui  cessera  d'être  une  quantité  infiniment  petite;  d'où  l'on  conclut, 
en  raisonnant  comme  dans  l'addition  citée,  que /"'(?)  sera  la  pre- 
mière des  fonctions 

(5)  /(O,  fin,  /"(O,  /"(O,    ••• 

qui  cessera  de  s'évanouir  avec  i. 
Quant  au  rapport 

fii) 


(6 


que  l'on  déduit  de  l'expression  (3)  en  posant  k  =  a,  il  peut  avoir  une 
limite  finie,  ou  nulle,  ou  infinie.  Ainsi,  par  exemple, 

sont  trois  quantités  infiniment  petites  de  l'ordre  a,  et  les  quotients 
qu'on  obtient  en  les  divisant  par  i"",  savoir 

ont  pour  limites  respectives 

I 

I,     o         et         


Cela  posé,  on  établira  sans  peine  les  propriétés  des  quantités  infini- 
ment petites,  et  en  particulier  les  différents  lemmes  que  nous  allons 
énoncer. 

Lemme  I.  —  Si,  dans  un  système  quelconque,  on  considère  deux  quan- 
tités infiniment  petites  d'ordres  différents,  pendant  que  ces  deux  quantités 
s' approchent  indéfiniment  de  zéro,  celle  qui  sera  d'un  ordre  plus  élevé 
finira  par  obtenir  constamment  la  plus  petite  valeur  numérique. 

Démonstration.  —  Concevons  que,  dans  le  système  dont  la  base 
est  i,  l'on  désigne  par  1  =f[i)  et  pac  J  =  F(«)  deux  quantités  infi- 
niment petites,  la  première  de  l'ordre  a,  la  seconde  de  l'ordre  h,  et 
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supposons  a<^h.  Si  l'on  attribue  au  nombre  variable  k  une  valeur 
comprise  entre  a  et  h,  les  deux  rapports 

I       J 


,•/.■ 


r 


auront  pour  limites  respectives  :  le  premier,  -  ;  le  second,  zéro  ;  et  par 
suite,  le  quotient  de  ces  rapports,  ou  la  fraction 

J 
î' 

aura  une  limite  nulle.  Donc  la  valeur  numérique  du  numérateur  .1 
décroîtra  beaucoup  plus  rapidement  que  celle  du  dénominateur  I,  et 
cette  dernière  finira  par  devenir  constamment  supérieure  à  l'autre. 

Lemme  II.  —  Soient  «,  h,  c,  ...  les  nombres  qui  indiquent,  dans  un 
système  déterminé,  les  ordres  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites,  et 
a  le  plus  petit  de  ces  nombres.  La  somme  des  quantités  dont  il  s'agit  sera 
un  infiniment  petit  de  l'ordre  a. 

Démonstration.  —  Soit  toujours  i  la  base  du  système  adopté.  Soient 

de  plus  I,  J,  ...  les  quantités  données,  la  première  de  l'ordre  a,  la 

seconde  de  l'ordre  b, Le  rapport  de  la  somme  I  +  .1 +■ . . .  à  la 

quantité  I,  savoir 

J 

aura  pour  limite  l'unité,  attendu  que  les  termes  j---  auront  des 
limites  nulles.  Par  suite,  le  produit 

/        J  \  I       I  +  J  - . . . 

('  +  Ï+---J7ï  = Ji^ 

aura  la  même  limite  que  le  rapport 


et,  puisque  ce  dernier  rapport  a  une  limite  nulle  ou  infinie,  suivant 
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qu'on  suppose  ^<«  ou  k^a,  on  pourra  en  dire  autant  du  rapport 

1  +  J  +  ... 

Donc  1  +  J  -f-  . . .  sera  une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a. 

Corollaire.  —  Les  raisonnements  par  lesquels  nous  avons  établi  le 
lemme  H  montrent  évidemment  que,  pour  de  très  petites  valeurs 
numériques  de  i,  la  somme  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites, 
rangées  de  manière  que  leurs  ordres  forment  une  suite  croissante, 
est  positive  ou  négative,  suivant  que  son  premier  terme  est  lui-même 
positif  ou  négatif. 

Lemme  IlL  —  Dans  un  système  quelconque,  le  produit  de  deux  quan- 
tités infiniment  petites ,  dont  les  ordres  sont  désignés  par  a  et  par  h,  est  une 
autre  quantité  infiniment  petite  de  i  ordre  a  -\-  h. 

Démonstration.  —  Soient  toujours  i  la  base  du  système  que  l'on 
considère,  et  1,  J  les  quantités  données,  la  première  de  l'ordre  a,  la 
seconde  de  l'ordre  b.  Les  rapports 

I       J 

auront  des  limites  nulles,  toutes  les  fois  que  l'on  supposera  X  >  «, 
l>b;  des  limites  infinies  toutes  les  fois  que  l'on  supposera  /t<rz, 
/  <  b,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  du  produit 

1  £  -  Ji 

11  en  résulte  évidemment  que  le  rapport 

IJ 

(k+i 

aura  une  limite  nulle  pour  k  +  l<:^a^  b,  et  une  limite  infinie  pour 
k  -\-  l^a  ^  b.  Donc  le  produit  IJ  sera  une  quantité  infiniment  petite 
de  l'ordre  a  -+-  b. 
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Nota.  —  Si  l'un  des  facteurs  I,  J  se  réduisait  à  une  quantité  finie 
et  cessait  de  s'évanouir  pour  ^  =  o,  le  produit  serait  évidemment  du 
même  ordre  que  l'autre  facteur. 

Corollaire.  —  Dans  un  système  quelconque,  le  produit  de  plusieurs 
quantités  infiniment  petites  dont  les  ordres  sont  désignés  par  a,  h, 
c,  . . . ,  est  une  autre  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre 


Lemme  IV.  —  Si  trois  quantités  infiniment  petites  sont  telles  que,  la 
première  étant  prise  pour  base,  la  deuxième  soit  de  l'ordre  a,  et  que,  la 
deuxième  étant  prise  pour  base,  la  troisième  soit  de  l'ordre  b,  celle-ci, 
dans  le  système  qui  a  pour  base  la  première,  sera  d'un  ordre  équivalent 
au  produit  ab. 

Démonstration.  —  Soient  i,  I  et  J  les  trois  quantités  données;  en 

sorte  que  les  deux  rapports 

I       J 

aient  des  limites  nulles  quand  on  suppose  à  la  fois  k<^a,  l<ib,  et 
des  limites  infinies  quand  on  suppose  à  la  fois  k^a,  l^b.  Il  est 
clair  que  le  produit 

aura  une  limite  nulle  dans  la  première  hypothèse  et  une  limite  infinie 
dans  la  seconde.  Il  est  aisé  d'en  conclure  que  le  rapport 


aura  une  limite  nulle  t^owv  kl<^ab,  une  limite  infinie  pour  My>ab; 
et  par  suite  que,  si  l'on  prend  i  pour  base,  J  sera  une  quantité  infi- 
niment petite  de  l'ordre  ab. 

Corollaire  I.  —  Le  rapport  entre  les  ordres  de  deux  quantités  infi- 
niment petites  J  et  I  reste  le  même,  quelle  que  soit  la  base  du  sys- 
tème que  l'on  adopte,  et  ce  rapport  est  équivalent  au  nombre  b,  qui 
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indique  l'ordre  de  la  première  quantité,  quand  on  prend  pour  base  la 
seconde.  Donc,  si,  après  avoir  déterminé  pour  une  certaine  base  les 
ordres  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites,  on  vient  à  changer 
de  base,  les  nombres  qui  indiquent  ces  divers  ordres  croîtront  ou 
décroîtront  tous  à  la  fois  dans  un  rapport  donné. 

Corollaire  IL  —  Si  l'on  suppose,  dans  le  lemme  IV,  que  la  quan- 
tité J  se  réduise  à  la  quantité  i,  on  aura  évidemment 


ab  ^=  I,         b  =2  -' 

a 


Donc,  si,  dans  le  système  dont  la  base  est  i,  la  quantité  1  est  un  infi- 
niment petit  de  l'ordre  a,  i  sera  de  l'ordre  -  dans  le  système  qui  aura 
pour  base  la  quantité  I.  Ainsi,  par  exemple,  lorsque  I,  considéré 
comme  fonction  de  i,  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  on 
peut  en  dire  autant  de  i  considéré  comme  fonction  de  I. 

Le  second  corollaire,  réuni  au  premier,  entraîne  évidemment  le 
suivant  : 

Corollaire  III.  —  Si  deux  quantités  infiniment  petites  sont  telles 
que,  l'une  étant  prise  pour  base,  l'autre  soit  du  premier  ordre,  le 
nombre  qui  exprimera  l'ordre  d'une  quantité  quelconque  restera 
le  même  dans  les  deux  systèmes  qui  auront  pour  base  les  deux 
quantités  données. 

En  revenant  aux  deux  courbes  que  nous  avons  déjà  considérées, 
on  déduira  immédiatement  du  lemme  I  et  du  principe  établi  à  la 
page  i32,  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Si  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  donné  (P),  et 
que  l'on  marque  sur  ces  deux  courbes  deux  points  (Q),  (R),  situés  à  la 
distance  infiniment  petite  i  du  point  de  contact,  le  rapprochement  entre 
les  deux  courbes,  dans  le  voisinage  de  ce  dernier  point,  sera  d'autant 
plus  considérable  que  l'ordre  de  la  quantité  infiniment  petite  w,  destinée 
à  représenter  l'angle  compris  entre  les  rayons  PQ,  PR,  sera  plus  élevé. 

Démonstration.  —  En  effet,  si  la  forme  des  deux  courbes  ou  de  l'une 
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d'entre  elles  vient  à  changer,  de  telle  manière  que  l'ordre  de  la  quan- 
tité infiniment  petite  w  s'élève,  la  valeur  numérique  de  w,  dans  le  voi- 
sinage du  point  de  contact,  diminuera,  en  vertu  du  lemme  1,  et  par 
suite  le  rapprochement  entre  les  deux  courbes  deviendra  plus  grand 
qu'il  n'était  d'abord. 

Le  théorème  I  étant  démontré,  il  est  naturel  de  prendre  l'ordre  de 
la  quantité  infiniment  petite  w,  considérée  comme  fonction  de  la 
base  i,  pour  indiquer  ce  qu'on  peut  appeler  Vordre  de  contact  des 
deux  courbes  planes.  Soit  a  cet  ordre.  Puisque  le  rapport 


siniw 


a  l'unité  pour  limite,  le  produit 


sin'o  .    0) 

00  — r^ —  =  2  sm  — 


sera  encore  une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a,  tandis  que 
les  expressions  (i)  et  (2)  seront,  en  vertu  du  lemme  III,  des  quan- 
tités infiniment  petites  de  l'ordre  rt  +  r.  On  peut  donc  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en  un  point 
donné  (P),  l'ordre  du  contact  est  inférieur  d'une  unité  à  l'ordre  de 
la  quantité  infiniment  petite  qui  représente  la  distance  entre  deux 
points  (Q),  (R)>  situés  sur  les  deux  courbes,  également  éloignés  du 
point  de  contact,  et  dont  la  distance  à  ce  point  est  un  infiniment  petit 
du  premier  ordre. 

Il  importe  d'observer  que  la  droite  QR  menée  du  point  (Q)  au 
point  (R),  étant  la  base  d'un  triangle  isoscèle,  et  opposée  dans  ce 
triangle  au  très  petit  angle  co,  sera  sensiblement  perpendiculaire 
aux  rayons  vecteurs  PQ,  PR,  et  par  suite  à  la  tangente  commune  aux 
deux  courbes. 

Concevons  maintenant  que  par  les  points  (Q)  et  (R)  on  mène  deux 
droites  parallèles  dont  chacune  forme  avec  la  tangente  commune  un 
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angle  fini  «5.  De  ces  deux  parallèles,  l'une  se  trouvera  plus  rappro- 
chée que  l'autre  du  point  de  contact.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
que  ce  soit  la  droite  menée  par  le  point  (Q)  pris  sur  la  première 
courbe,  et  que  cette  droite  coupe  la  seconde  courbe  en  (S).  Dans  le 
triangle  QRS,  le  côté  RS,  sensiblement  parallèle  à  la  tangente  com- 
mune, puisqu'il  représentera  une  corde  dont  les  extrémités  situées 
sur  la  seconde  courbe  seront  très  voisines  du  point  de  contact,  for- 
mera évidemment  avec  les  côtés  QR,  QS,  des  angles  finis,  dont  le  pre- 
mier différera  très  peu  d'un  angle  droit,  et  le  second  de  l'angle  o.  On 
aura  donc,  en  désignant  par  I  et  J  des  quantités  infiniment  petites, 

sin(--^I)-  sin(-+l) 

(7)  QS=— 4? /qh3.:_A4 /a.-sin-. 

sm(o-r-J}  sin(04-Jj  i 

% 

De  plus,  comme  le  rapport  entre  la  perpendiculaire  abaissée  du 

point  (P)  sur  la  droite  QS,  ou  sur  son  prolongement,  et  le  rayon 
vecteur  PQ  =  i,  sera  sensiblement  égal  à  cos(-  —  o)  =  sino,  cette 
perpendiculaire  pourra  être  représentée  par  un  produit  de  la  forme 

(8)  f(sinô±£), 

±t  désignant  encore  une  quantité  infiniment  petite.  Cela  posé, 
admettons  que,  les  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact  de 
l'ordre  a,  l'on  considère  le  rayon  vecteur  i  comme  infiniment  petit 
du  premier  ordre.  Il  est  clair  que  l'expression  (8)  sera  encore  un 
infiniment  petit  du  premier  ordre,  tandis  que  l'expression  (7)  sera 
de  l'ordre  a-\-\.  Ajoutons  que  l'ordre  de  cette  dernière  ne  variera 
pas  iyoirXç^  corollaire  III  du  lemme  IV)  si  l'on  prend  pour  base  l'ex- 
pression (8)  ou  une  quantité  telle  que  l'expression  (8)  reste  infini- 
ment petite  du  premier  ordre.  Ces  remarques  suffisent  pour  établir 
un  nouveau  théorème  que  nous  allons  énoncer. 

Théorème  III.  —  L'ordre  de  contact  de  deux  courbes  qui  se  touchent 
en  un  point  donné  (P)  est  inférieur  d'une  unité  à  l'ordre  de  la  distance 
infiniment  petite  comprise  entre  les  points  (Q),  (S),  où  les  deux  courbes 
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sont  rencontrées  par  une  sécante  qui  forme  un  angle  fini  el  sensiblement 
différent  de  zéro  avec  la  tangente  commune,  dans  tout  système  où  la 
distance  du  point  de  contact  à  la  sécante  dont  il  s'agit  est  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre. 

Si  les  deux  courbes  sont  représentées  par  deux  équations  entre  des 
coordonnées  rectangulaires  x,  y,  et  si  la  tangente  commune  n'est  pas 
parallèle  à  l'axe  des  j,  alors,  en  supposant  la  sécante  parallèle  à  ce 
même  axe,  on  déduira  du  théorème  III  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Pour  obtenir  l'ordre  de  contact  de  deux  courbes 
planes  qui  se  touchent  en  un  point  où  la  tangente  commune  n'est  pas 
parallèle  à  l'axe  des  y,  il  suffit  de  mener  une  ordonnée  très  voisine  du 
point  de  contact,  et  de  chercher  le  nombre  qui  représente  l'ordre  de  la 
portion  infiniment  petite  d' ordonnée  comprise  entre  les  deux  courbes, 
dans  le  cas  où  l'on  considère  la  distance  du  point  de  contact  à  l'or- 
donnée comme  infiniment  petite  du  premier  ordre.  Ce  nombre,  diminué 
d'une  unité,  indique  l'ordre  de  contact. 

Corollaire  I.  —  Soient 
(9)  y—f{^),      /  =  F(x) 

les  équations  des  deux  courbes  planes.  Elles  auront  un  point  commun 
correspondant  à  une  valeur  donnée  de  x,  et  en  ce  point  une  tangente 
commune,  non  parallèle  à  l'axe  des  j,  si,  pour  la  valeur  donnée  de  x, 
les  équations  des  deux  courbes  fournissent  les  valeurs  égales  et  finies, 
non  seulement  de  l'ordonnée  j,  mais  encore  de  sa  dérivée  j',  en  sorte 
que  les  équations 
(,o)  f{x)  =  Y{x) 

et 

(11)  /'(^)  =  F'(^) 

soient  vérifiées,  et  que  les  deux  membres  de  chacune  d'elles  con- 
servent des  valeurs  finies.  Dans  cette  hypothèse,  la  différence 

(12)  Y{x)-f{x), 

qui  s'évanouira  pour  la  valeur  de  x  relative  au  point  commun, 
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deviendra  infiniment  petite  quand  x  recevra  un  accroissement  infini- 
ment petit;  et  si  l'on  considère  cet  accroissement  comme  étant  du 
premier  ordre,  l'ordre  de  la  quantité  infiniment  petite  qui  repré- 
sentera la  nouvelle  valeur  de  Y{x)  —/(x),  surpassera  d'une  unité 
l'ordre  de  contact  des  deux  courbes. 

Corollaire  II.  —  Si  les  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  de 
l'axe  des  j,  mais  sans  avoir  cet  axe  pour  tangente  commune,  il  suf- 
fira, d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  pour  déterminer  l'ordre  de  con- 
tact, de  chercher  le  nombre  qui  indiquera  l'ordre  de  la  différence 

Y{x)-f{œ), 

en  considérant  l'abscisse  x  comme  une  quantité  infiniment  petite  du 
premier  ordre,  et  de  diminuer  ce  nombre  d'une  unité.  En  opérant 
ainsi,  on  reconnaîtra  que  les  paraboles 

(i3)  /  =  -^S        y  =  x^ 

ont  à  l'origine  des  coordonnées  un  contact  du  premier  ordre,  tandis 

que,  au  même  point,  les  deux  courbes 

(i4)  y  =  x"^\         yz=zx''+- 

auront  un  contact  de  l'ordre  n,  et  les  deux  courbes 

4  A 

(i5)  y  =  ^\      y  =  ^' 

un  contact  de  l'ordre  y  —  i  =  y 
4  4 

Corollaire  III.  —  Supposons  que  les  courbes  (9)  aient  un  point 

commun  correspondant  à  l'abscisse  x,  et  en  ce  point  une  tangente 

commune  non  parallèle  à  l'axe  des  j,  avec  un  contact  de  l'ordre  a. 

Soit  d'ailleurs  n  le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement  supérieur 

à  a.  La  différence 

(12)  Y{x)-f{x) 

sera  nulle;  et  si  l'on  désigne  par  i  un  accroissement  infiniment  petit 
du  premier  ordre  attribué  à  l'abscisse  x,  l'expression 

(16)  F(^  + 0-/(^  +  0 
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sera  (en  vertu  du  corollaire  I),  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a  -h  t. 
Or,  les  dérivées  de  cette  expression  par  rapport  à  i  étant  respective- 
ment 

F'(^  +  /)-/'(a;  +  0.     F"(^  +  0-/'(^  +  0,      •••, 

il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  (page  i33)  que 

sera  la  première  des  expressions 

F(^  + 0-/(^  +  0.  F'(^  +  o-/'(^  +  0,  F'Vh-0-/"(«^  +  0.  ••• 
qui  cessera  de  s'évanouir  avec  i.  En  d'autres  termes, 

sera  la  première  des  différences 

F(^)-/(^),     F'(^)-/'(^),     F"(^')-/"(^),     ..• 

qui  obtiendra  une  valeur  différente  de  zéro.  On  aura  donc  pour  le 

point  commun 

/  F(^)      =/(^), 

(17)  <  F"(.cc)     --=f"{x), 


F'")(.r)  =:/('^)(^). 


Par  conséquent,  lorsque  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  où  la 
tangente  commune  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  j,  non  seulement 
pour  le  point  dont  il  s'agit  l'ordonnée  y  et  sa  dérivée  y'  ne  changent 
pas  de  valeur  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la  seconde,  mais 
il  en  est  encore  de  même  des  dérivées  successives  y",  y'",  . . . ,  jusqu'à 
celle  dont  l'ordre  coïncide  avec  le  nombre  entier  égal  ou  immédiate- 
ment supérieur  à  l'ordre  du  contact. 

Corollaire  IV.  —  Si,  les  deux  courbes  ayant  un  contact  de  l'ordre;  a, 
la  tangente  commune  devenait  parallèle  à  l'axe  des  j,  alors,  en  attri- 
buant à  l'abscisse  du  point  de  contact  un  accroissement  infiniment 
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petit  du  premier  ordre,  on  ne  trouverait  pas  généralement  pour  la 
valeur  correspondante  de  la  différence  F(^)  —f{x)  un  infiniment 
petit  de  l'ordre  a -{- \ .  Néanmoins,  on  pourrait  encore  déterminer 
l'ordre  du  contact  par  la  méthode  dont  nous  avons  fait  usage,  pourvu 
que  l'on  substituât  la  variable  j  î^  la  variable  x,  et  réciproquement. 
Ainsi,  par  exemple,  pour  montrer  que  les  deux  courbes 

(i8)  y  =  ^%       /  =  ^% 

qui  touchent  à  l'origine  l'axe  des  y,  ont  en  ce  point  un  contact  de 
l'ordre  y,  il  suffira  d'observer  que  leurs  équations,  résolues  par  rap- 

■4 

port  à  X,  prennent  les  formes 

•5  A 

et  que  la  différence  y"  —  r''  est  un  intiniment  petit  de  l'ordre 

5  I 

quand  on  considère  j  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 
Quant  à  la  différence  F(^)  —/(x),  elle  se  réduit,  dans  cet  exemple,  à 


et  lorsque  l'on  considère  x  comme  un  infiniment  petit  du  premier 

5 
ordre,  elle  est  une  quantité  infiniment  petite,  non  plus  de  l'ordre  7» 

•4 

3 
mais  de  l'ordre  7  seulement. 
4 

Corollaire  V.  —  Lorsque  la  tangente  commune  n'est  pas  parallèle  à 
l'axe  des  j  et  que  l'ordre  de  contact  est  un  nombre  entier,  il  suffît, 
pour  déterminer  cet  ordre,  de  chercher  quelle  est  la  dernière  des 
équations 

(19)        /(^)  =  F(^),       /'(^)r=F'(^),        /';(^)  =  F"(^), 

qui  se  trouve  vérifiée  par  l'abscisse  du  point  de  contact.  L'ordre  des 
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dérivées  comprises  dans  cette  dernière  équation  sera  précisément  le 
nombre  demandé. 

Pour  établir  le  théorème  111,  il  n'est  pas  nécessaire  de  supposer 
que  la  sécante  menée  à  une  distance  infiniment  petite  du  point  de 
contact  des  deux  courbes  données  reste  parallèle  à  elle-même  pen- 
dant que  cette  distance  diminue;  il  suffit  que  l'angle  formé  par  cette 
sécante  avec  la  tangente  commune  ne  devienne  pas  infiniment  petit 
et  converge  vers  une  limite  finie  différente  de  zéro.  C'est  ce  qui  arri- 
vera, par  exemple,  si  la  sécante  dont  il  s'agit  passe  par  les  extrémités 
de  deux  longueurs  égales  et  infiniment  petites  portées  sur  les  deux 
courbes  à  partir  du  point  de  contact.  Dans  ce  cas  particulier,  l'angle 
formé  par  la  sécante  avec  la  tangente  commune  aura  pour  limite  un 
angle  droit.  Il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  distance  du  point  de  con- 
tact à  la  sécante  sera  un  infiniment  petit  du  même  ordre  que  chacune 
des  longueurs  ci-dessus  mentionnées.  Cela  posé,  on  déduira  immédia- 
tement du  théorème  III  la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.  —  Pour  obtenir  l'ordre  de  contact  de  deux  courbes  qui  se 
touchent  en  un  point  donné,  il  suffît  de  chercher  le  nonibre  qui  représente 
l'ordre  de  la  distance  infiniment  petite  comprise  entre  les  extrémités  de 
deux  longueurs  égales  portées  sur  les  deux  courbes  à  partir  du  point  de 
contact,  dans  le  cas  où  ces  mêmes  longueurs  deviennent  infiniment 
petites  du  premier  ordre.  Le  nombre  dont  û  s'agit,  diminué  d' une  unité, 
indique  toujours  l'ordre  du  contact. 

Corollaire  I.  —  Soit  i  la  quantité  infiniment  petite  qui  représente 
chacune  des  deux  longueurs.  Désignons  en  outre  par  x,  y  et  ^,  r^  les 
coordonnées  des  points  auxquels  ces  longueurs  aboutissent  sur  la 
première  et  la  seconde  courbe,  et  par 


(20)  «^^(.,;_|)24_(^_.^)2 

la  longueur  de  la  droite  menée  du  point  (^,  ■/])  au  point  {x, y).  Si  l'on 
considère  i  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  si  l'on 
appelle  a  Tordre  de  contact  des  deux  courbes,  la  distance  a,  comprise 
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(Mitre  les  deux  points  (^'»  v)  et  (l,  r^ ),  sera  (en  vertu  du  théorème  V) 
un  infiniment  petit  de  l'ordre  «  -h  i.  Par  suite,  le  carré  de  cette  dis- 
tance, ou  la  somme 

(21)  {^  —  c,)--hiy  —  r,y-, 

sera  un  infiniment  petit  de  l'ordre  2(a-hi);  ce  qui  exige  que  les 
deux  différences 

(22)  JC  —  l,      Y  —  fi 

soient  de  l'ordre  a -h  i;  ou  que  du  moins  l'une  soit  de  cet  ordre, 
l'autre  étant  d'un  ordre  plus  élevé.  On  arriverait  à  la  même  conclu- 
sion en  observant  que  les  valeurs  numériques  des  expressions  {'22.) 
représentent  les  projections  de  la  distance  a  sur  les  axes  des  œ  et 
des  Y.  En  effet,  il  est  aisé  de  reconnaître  qu  une  distance  infinimeni 
petite  et  ses  projections  sur  les  axes  coordonnés  sont  en  général  des  quan- 
tités de  même  ordre.  Seulement,  l'ordre  de  la  projection  sur  l'un  des  axes 
peut  surpasser  l'ordre  de  la  distance,  dans  le  cas  où  celle-ci  devient  sensi- 
blement parallèle  à  l'autre  axe.  Mais  il  est  clair  que  cette  dernière 
condition  ne  saurait  être  remplie  à  la  fois  pour  les  deux  axes  des  x 
et  des  y. 

Corollaire  IL  —  Conservons  les  mêmes  notations  que  dans  le  corol- 
laire précédent.  Soit  toujours  a  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes 
données,  et  désignons  par  n  le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement 
supérieur  à  a.  Puisque,  la  quantité  i  étant  regardée  comme  infiniment 
petite  du  premier  ordre,  les  deux  différences 

(22)  X  —  l,       /  —  Y) 

doivent  être  l'une  et  l'autre  de  l'ordre  «  +  i,  ou  l'une  de  cet  ordre  et 
l'autre  d'un  ordre  plus  élevé,  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus 
(page  i33)  que,  si  l'on  prend  ?  pour  variable  indépendante,  les  ex- 
pressions 


(23) 


i^- 

-l. 

d{x-l) 

di    ' 

d'-{oc-l) 

di-       '       • 

d"{x  —  ^) 
di'' 

1- 

'fï. 

d{y  —  ■{]) 
di        ' 

d^{y~r,) 
di^        ' 

d"iy~n) 
di'' 

OEiii'res  de  C. 

—  S. 

II,  t.  v. 

. 

'9 
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s'évanouiront  avec  i,  tandis  que  chacune  des  dérivées 


(24) 


di"^^        '  di"-"-^ 


OU  du  moins  l'une  d'entre  elles,  cessera  de  s'évanouir  pour  i--o. 
Soient  d'ailleurs  5  et  ç  les  arcs  renfermés  :  i"  entre  un  point  fixe  de  la 
première  des  courbes  données  et  le  point  mobile  (x,  y);  2°  entre  un 
point  fixe  de  la  seconde  courbe  et  le  point  {'i.,'r^).  Comme  les  trois 
variables  i,  s  ai  c,  différeront  entre  elles  de  quantités  constantes,  on 
aura 

(25)  di^=  ds  -~  dç; 

et  l'on  pourra  prendre  pour  variable  indépendante,  quand  il  s'agira 
de  la  première  courbe,  s  au  lieu  de  i;  quand  il  s'agira  de  la  seconde 
courbe,  ç  au  lieu  de  i.  Cela  posé,  les  expressions  (23)  et  (24)  devien- 
dront respectivement 


/ 

dx        dç, 

d-x 

d'-l 

d"x 

d'^l 

1"- 

'  S' 

ds        dç  ' 

7/^ 

dç^' 

'       ds'^ 

dç'^ 

(26) 

< 

T). 

dy        df] 

d'Y 

d'r^ 

d"y 

d'^n 

'M 

ds         dç 

ds' 

'^/?' 

'      ds" 

~'d^ 

et 

(27) 

d'^+^x       d'^^^l 

d"^\y 

d"+^f] 

ds"+^         de 

./i-ti 

ds"+^ 

dç"  +  ^ 

En  égalant  les  expressions  (26)  à  zéro,  on  formera  les  équations 


("■8)     ' 

f  ri 


=  /' 


di 

dç 

dx 
--ds' 

d^-l 
dç^ 

_  d-x 
ds- 

dt) 
'dç 

dy 
~  dç  ' 

d'-n 

dç' 

_d'-y 

ds^ 

d"l 

d"x 

dç" 

^  ds"  ' 

d"n 

d"y 

dç" 

^  ds''  ' 

qui  devront  toutes  se  vérifier  pour  le  point  de  contact  des  courbes 
proposées,  tandis  que,  pour  le  même  point,  chacune  des  expres- 
sions (27),  ou  au  moins  l'une  d'entre  elles,  obtiendra  une  valeur  dif- 
férente de  zéro.  Si  maintenant  on  observe  qu'on  peut,  sans  inconvé- 
nient, substituer^  quand  il  s'agit  de  la  seconde  courbe,  les  lettres 
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X,  y  et  s  aux  lettres  ^,  ■/]  et  ç,  on  arrivera  immédiatemeiil  au  lliéorènie 
que  nous  allons  énoncer  : 

TiiÉoiiÈME  VI.  —  Etant  proposées  deux  courbes  qui  se  touchent  en  un 
point,  si  l'on  considère  les  coordonnées  x,  y  de  chacune  d'elles  comme 
des  fonctions  de  l'arc  s  pris  pour  variable  indépendante,  et  si  l'on  sup- 
pose cet  arc  compté  de  telle  manière  qu'il  se  prolonge  dans  le  même  sens 
pour  les  deux  courbes  au  delà  du  point  de  contact,  non  seulement  pour  le 
point  dont  il  s'agit,  les  variables  x,  y  et  leurs  dérivées  du  premier  ordre 

-TT?    -j-  ne  changeront  pas  de  valeurs  dans  le  passage  de  la  première 

courbe  à  la  seconde,  mais  il  en  sera  encore  de  même  des  dérivées  succès- 

sives  -yr  >    ,--,  •  •  •  3  -Vt'  -7-3-'  •  •  •  jusqu'à  celles  dont  l'ordre  sera  indiqué 

par  le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement  supérieur  à  l'ordre  du 
contact.  Celles-ci  seront  les  dernières  qui  rempliront  la  condition 
énoncée;  en  sorte  que  les  deux  suivantes,  ou  au  moins  l'une  des 
deux,  changeront  de  valeur,  quand  on  passera  d'une  courbe  à  l'autre. 

Corollaire  I.  ~  Si  les  deux  courbes  ont  entre  elles  un  contact  d(^ 
l'ordre  n,  n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  alors,  dans  le 
passage  de  la  première  courbe  h  la  seconde,  chacune  des  quantités 

,  d.jc       d- X  d"  X 

\  ^1      ~p  '         ,  .,  >      •    '  ■>      — -, —  5 
\  ds         ds-  ds'^ 

(29)  < 

I  dy        d-  Y  d"  y 

l -'*''     ^7'    'ds^'     •■■'     77^' 

conservera  la  même  valeur  pour  le  point  de  contact,  tandis  que  cha- 
cune des  deux  dérivées 

d"+^x       d"-^W 

ou  au  moins  l'une  des  deux,  prendra  une  valeur  nouvelle. 

Corollaire  IL  —  Soit 
(30  r  =  .i{x,r) 

une  fonction  quelconque  des  deux  variables  x,  y.  Si  l'on  considère 


ns 
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ces  variables  elles-mêmes  comme  des  fonctions  de  s,  propres  à  repré- 
senter les  coordonnées  de  la  première  ou  de  la  seconde  courbe,  /•  de- 
viendra pareillement  fonction  de  s,  et  l'on  trouvera 


(32) 


dr 
ds 

d^r 

ds- 


d^{œ,y)    dx 
dx  ds 

d S{x,  y)    d-x 
ôx  ds'^ 

à-  J{x,  y)  dx- 


dx'^ 


ds- 


di{x,y)  dy 

dy  ds 

à^{o!^,  y)  d^y 

à  y  ds'^ 

0'  ^{x,  y)  dx  dy 

dx  dy  ds    ds 


(yi{x,y)  dy'' 


or 


7/.s^' 


d'^ r â  S{ X,  y )     d"- x  à ^{x,  y)    d" y 

ds"  à  y  ds"'  à  y  ds" 

Or,  de  ces  dernières  équations,  jointes  au  corollaire  I,  il  résulte  évi- 
demment que,  si  les  deux  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  con- 
tact de  l'ordre  n,  chacune  des  quantités 


(33)     r=-J{x,y), 


dr d^{x,y)       d-r d-  S{x,  y) 


ds 


ds 


ds' 


d"r  _  d"Six,y) 
Us"  ~        ds" 


conservera  la  même  valeur  pour  le  point  de  contact,  dans  le  passage 
de  la  première  courbe  à  la  seconde.  C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple, 
si  l'on  prend  pour  rie  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  (x,y), 
et  déterminé  par  la  formule 

(34) 


/•  =z\/x'^-+-  y'-. 


Ajoutons  que  la  dérivée 


(35) 


d'i+i,-  ^  d"^^  .J{x,  y) 


ds"^^     "         ds"-"^ 
déterminée  par  l'équation 

d"+^r  _d^x,  y)  d"-^^x       ôff{x,y)  d"+^y 


(36) 


ds"-'^ 


Ox 


ds"- 


dy 


ds' 


changera  ordinairement  de  valeur,  quand  on  passera  de  la  première 
courbe  ii  la  seconde,  parce  que  chacune  des  expressions  (3o),  ou  au 
moins  l'une  des  deux,  prendra  une  valeur  nouvelle.  Néanmoins  le  con- 
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traire  pourrait  avoir  lieu  dans  certains  cas  particuliers,  par  exemple 
si  les  valeurs  de  x  et  y  relatives  au  point  de  contact  réduisaient  à 
zéro,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (36),  les  coefficients  des 
expressions  (3o),  savoir 


(37) 


dx 


dy 


OU  du  moins  le  coefficient  de  celle  dont  la  valeur  changerait.  La  même 
remarque  s'applique  aux  dérivées 


(38) 


r/"-^--  /•       nf«+^  r 


Si,  pour  fixer  les  idées,  on  considère  les  deux  courbes 

(i3)  y^^"-,         y-=-x'\ 

qui  se  touchent  à  l'origine,  et  si  l'on  prend 

(39)  ,•  =  .r^  +  J^ 

on  reconnaîtra  que,  pour  le  point  de  contact,  non  seulement  r  et  -t-? 

d'^  r 
mais  encore  -^5  conservent  les  mêmes  valeurs  dans  le  passage  d'une 

courbe  à  l'autre,  quoique  le  contact  soit  du  premier  ordre  seulement. 

Corollaire  III.  —  Concevons  maintenant  que  l'on  veuille  prendre, 
au  lieu  de -y,  r  =^  §(^x,  y)  pour  variable  indépendante.  Alors  on  pourra 
concevoir  que,  les  coordonnées  x,  y  étant  toujours  fonctions  de  s, 
s  devienne  fonction  de  r,  et  l'on  tirera  de  l'équation  (3i),  différen- 
tiée  plusieurs  fois  par  rapport  à  r, 

d  !)'  {x,  y)   ds 


ds 


Tr' 


d7^{x,  y)  d-s        d-  ^ {x,  y)  /  ds\' 

ds         dr'^  ds^         \  dr  / 


(-+^)       \      _  drJ{x,y)  d\s  d^§{x,y)  ds  d-s    ^    d^  3{x,y)  [ds 


ds 


dr 


ds-' 


dr  dr- 


ds' 


dr 


d3{x,  y)  d'^s 


ds 


dr"" 
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Or,  des  formules  (4«).  réunies  au  corollaire  II,  il  résulte  évidemment 
que,  si  les  deux  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de 
l'ordre  n,  les  quantités 

,,    ^  ds        d-s        d^s  d"^s 

1 4  O  -7-  '       -7—;  >       -7-.T  5        •  •  •  )       -7 — 

dr       dr-        dr^  dr"^ 

conserveront  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact,  quand 
on  passera  de  la  première  courbe  à  la  seconde.  En  substituant  ces 
valeurs  dans  les  équations 


(42; 


dx 

7û- 

d-x 
dr-  • 

dx  ds 
ds  dr 

dx  d-s        d-x  i  ds  \- 
ds   dr-         ds-   \dr J 

dy 

dr 

d-y 
dr'- 

ds  dr 

dy  d-s        d-y 
ds  dr-         ds- 

c;^)' 

d"x 
dr" 

dx  d"s 

~'  ds   dr"    ^•••' 

d"y 
~dr" 

dy  d"s 

~  ds  dr"  "^  ■  •  •  ' 

et  ayant  égard  au  corollaire  I,  on  parviendra  aux  conclusions  sui- 
vantes : 

Si  les  deux  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de  l'ordre  n, 
et  si  l'on  prend  r  :;=  d^(jc,  y)  pour  variable  indépendante,  non  seule- 
ment les  coordonnées  x,  y,  mais  encore  leurs  dérivées,  jusqu'à  celles 
de  l'ordre  /?,  savoir 

j  dx        d-x       d^x  d" X 

\  dr         dr-  '      ar-^  '  '       <:// '  ' 

(43)  ' 

dy        d'^y        d^  y  d'\Y 


i 


dr         dr-         dr^  '  '      dr 


conserveront  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact,  quand 
on  passera  de  la  première  courbe  ii  la  seconde.  Il  est  donc  permis  de 
substituer  à  la  variable  s,  dans  le  corollaire  I,  la  variable  r,  liée  par 
une  équation  finie  quelconque  aux  deux  coordonnées  x,  y.  Seule- 
ment, après  cette  substitution,  l'on  ne  pourra  pas  affirmer  que,  pour 
le  point  de  contact,  l'une  au  moins  des  deux  dérivées 

d"^''x       d"  +  ^y 
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change  de  valeur  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la  seconde. 

Corollaire  IV.  —  Supposons  que,  l'ordre  du  contact  des  deux 
courbes  données  étant  égal  à  /^  l'on  prenne  toujours  r  pour  variable 
indépendante,  et  que  l'on  désigne  par 

/>,     7,      ... 

de  nouvelles  fonctions  des  coordonnées  ce,  y.  On  aura 

dp     àp  dx  On  dy 

l  dr  })x  dr  Oy  dr^ 

I  ^^  _  Op  d'jv        ^/?  dry^         d^  dx^             d- p     dx        d'- p  dy'' 
(44)   ',  dr'   ~  Jx  dr"'   ^  dy  dr"-   ^  àx'-   ^  '^''j^  'di-  ^^  df-   7/7^' 
j 

d^p   _  dp  d"  X        dp  d"  y 

dr"^  ""  àx  ^r"   "^  dy  'clr"   ~^  •  •  '  ' 

et,  comme  les  expressions  (43)  conserveront  les  mêmes  valeurs  rela- 
tives au  point  de  contact  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la 
seconde,  il  est  clair  qu'on  pourra  en  dire  autant,  non  seulement  des 
fonctions  dérivées 

,  fr.  dp       d'p  d"p 

dr        dr'  dr" 

dont  les  valeurs  seront  déterminées  par  les  formules  (44),  mais 
encore  des  différentielles 

(46)  dp,     d-p,     ...,     d"p. 

On  arriverait  ii  des  conclusions  semblables  en  substituant  la  fonc- 
tion q  à  la  fonction  p.  Enfin  on  pourrait  échanger  entre  elles  les 
fonctions />,  q,  r,  ...  de  toutes  les  manières  possibles,  et  affirmer, 
par  exemple,  que,  dans  le  cas  où  le  contact  est  de  l'ordre  n,  les 
dérivées 

(\rj\  dr        d-r  d"  r 

^  dp'      -dp"-'      •"'      ^' 

prises  par  rapport  à  la  variable  p  considérée  comme  indépendante, 
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et  k's  cliflerentielles 


(48) 


dp,     d'p,      ...,     d"p, 
dr,      d-  r,      .  .  . ,     d"  r, 


prises  par  rapport  à  la  variable  g  considérée  comme  indépendante, 
conservent  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact,  tandis 
qu'on  passe  d'une  courbe  à  l'autre. 

Corollaire   V.    —   Rien    n'empêche  de    supposer,   dans   les   corol- 
laires II  et  III, 

r  =  X. 

Alors  celles  des  expressions  (4'^)  qui  renferment  la  variable  x  se 
réduisent,  la  première  à  l'unité,  les  autres  à  zéro,  et  celles  qui  ren- 
ferment r  deviennent  respectivement 

^-^'^^  dx'      dx''      dx^'      ■    ■'      dx'^ 

Donc,  si  les  deux  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de 
l'ordre  ii,  et  si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante,  non  seule- 
ment l'ordonnée  y,  mais  encore  ses  dérivées  successives  jusqu'il  celle 
de  l'ordre  n,  conserveront  les  mômes  valeurs  relatives  au  point  de 
contact,  dans  le  passage  de  la  première  courbe  \\  la  seconde.  Ajou- 
tons que,  dans  ce  passage,  la  dérivée  de  l'ordre  Ai  -h  t  et  les  suivantes 
prendront  ordinairement  des  valeurs  nouvelles.  Néanmoins  le  con- 
traire pourrait  avoir  lieu  dans  certains  cas  particuliers.  Ainsi,  par 
exemple,  si  Ton  considère  les  deux  courbes 

(5o)  ^  =  y-,       ^=^y\ 

qui  se  touchent  ii  l'origine  des  coordonnées  et  qui  ont  l'axe  des  y 
pour  tangente  commune,  on  reconnaîtra  que,  pour  le  point  de  con- 
tact, chacune  des  quantités 


J% 


dy        d-y       d^y 
dx       dx'^        dx^ 


conserve  la  même  valeur  dans  le  passage  d'une  courbe  à  l'autre, 
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savoir  la  quantité  y  une  valeur  nulle,  et  chacune  des  dérivées  — -j 

^^j  •••  une  valeur  infinie,  quoique  le  contact  soit  du  premier  ordre 

seulement. 

Lorsque  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  données  ne  coïn- 

cide  pas  avec  l'axe  des  y  ou  avec  une  parallèle  à  cet  axe,  -i-^-  est  la 

dernière  des  dérivées  dey  qui  conservent  les  mêmes  valeurs  pour  les 
deux  courbes  (voir  le  corollaire  V  du  théorème  IV)  et,  par  suite,  la 
dérivée  de  l'ordre  n  -+- 1,  savoir 

(in  +  ly 

change  nécessairement  de  valeur  dans  le  passage  d'une  courbe  à 
l'autre. 

Corollaù'e  VI.  —  Deux  courbes  qui  ont  entre  elles  un  contact  du 
second  ordre,  ou  d'un  ordre  plus  élevé,  sont  toujours  osculatrices 
l'une  de  l'autre,  puisqu'elles  doivent  fournir  les  mêmes  valeurs  de 
j,  y',  y"  relatives  au  point  de  contact,  dans  le  cas  où  l'on  choisit 
l'abscisse  x  pour  variable  indépendante.  Réciproquement,  deux 
courbes  osculatrices,  devant  satisfaire  à  cette  condition,  quelle  que 
soit  la  droite  que  l'on  prenne  pour  axe  des  x,  ont  nécessairement, 
au  point  d'osculation,  un  contact  du  second  ordre,  ou  d'un  ordre 
supérieur  à  2. 

En  terminant  cette  Leçon,  nous  ferons  observer  que  les  théo- 
rèmes IV  et  VI,  avec  leurs  différents  corollaires  et  ceux  du  théo- 
rème V,  continuent  évidemment  de  subsister  dans  le  cas  où  l'on 
désigne  par  x,  y  non  plus  des  coordonnées  rectangulaires,  mais  des 
coordonnées  obliques.  Seulement,  les  formules  (20)  et  (34)  devront 
alors  être  remplacées  par  les  deux  suivantes  : 

(5i)  «^[(^_|)2_^  (y_yi)2+2(^-4)(y-r))cosô]i 

(52)  ,•  — (^2_)_y2_^  2^ycosô)-, 

QEuores  de  C.  —  S.  Il,  t.  V.  ÎO 


/ 


154  APPLICATIONS  DV  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

et  l'expression  (21)  par  la  somme 

r=  [y  —  -n  -h  {^  —  t)  cos(5]-+  [(^  —  ç)  sinôJS 

0  représentant  l'angle  compris  entre  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives. 
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DIXIÈME  LEÇON. 


SLR  LES  DIVERSES  ESPÈCES  DE  CONTACT  QUE  PEUVENT  OFFRIR  DEUX  COURB&S  PLANES 
REPRÉSENTÉES  PAR  DEUX»  ÉQUATIONS  DONT  L'UNE  RENFERME  DES  CONSTANTES  ARBI- 
TRAIRES. POINTS  DE  CONTACT  DANS  LESQUELS  DEUX  COURBES  PLANES  SE  TRAVERSENT 
EN    SE    TOUCHANT. 


Considérons  deux  courbes  planes  représentées  par  deux  équations 
entre  des  coordonnées  x,  y,  rectangulaires  ou  obliques,  et  supposons 
que,  la  forme  et  la  position  de  la  première  courbe  étant  complètement 
déterminées,  la  forme  et  la  position  de  la  seconde  puissent  varier  avec 
les  valeurs  de  plusieurs  constantes  arbitraires  a,b,c,  ...  comprises 
dans  son  équation.  Soient 

l'équation  de  la  première  courbe,  et 

(2)  F(.r,/,  a,b,c,  .  .  .)  =  o 

l'équation  de  la  seconde.  Concevons,  de  plus,  que  l'on  prenne  l'ab- 
scisse X  pour  variable  indépendante  et  que  l'on  choisisse  sur  la  pre- 
mière courbe  un  point  {00, y)  dans  lequel  la  tangente  ne  soit  pas 
parallèle  à  l'axe  des  y.  On  pourra  disposer  des  constantes  arbitraires 
<7,  h,  c,  ...,  ou  de  quelques-unes  d'entre  elles,  de  manière  que  les 
valeurs  de  plusieurs  termes  consécutifs  de  la  suite 

(3)  y,   y',    y",   y'\    ... 

restent  les  mêmes,  pour  l'abscisse  x,  dans  le  passage  de  la  première 
courbe  à  la  seconde.  Alors  la  seconde  courbe  renfermera  le  point  (^jj) 
de  la  premièfe  et  aura  en  ce  point  avec  elle  un  contaQt  dont  l'ordre 
sera  inférieur  d'une  unité  au  nombre  des  termes  qui  n'auront  pas 
changé  de  valeurs.  Soit  maintenant  n  le  nombre  des  constantes  a,  h, 
c, Gomme  on  établit  entre  elles  une  équation  de  condition  toutes 
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les  fois  qu'on  égale  les  deux  valeurs  d'un  terme  de  la  série  (3)  rela- 
tives aux  deux  courbes,  il  est  clair  que  ces  constantes  seront  toutes 
déterminées  si  l'on  assujettit  les  n  premiers  termes  de  la  série  à  con- 
server les  mêmes  valeurs  dans  le  passage  d'une  courbe  à  l'autre. 
3[ais,  si  l'on  garde  seulement  quelques-unes  des  équations  ainsi  for- 
mées, en  commençant  par  celles  qui  se  rapportent  à  l'ordonnée  y  et 
il  ses  dérivées  des  ordres  inférieurs,  plusieurs  constantes  resteront 
arbitraires  et  la  seconde  courbe  pourra  varier  de  forme  et  de  position, 
sans  cesser  toutefois  de  renfermer  le  point  {oc, y)  et  de  toucher  la 
première  courbe  en  ce  point.  Dans  le  premier  cas,  l'ordre  du  contact 
est  au  moins  égal  à  /i  —  i,  et  en  même  temps  cet  ordre  est  le  plus 
élevé  possible.  Dans  le  second  cas,  l'ordre  du  contact  est  générale- 
ment inférieur  \\  n  —  \. 

On  arriverait  à  des  conclusions  semblables  si  l'on  prenait  y  pour 
variable  indépendante  et  si  l'on  considérait,  sur  la  première  courbe, 
un  point  dans  lequel  la  tangente  ne  fût  pas  parallèle  à  l'axe  des  x.  On 
peut,  en.  conséquence,  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Parmi  les  systèmes  de  valeurs  qu'on  peut  attribuer  à  n 
constantes  arbitraires  a,  b,  c,  ...  renfermées  dans  V équation 

(2)  F(.r,  j,  a,h,c,  .  ..)  =  o, 

il  existe  généralement  un  système  pour  lequel  la  courbe  représentée  par 
cette  équation  acquiert  avec  une  courbe  donnée,  au  point  dont  l'abscisse 
est  X,  un  contact  d'un  ordre  au  moins  égal  au  nombre  n  —  i  et  une  infi- 
nité de  systèmes  pour  lesquels  le  contact  entre  les  deux  courbes  est  d'un 
ordre  inférieur  au  même  nombre. 

Corollaire  I.  —  Pour  trouver,  parmi  les  systèmes  de  valeurs  de  a, 
b,  c,  ...  celui  qui  détermine  un  contact  d'un  ordre  au  moins  égal 
à  n  —  I,  dans  le  cas  où  l'on  prend  l'abscisse  x  pour  variable  indépen- 
dante, il  sufBt  évidemment  de  combiner  entre  elles  les  formules  qu'on 
obtient  en  substituant  les  valeurs  de 


(4)  7,    y',    y" 


r(«-i). 
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tirées  des  équations  de  la  courbe  donnée,  dans  l'équation  finie  de  la 
seconde  courbe  et  dans  ses  équations  dérivées  d'un  ordre  inférieur 
il  n. 

Si  l'on  prenait  pour  variable  indépendante,  à  la  place  de  l'ab- 
scisse oc,  une  fonction  quelconque  des  coordonnées  ce,  y,  ou  l'arc  s 
compté  sur  chaque  courbe  à  partir  d'un  point  fixe,  alors,  pour  obtenir 
le  système  demandé,  il  faudrait  employer  (voir  la  neuvième  Leçon) 
les  formules  que  l'on  trouve  quand  on  substitue  les  valeurs  des 
quantités 

(5)  ^,     y,     dx,     dy,     d-x,     d'^y,     ...,     d'^-^x,     d^-'^y 

relatives  à  la  courbe  donnée  dans  l'équation  finie  de  la  seconde  courbe 
et  dans  ses  équations  différentielles  d'un  ordre  égal  ou  inférieur  à  n, 
c'est-à-dire  dans  les  équations  successives 

¥{x,  y,  a,  b,c,  ...)  =  o, 
dF{x,  y,  a,  b,  c,  ...)■=:  o, 


(6) 


d"'^F{x,  y,a,b,c,  .  .  .)  =  o, 

lesquelles,  étant  développées,  se  présentent  sous  les  formes 

/  F{x,  y,  a,  b,c,  .  .  .)  =o, 

\  d¥(x,  y,a,b,c,  ..  .)  d¥  (x,  y,  a,  b,  c,  .  .  .)   , 

]  ■ — r dx  H ■■ — r dy  zrz  o, 

,    .     }  Ox  dy  j         ' 

(7)     1  -^ 

1   ) 

\dF{x,y,ab,c,...)^^^^_^^_^dF{x,y,ab,c,...)^,^_^^^^^ 
\  âx  oy  ^ 

Les  formules  (7),  dont  le  nombre  est  égal  à  n,  suffisent  évidem- 
ment pour  déterminer  les  constantes  a,  h,  c, Elles  renferment 

d'ailleurs,  comme  cas  particuliers,  les  équations  auxquelles  on  arrive 
quand  on  prend  l'abscisse  x  pour  variable  indépendante. 

Corollaire  II.  —  Pour  obtenir  des  systèmes  de  valeurs  de  a,  h,  c,  . , . 
qui  établissent  entre  la  courbe  donnée  et  la  courbe  représentée  par 
l'équation  (2)  un  contact  d'un  ordre  inférieur  \\  n  —  \,  il  suffit  de 
conserver  quelques-unes  des  formules  indiquées  dans  le  corollaire 
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précédent,  en  commençant  par  celles  qui  renferment  j  et  ses  déri- 
vées ou  ses  différentielles  des  ordres  inférieurs.  Ainsi,  par  exemple, 
le  contact  sera  en  général  du  deuxième,  du  troisième,  ...  ordre,  si 
l'on  assujettit  les  constantes  a,h,  c,  . ..  à  vérifier  les  trois  premières, 
les  quatre  premières,  ...  des  équations  (7).  Or  on  trouvera  une  infi- 
nité de  systèmes  qui  satisferont  à  de  semblables  conditions. 

Corollaire  ni.  —  Lorsque  l'équation  (2)  renferme  trois  constantes 
arbitraires  et  se  réduit  à 

(8)  F(^,  j,  a,  Z>,  c)  =  0, 

on  peut  attribuer  aux  constantes  a,  h,  c  une  infinité  de  systèmes  de 
valeurs  pour  lesquels  la  courbe  (8)  soit  tangente  à  une  courbe  donnée, 
et,  pour  obtenir  ces  systèmes,  il  suffit  de  combiner  les  deux  équa- 
tions 

(9)  \  ôVix,  y,à,b,c)   ,         ôYiœ,y,a,b,c)    , 
I  =-; «^  H -. (iy  =  o  ; 

(  dj7  oy 

après  y  avoir  substitué  les  valeurs  de  x,  y,  dx,  dy  relatives  à  la  courbe 
donnée.  En  vertu  de  ces  équations,  deux  constantes  se  trouveront 
exprimées  en  fonction  de  la  troisième,  qui  pourra  rester  arbitraire. 
Il  n'en  sera  plus  de  même  si  l'on  veut  que  la  courbe  (8)  ait  avec  la 
courbe  donnée,  au  point  (^,  j),  un  contact  d'un  ordre  au  moins  égal 
à  2,  ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on  veut  que  le  point  (^,  j)  devienne 
pour  les  deux  courbes  un  point  d'osculation.  Alors  les  trois  con- 
stantes a,  b,  c,  ...  se  trouveront  déterminées  par  le  système  des  trois 
équations 

Y{x,y,a,b,c)  —  o, 

ôY{x,y,a,  b,c)  j         ô¥(x,  r,a,  b,  c)  , 

^^ — -^ dx  H ^T dy  =z  o, 

àx  ôy  -^ 

^  d^¥{x,y,ajj,c)  ^^^  ,    .  ^' F(^,  y,  a, /a  c)  ^^  ^^,  ,    â^¥(x,y,a,  b,  c)  ^.^ 
ÔF^ "^-^'^^  d^^         ^^ûfj+  -jy,  dj 

_^àF(x,y.a,b,c)^^^^àF{x,y,a,b,c)^^_^^^ 
ôx  ôy  '' 
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Corollaire  IV.  —  Si  l'on  remplace,  dans  le  corollaire  III,  les  con- 
stantes arbitraires  a,  b,  c  par  les  constantes  arbitraires  ^,  y],  p,  et  si 
l'on  réduit  la  courbe  (8)  au  cercle  qui  a  pour  équation 

(n)  (^_^)î+(^_^)2^p., 

la  seconde  des  formules  (9)  deviendra 

(12)  {^ —  ^)da; -+-{y —  ■/])  dv  =  o, 

et  elle  fera  connaître  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coor- 
données l,  Y]  pour  que  le  cercle  touche  la  courbe  donnée  au  point 
(œ,  y).  Or,  les  coordonnées  ^,  y]  étant  celles  du  centre  du  cercle,  et 
l'équation  (12)  étant  du  premier  degré,  on  est  en  droit  de  conclure, 
non  seulement  qu'il  y  aura  une  infinité  de  cercles  qui  toucheront  la 
courbe  au  point  (x,  y),  mais  encore  que  tous  les  cercles  tangents 
auront  leurs  centres  sur  une  même  droite,  à  laquelle  appartiendra 
l'équation  (12),  si  l'on  considère  ^  et  y]  comme  seules  variables. 
Effectivement,  il  est  clair  que  les  centres  de  tous  les  cercles  tangents 
sont  situés  sur  la  normale,  laquelle  est  représentée  par  l'équation 
dont  il  s'agit. 

Si  l'on  veut  que  le  cercle  représenté  par  la  formule  (11),  au  lieu 
de  toucher  simplement  la  courbe  donnée,  ait  avec  cette  courbe  un 
contact  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  à  2,  et  devienne,  par  consé- 
quent, osculateur  de  la  courbe,  il  faudra  joindre  aux  formules  (11) 
et  (12)  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

(i3)  (a;  —  ^)  d'-jc  +  (y  —  n)  d'-y  -h  dx^ -h  df^=  o, 

qui  remplacera  la  dernière  des  formules  (10).  Alors  les  coor- 
données ^,  Y]  et  le  rayon  p  se  trouveront  complètement  déterminés 
par  le  moyen  des  formules  (n),  (12)  et  (i3),  qui  coïncideront  avec 
les  équations  (19)  de  la  septième  Leçon  et  avec  les  équations  (16)  de 
la  huitième. 
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Corollaire  V.  —  Concevons  que  la  courbe  (2)  soit  une  courbe 
parabolique  dont  l'ordonnée  j  se  réduise  à  une  fonction  entière  de  x 
du  degré  n  —  i,  c'est-à-dire,  à  un  polynôme  de  la  forme 

(i4)  j  =  rt  H-  ^^  -h  c^2  +  .  .  .+/^^"--+  qx'^-'^. 

Alors,  si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante,  les  équations  (7) 
donneront 

y  =:  a  +  bx  4-  cx'^-\-  .  .  .  -+-  p x"—-  +  qx"^-\ 

y'         =^  b  -\-  2CX  -]-...-[-  {n  —  2)px"-^ -h  {n  —  i)qx"'--. 


(i5) 


^(»-2)-_  I  .2.3.  .  .(«  —  2)/)  +  2.3.4.  .  .(/i  —  l)^-^» 

\  /^"~'>=  1 .2.3. . .(/«  —  i)^; 


et,  pour  déterminer  les  constantes  a,h,  c,  . . .,  p,  q  de  manière  que  la 
courbe  (i4)  ait  avec  une  courbe  donnée,  au  point  (x,y),  un  contact 
d'un  ordre  égal  ou  supérieur  à  /i  —  i,  il  suffira  d'employer  les  équa- 
tions (i5),  après  y  avoir  substitué  les  valeurs  de  x,  y,y\  ...,y"~-\ 
y«-i)  relatives  à  la  courbe  donnée  et  au  point  dont  il  s'agit.  Si,  pour 
plus  de  commodité,  on  désigne  par  ^,  r\  les  coordonnées  d'un  point 
qui  soit  situé  sur  la  courbe  cherchée,  sans  coïncider  avec  le  point 
{x,y),  cette  courbe  pourra  être  représentée  par  l'équation  en  E  et  y] 
qui  résultera  de  l'élimination  des  constantes  a,  b,  c,  ...,/?,  q  entre 
les  formules  (i5)  et  la  suivante 

(  16  )  f]  =  a  +  bl  +  cl^-^...  +  pl"-^  +  ql"-'. 

Or,  si  l'on  développe  le  second  membre  de  l'équation  (16)  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  "^  —  x,  en  observant  qu'on  a,  pour  une 
valeur  quelconque  du  nombre  entiers, 

Ç"'  =  [^  +  (^_a^)]'« 

—  a;"'^^a;"'-^{l-x)+  "^^"^  ~  ^^  x'"-^{l  — x^^ . .  .-h  {l- x)'",     ' 
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on  trouvera 


b  -{-■>. ex  -\-  ..  .-\-  {n  —  2)p x'^-'^  -h  (n  -  -  \)q x"-^^ 


X) 


('7: 


1.2.3.  .  .{n  —  2 ) />  +  2.3.4.  •  -in  —  \)(fx  ^^_„ 

~^  I.2.3...(/i--2)  (s-^) 


I     .2.3.     .     .(«     1)7     /V  ^      j_, 

"^  i.2.3...(«^r7y"^--~'^^"  ' 

puis,  en  ayant  égard  aux  formules  (i5), 

r  y'  y" 

\  ri— y -h  •^{£,-x)-+-  __(?_^)-^-|-... 

t(«— 2.)  vt«-i) 


2. 3.  ..(«-2)'-'  ^  ^    1.2.3.  ..(/i-l)^-  ^  • 

Telle  est  l'équation  de  la  courbe  parabolique  du  degré  n  —  i  qui  a, 
en  un  point  donné  (jo,y),  un  contact  de  l'ordre  n  -—  i  ou  d'un  ordre 
supérieur  avec  une  courbe  donnée.  On  parvient  encore  à  la  même 
équation,  quand  on  cherche  à  déterminer  les  constantes  B,  C,  . . .,  P, 
Q  de  manière  que  la  courbe  parabolique  qui  est  représentée  par  la 
formule 

('9)    -n  -f^-=^BC^-  X)  +  Cil-  xy-^. .  .-^PCç^-  xy-'--i-  Qil-  x)"-\ 

et  qui  passe  évidemment  par  le  point  (^,  r),  acquière  en  ce  point 
avec  la  courbe  proposée  un  conkict  de  l'ordre  /^  —  i.  En  effet,  pour 
que  cette  condition  soit  remplie,  il  suffit,  en  vertu  des  principes 
établis  dans  la  neuvième  Leçon,  que  les  valeurs  de 

df]       d'-f]  d"^-'^n       d"^~^-f\ 

tirées  de  la  formule  (19)  et  correspondantes  -àl,—-  x,  savoir 

(21)  B,        I.2C,        ...,        l.2.3...(/l  —  2)P,        I.2.3...(«—  ()0, 

soient  respectivement  égales  aux  valeurs  de 

(22)  y',       y",        ...,       yin^^^),       yin-1^^ 

OEiwres  de  C  ,—  S.   H,   t.  V.  21 
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tirées  de  l'équation  de  la  courbe  donnée.  Or,  en  égalant  les  quan- 
tités (21)  aux  expressions  (22),  on  en  conclut 

(23)        B--T.J',        C-~r— ,        •••,        P:^i  /— ,         Q-  ^ 


J.2  I.'2.3.,.(/i  — 2)  ^  1.2.3...(/i  —  l)' 

et,  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  B,  C,  ...,  P,  Q  dans 
l'équation  (19),  on  retrouve  précisément  l'équation  (18). 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  prend  /z  ^^  2,  la  courbe  cherchée  se 
change  en  une  droite,  et  l'équation  (18),  réduite  à  la  forme 

représente,  comme  on  devait  s'y  attendre,  la  tangente  menée  par  le 
point  {oc,  y)  à  la  courbe  qui  renferme  ce  même  point. 
Si  l'on  suppose  /^  —  3,  l'équation  (18),  réduite  à  la  forme 

y'  v" 

(25)  f]-=:y+-—.{l~x)  +  ~{l-xy-. 


• 


représentera  une  parabole  du  second  degré,  qui  sera  osculatrice  de 
la  courbe  donnée,  et  qui  aura  pour  axe  une  droite  parallèle  de  l'axe 
des  y. 
Pour  terminer  ce  que  nous  avons  à  dire  sur  le  contact  des  courbes 
,  planes,  il  nous  reste  à  établir  une  proposition  digne  de  remarque,  qui 
se  rapporte  au  cas  où  l'ordre  du  contact  est  un  nombre  entier,  et  que 
l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème  II.   —  Considérons  deux  courbes  planes  dont  les  équations 
en  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques  se  présentent  sous  les  formes 

(26)  y~f{x), 

(27)  '  j  =  F(x). 

Concevons,  de  plus,  que  l'on  désigne  par  n  un  nombre  entier  quelconque, 
et  que,  les  deux  courbes  ayant  un  contact  de  l'ordre  n  en  un  point 
donné,  les  deux  fondions 

(28)  /<"^"(^')»     F^"-^'  (^) 
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restent  continues  par  rapport  à  x,  dans  le  voisinage  de  ce  même  point. 
Les  deux  courbes  se  traverseront  en  se  touchant,  si  n  est  un  nombre  pair. 
Au  contraire,  si  n  est  un  nombre  impair,  l'ordonnée  de  l'une  des  courbes 
demeurera  constamment  supérieure  à  l' ordonnée  de  l'autre,  dans  le  voi- 
sinage du  point  de  contact.  Enfin,  dans  l' une  et  l'autre  hypothèse,  celle 
des  ordonnées  /(ce),  F(^)  qui  deviendra  la  plus  grande,  quand  on 
passera  au  delà  du  point  de  contact  en  avançant  du  côté  des  x  positives, 
sera  celle  dont  la  dérivée  de  l'ordre  n  -f-  i  obtiendra  la  plus  grande  valeur 
au  point  dont  il  s'agit. 

Démonstration.  —  En  effet,  le  contact  étant  de  l'ordre  n,  si,  dans 
les  différences 

¥{x-\-i)~f{x  +  i),  F(..c  +  0 -/'(^+0,  ^"{x-hi)'-f"{x^i),  ..., 
on  substitue  pour  x  l'abscisse  du  point  donné, 

(29)  F(«+')(^-hO  — /'"^'U-^  +  O 

sera  la  première  de  ces  différences  qui  cessera  de  s'évanouir  avec  i; 
et,  puisque  les  fonctions /^"^'^(^),  F'"^'^(^)  restent  continues  par 
hypothèse  dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  il  est  clair  que  la 
différence 

(30)  FC'+'n-^) -^/'"^'H"P) 

n'obtiendra  pour  ce  point  ni  une  valeur  nulle,  ni  une  valeur  infinie, 
et  se  réduira  nécessairement  à  une  quantité  finie  différente  de  zéro. 
D'ailleurs,  en  désignant  par  G  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  on  tirera 
de  la  formule  (8)  de  l'Addition  au  Calcul  infinitésimal 

(3i)     F(^  +  0  -~f{x  4-  0  =z -^ [F("+"(^  H-  Qi)  -/(''+')(.z^  -h  Qi)\', 

et  comme,  pour  de  très  petites  valeurs  de  i,  les  expressions 

seront  des  quantités  de  même  signe,  on  peut  évidemment  affirmer 
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que,  si  l'abscisse  x  -\-  i  diffère  très  peu  de  l'abscisse  x,  le  second 
membre  de  la  formule  (3i)  sera  une  quantité  affectée  du  même  signe 
que  le  produit 

(;52)  i"^-'[F"'+"(^)— /C'+'K^)]. 

Donc,  l'expression  Y{x  ^i)  —  f{x -^  i),  équivalente  à  ce  second 
membre,  cbangera  de  signe  avec  i  et  i"^\  si  n  est  un  nombre  pair. 
Alors  celle  des  ordonnées /(^  +  i),  F(.r  +  i)  qui  était  la  plus  petite 
avant  le  point  de  contact,  du  côté  des  x  négatives,  deviendra  la  plus 
grande  de  l'autre  côté;  d'où  il  résulte  que  les  deux  courbes  se  traver- 
seront en  se  touchant.  Le  contraire  aura  lieu  si  n  est  un  nombre 
impair.  Alors,  i""*"'  étant  une  puissance  paire  de  i,  le  produit  (32) 
aura  toujours  le  même  signe  que  le  facteur  F'"^'^(ic)  —/'"'*' ^^(x),  et, 
par  suite,  l'ordonnée  ¥(x  +  i)  sera  constamment  supérieure  ou  con- 
stamment inférieure,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  à  l'or- 
donnéey"(a;  +  i),  suivant  que  ce  facteur  sera  positif  ou  négatif,  c'est- 
à-dire,  en  d'autres  termes,  suivant  que  la  quantité  Y'"^*\x)  sera 
supérieure  ou  inférieure  à  la  quantité  f^"'^"{x).  Ajoutons  que,  pour 
des  valeurs  positives  de  î,  les  expressions  (3o)  et  (32)  seront,  dans 
la  première  hypothèse  comme  dans  la  seconde,  des  quantités  de 
même  signe,  et  qu'en  conséquence  celle  des  ordonnées /(^),  F(a?) 
qui  deviendra  la  plus  grande  au  delà  du  point  de  contact,  corres- 
pondra toujours  à  celle  des  dérivées /^"'*'"(j;),  F''"^'>(a7)  qui  obtiendra 
la  plus  grande  valeur  au  même  point. 

Corollaire  J.  —  La  tangente  menée  à  une  courbe  par  un  point  donné 
n'ayant,  en  général,  avec  cette  courbe  qu'un  contact  du  premier 
ordre,  l'une  de  ces  deux  lignes  restera  pour  l'ordinaire  supérieure  à 
l'autre  avant  et  après  le  point  de  contact.  Elles  pourront,  néanmoins, 
se  traverser  mutuellement  dans  certains  cas  particuliers;  et  c'est  ce 
(jui  arrivera  pour  une  valeur  donnée  de  x,  si  les  valeurs  correspon- 
dantes de 

(33)  j",  y\    ..., 
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tirées  de  l'équation  de  la  courbe,  forment  une  suite  dans  laquelle  le 
premier  des  termes  qui  ne  s'évanouissent  pas  conserve  une  valeur 
finie,  et,  si  ce  terme  est  une  dérivée  d'ordre  impair,  qui  reste  fonction 
continue  de  x,  dans  le  voisinage  du  point  donné.  En  effet,  désignons 
par  n  un  nombre  pair  quelconque,  et  supposons  que,  les  formules 


(34)  y"^-o,        y"'=.o,         ...,         y 


(«)^- 


étant  vérifiées  pour  une  certaine  valeur  de  x,  la  valeur  correspon- 
dante de  y'"+')  demeure  finie  et  diffère  de  zéro.  Soit,  d'ailleurs, 

(35)  y  =  a  +  bx 

l'équation  de  la  tangente.  Comme  on  tirera  généralement  de  cette 
équation 

(36)  y'^a,       y"=o,       y"'  =  o,        ...,        y('n=o,       j"'-')^o,        ..., 

il  est  clair  qu'en  passant  de  la  courbe  à  la  tangente,  on  retrouvera 
pour  le  point  de  contact  les  mêmes  valeurs,  non  seulement  de  y  et 
de  /,  mais  encore  de  y",  y",  ...,  y"';  et  comme,  dans  ce  passage, 
y;«+i)  changera  de  valeur,  nous  pouvons  conclure  que  la  courbe  et  sa 
tangente  auront  un  contact  d'ordre  pair.  Par  suite,  si  la  valeur 
de  y^'^  tirée  de  l'équation  de  la  courbe  est  une  fonction  continue 
de  X,  dans  le  voisinage  du  point  que  l'on  considère,  la  courbe  et 
sa  tangente  se  traverseront  mutuellement,  en  vertu  du  théorème  II. 
Alors  le  point  de  contact  sera  un  point  d'inflexion  de  la  courbe  pro- 
posée. 

Corollaire  IL  —  Le  cercle  osculatcur  d'une  courbe,  en  un  point 
donné,  ayant,  en  général,  avec  cette  courbe  un  contact  du  second 
ordre,  ces  deux  courbes  se  traverseront  pour  l'ordinaire.  Néanmoins, 
il  peut  arriver  que,  dans  certains  cas  particuliers,  l'ordre  du  contact 
s'élève,  et  se  trouve  indiqué  par  un  nombre  impair.  Alors  le  cercle 
osculateur  et  la  courbe  pourront  cesser  de  se  traverser  mutuellement. 
Ainsi,  par  exemple,  si  la  courbe  proposée  devient  une  parabole,  une 
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ellipse  ou  une  hyperbole,  le  cercle  osculateur  aura  un  contact  du 
troisième  ordre  avec  cette  courbe,  et  cessera  de  la  traverser,  quand 
on  fera  coïncider  le  point  de  contact  avec  le  sommet  de  la  parabole, 
avec  les  extrémités  des  axes  de  l'ellipse,  ou  avec  les  extrémités  de 
l'axe  réel  de  l'hyperbole. 
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ONZIÈME   LEÇON 


SIR    L  USAGE    QLE    L  ON    PELT    FAIRE    DES    COORDONNÉES    POLAIRES    POLU     EXPRIMER 
OU    POLU    DÉCOUVRIR    DIVERSES    PROPRIÉTÉS    DES    COURBES    PLANES. 


Dans  les  Leçons  précédentes,  nous  avons  généralement  supposé 
qu'une  courbe  plane  était  représentée  par  une  équation  entre  deux 
coordonnées  rectangulaires  x,  y.  Mais  il  est  souvent  utile  de  sub- 
stituer à  ces  mêmes  coordonnées  les  coordonnées  polaires  r  et  p  déjà 
employées  dans  les  Préliminaires  (page  17),  et  liéesaux  variables.r,  y 
par  les  formules 

(1)  a:  :=  r  cosp,         y  =r.  r  siinp. 

Nous  allons  indiquer  ici  quelques-uns  des  résultats  auxquels  on  est 
conduit  par  cette  substitution. 

Observons  d'abord  que  la  quantité  r,  par  laquelle  on  désigne  le 
rayon  vecteur  mené  de  l'origine  on  pôle  à  un  point  mobile,  doit  tou- 
jours être  regardée  comme  positive.  Quant  à  l'angle  /?,  formé  par  ce 
rayon  vecteur  avec  un  demi-axe  donné,  il  pourra  être  positif  ou  né- 
gatif et  recevoir  une  valeur  numérique  inférieure  ou  supérieure  à  2-, 
ainsi  qu'on  l'a  déjà  expliqué  (vo«>les  Préliminaires,  pages  17  et  18). 
Pour  plus  de  commodité,  le  demi-axe  des  œ  positives,  à  partir  duquel 
on  compte  l'angle/?,  sera  nommé  dorénA\Sint  demi-axe  polaire. 

Cela  posé,  il  est  clair  :  1°  que  l'équation  de  tout  cercle,  qui  aura 
l'origine  pour  centre,  sera  de  la  forme 

R  désignant  une  constante  positive  égale  au  rayon  du  cercle;  2"  que 
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l'équation  d'un  demi-axe  aboutissant  à  l'origine  sera  de  la  forme 

(3)  •  p  =  l\ 

P  désignant  une  constante  positive  ou  négative.  On  peut  ajouter  que 
l'équation  (3)  continuera  de  représenter  le  même  demi-axe,  si  la 
quantité  P  croît  ou  diminue  de  manière  que  l'accroissement  ou  la 
diminution  ait  pour  mesure  un  multiple  de  la  circonférence,  ou,  en 
d'autres  termes,  le  produit  de  -n;  par  un  nombre  pair.  Enfin,  le  demi- 
axe  dont  il  s'agit  sera  remplacé  par  un  autre  dirigé  suivant  la  même 
droite,  mais  en  sens  inverse,  si  l'accroissement  ou  la  diminution  de 
la  quantité  P  est  le  produit  de  la  demi-circonférence  t:  par  un  nombre 
impair. 

Lorsqu'une  courbe  plane  est  représentée  par  une  équation  entre  les 
coordonnées  rectangulaires  a;,  y,  on  peut,  à  l'aide  des  formules  (i), 
substituer  immédiatement  aux  variables  x,  y  les  coordonnées  po- 
laires, et  obtenir  ce  qu'on  nomme  Véquation  polaire  de  la  courbe. 
Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  appelle  i,  t]  les  coordonnées  rectangu- 
laires d'un  point  fixe,  et  R,  P  ses  coordonnées  polaires  liées  aux  pre- 
mières par  les  formules 

(4)  |=iRcosP,         r)=:RsinP, 

on  reconnaîtra  que  la  droite  menée  par  ce  point  de  manière  à  former 
l'angle  '\i  avec  le  demi-axe  des  x  positives  a  pour  équation  en  coor- 
données rectangulaires 

et  pour  équation  polaire 

rcoso  — RcosP        /sino  —  R  sinP 

(6) j = . — j 

^    '  cosu;  sini]; 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(7)  rsin(/?  — <!;)  =  Rsin(P  — 4^). 
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Si  la  longueur  R  s'évanouit,  la  droite  passera  par  l'origine,  et  son 
équation  polaire  deviendra 

(8)  sin{p  —  <]/)  zi^o. 

On  vérifiera  celle-ci  en  prenant  pour  n  un  nombre  entier  quelconque, 
et  posant 

p  :=:: '\)  ±  2nr.  OU  p  ^^ 'h  ±  {2  H  +  i)r.. 

Chacune  de  ces  deux  dernières  formules  est  semblable  à  l'équa- 
tion (3),  et  représente  un  des  deux  demi-axes  qui  sont  dirigés  sui- 
vant la  droite  donnée,  mais  en  sens  contraires,  et  qui  aboutissent  à 
l'origine. 

On  peut  aisément,  dans  l'équation  (7),  substituer  l'angle  p  —  P  ii 
l'angle  p  —  '\.  En  effet, 

/>-^  =  (/>-P)  +  (P-4.)  . 

et,  par  suite, 

%\X\{p  —  (];):::=::  sin(/)  —  P)  COS  (  P  —  J;  )  +  Sin(P  —  (];  )  COS(/>  —  P). 

Or,  si  l'on  a  égard  à  cette  dernière  formule,  on  tirera  de  ré(|ua- 
tion  (7) 

/•  cos(/?  —  P)    -  R  /•sin(/>  —  P) 

••^^       '  cos(<^  — P"!        ~   sin('l-P) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

I      \  rcos(/?  — P)~R 

(10)  .^ ^ —  =cot(4^  — P. 

r  sui(/>  —  V)  ^ 

Au  reste,  pour  déduire  immédiatement  l'équation  (9)  de  l'équa- 
tion (6),  il  suffit  d'observer  que  rien  n'empêche  de  substituer  aux 
trois  angles  /;,  P  et  '\,  formés  par  trois  directions  données  avec  le 
demi-axe  polaire,  les  trois  angles />  —  P,  o  et  'j>  —  P  formés  par  les 
mêmes  directions  avec  le  demi-axe  qui  a  pour  équation  /;  =  P. 

Si,  du  point  (%•,  r\)  comme  centre,  avec  le  rayon  p,  on  décrit  un 
cercle,  ce  cercle,  représenté  par  la  formule 

(n)  (.r  — ^)-+ (/— Yl)-2=p% 

OpAivrex   de  C.  —   S.  H,  t.  V.  22 
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aura  évidemment  pour  équation  polaire 

(  /•  cosyj  --  R  cos P  )-  -T-  (  /•  sinp  —  Il  sin  P  )-  —  p-, 

011 

(12)  r-  —  2 U /■  cos  {p  —  P)  -h  IV  =  p-. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  centre  coïncide  avec  l'origine,  R  s'éva- 
nouit, et  l'équation  (12). se  réduit  à 

r-—  p-        ou        /■  =  p; 

c'est-à-dire  qu'elle  reprend  la  forme  de  l'équation  (2). 

Il  est  encore  facile  de  s'assurer  que  les  deux  paraboles  et  l'ellipse 
ou  hyperbole  représentées  par  les  trois  équations 

(i3)  J''=      2ax, 

(i5)  Ax'--{-2]ix-f-^Cj-=li 

ont  pour  équations  polaires 

2acosp 


(>6) 
(17) 

(.8) 


(- 


la  cos/> 

K 


A  cos^/>  +  2R  sin/>  cos/»  -j-  C  sin^/> 
2K 


A  +  (]  +  2R  sin 2/?  H-  (A  —  C)  cos2yy 
Si  la  formule  (i5)  se  réduit  à  l'une  des  suivantes 


(•9)  ai+F='' 

,      .  X-        r^ 

a-         b- 


l'équation  (t8)  deviendra 

(2J) 


oP-  sinV  +  6-  cos^/> 
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ou 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  constantes  a,  h  soient  posi- 
tives, et  que  l'on  ait  a  >>  h.  La  constante  a  représentera  dans  les  pa- 
raboles (i3)  et  (i4)  le  double  de  la  distance  du  foyer  au  sommet, 
dans  l'ellipse  (19)  la  moitié  du  grand  axe,  et  dans  l'hyperbole  (20)  la 
moitié  de  l'axe  réel.  Cela  posé,  si  l'on  transporte  l'origine  au  foyer  de 

la  parabole  (i4)'  et,  si  l'on  fait  -  —  R,  l'équation  de  cette  parabole  en 

coordonnées  rectangulaires  prendra  la  forme 

(23)  J-— —  4U(x  — H)  ou         jr- -4- j-:-^;-:  (2K  —  .r)-; 

puis  on  en  conclura,  en  observant  que  la  quantité 

et,  à  plus  forte  raison,  la  quantité  2R  —  ^,  doivent  toujours  rester 
positives, 

(  24  )  ^X-  4-  J-  :=  2  R  —  ^  OU  X  -1-  \/x'^  -i-  Y'^  ==  2  R. 

Si  maintenant  on  substitue  les  coordonnées  polaires  aux  variables  x, 
y,  on  trouvera  pour  l'équation  polaire  de  la  parabole 

-x  \y  2R 

(20)  /• -h /'cos/> -— 2R        ou         / 


I  -h  COSyy 

Lorsqu'on  effectue  la  même  substitution  dans  la  formule  (23),  on  en 
tire 

(26)      /•-=  (2R  —  /-COSyO)-      OU      [/-(i -h  COS/>)  —  3R][/-(l  —  COS/J)  -4- 2R]  =  o. 

De  plus,  les  quantités  r,  R  étant  essentiellement  positives,  et  la  quan- 
tité I  —  cosyD  étant  positive  ou  nulle,  il  est  clair  que  le  facteur 

/•(l  —  COS/>)  4-  2  II 
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a  toujours  une  valeur  finie  différente  de  zéro.  On  peut  donc  sup- 
primer ce  facteur  dans  la  formule  (26),  qui  par  ce  moyen  se  trouvera 
évidemment  ramenée  à  l'équation  (sS). 

Dans  une  ellipse,  ou  dans  une  hyperbole,  on  appelle  excentricité  le 
rapport  entre  la  distance  d'un  foyer  au  centre  et  la  moitié  du  grand 
axe  ou  de  l'axe  réel.  Soit  £  ce  rapport.  La  distance  du  centre  à  l'un 
des  foyers  sera,  pour  l'ellipse  (19), 


(^7) 

a£  =  \Ja-  —  b'^. 

et,  pour  l'hyperbole  (20), 

(28) 

at  —  \la-+  b-. 

Gela  posé,  si  l'on  transporte  l'origine,  dans  l'ellipse,  au  foyer  situé  du 
côté  des  œ  positives,  et  dans  l'hyperbole,  au  foyer  situé  du  côté  des  ,t 
négatives,  les  équations  de  ces  courbes  en  coordonnées  rectangu- 
laires se  présenteront  sous  les  formes 

{.x-i-  as)-        jv^  _  (x  —  as)-        Y'  _ 

Si  dans  ces  dernières  on  remet  au  lieu  de  b  sa  valeur  tirée  de  la  for- 
mule (27)  ou  (28),  elles  deviendront  respectivement 

/-=  (i  -  £-)[a2-  {x-i-asy-],         y-={e'~i)[{.v  -  asy-^  a'-] 
OU 

(29)  x^-i-y-=[a{i  — £-) —eœ]- 
et 

(30)  ^--+-7^— [a(£-  — i)  —  £^]2. 

Enfin  si,  dans  les  équations  (29)  et  (3()),  on  substitue  les  coor- 
données polaires  aux  coordonnées  rectangulaires,  on  trouvera  pour 
l'équation  polaire  de  l'ellipse 

(3i)  [/■  —  a(i  —  £-)  4- £/-cos/>][r +  a(i  —  £2)  — £/-cos/>]  =0 


CALCUL   DIFFÉRENTIEL.  173 

et,  pour  l'équation  polaire  de  l'hyperbole, 

(32)  [/■  — a(c2—  i)  -+-ercosp][r-\-a(t'--  i)  —  ô/'COS/?]  -.0. 


Dans  la  formule  (3i),  le  nombre  z  =  U  ^-^-  étant  plus  petit  que 
l'unité,  le  facteur 

/■  +  a(i  —  £-)  —  £rcosp  =  r{i  —  scosp)  +  a(i  —  e^) 

aura  toujours  uno  valeur  positive  différente  de  zéro.  On  peut  donc  le 
supprimer,  et  réduire  l'équation  polaire  de  l'ellipse  à  la  forme 

(33)  /•(i  +  £C0S7>)-a(i-£'-)  =  o         ou         ^ _  ^( t  -  £- )  ^ 

I  -h  £  COS/> 

Si,  dans  cette  dernière,  on  pose  successivement 

P  =  0,  p  =  7Î, 

on  en  tirera 

r=a{i  —  £),         /■  —  «(!  +  £). 

Ces  deux  valeurs,  dont  la  somme  est  égale  à  2a,  exprimeront  les 
distances  du  foyer  pris  pour  origine  aux  deux  extrémités  du  grand 
axe.  Quant  à  l'équation  (32),  dans  laquelle  le  nombre  £  ^  4/1  ^  --' 

est  évidemment  supérieur  à  l'unité,  elle  se  décompose  en  deux  autres, 
savoir 

(34)  r{i-h  £cosp)  —  a{e'-~i)~o         ou         /- =  —  *^ilZlll_ 

I  H-  £  COSp 

et 

(35)  r(i-£cos/j)  +  a(£2— t)  =  o         ou         r=    ^^^'— ')_. 

£  COSp  —  I 

Or  il  est  facile  de  s'assurer  que  chacune  de  celles-ci  représente  une 
seule  des  deux  branches  de  l'hyperbole,  et,  en  particulier,  que  l'équa- 
tion (3^i),  de  laquelle  on  tire 


/■_a(c  — i)         pour        p=zo 
et 


00 


pour        p  r=  zt  arc  cos 


.os(-^  ;): 
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appartient  à  la  branche  dont  le  foyer  coïncide  avec  l'origine,  tandis 
que  l'équation  (35),  de  laquelle  on  tire 

r  z=  a{^  +  i)         pon v        p  -=.  o 
et 

/•  —  00  pour        />  —  ±:  arc  cos  (  - 

appartient  à  l'autre  branche.  Les  deux  valeurs  de/?  auxquelles  corres- 
pondent, dans  chaque  branche,  des  valeurs  infinies  de  r,  indiquent 
les  directions  des  deux  demi-axes  qui  servent  d'asymptotes  à  cette 
branche.  Quant  aux  deux  longueurs 

dont  la  différence  est  égale  à  2(2,  elles  expriment  les  distances  du 
foyer  pris  pour  origine  aux  deux  extrémités  de  l'axe  réel  de  l'hyper- 
bole. 

On  pourrait  établir  directement  et  par  des  considérations  géomé- 
triques la  plupart  des  formules  qui  précèdent,  en  exprimant  à  l'aide 
de  coordonnées  polaires  les  propriétés  connues  des  lignes  que  ces 
formules  représentent.  Concevons,  par  exemple,  que,  P,  R  désignant 
les  coordonnées  polaires  d'un  point  fixe,  et  '\  un  angle  quelconque, 
positif  ou  négatif,  on  cherche  l'équation  polaire  de  la  droite  menée 
par  le  point  (P,  R)  parallèlement  au  demi-axe  représenté  par  la  for- 
mule 

(36)  p-s^^. 

Si  de  l'origine  on  mène  un  rayon  vecteur  r  à  un  point  quelconque  de 
la  droite,  et  si  l'on  nomme  o  l'angle  aigu  ou  obtus  que  forme  ce  rayon 
vecteur  indéfiniment  prolongé  avec  le  demi-axe  (36),  la  valeur  de  p 
correspondant  au  rayon  vecteur  dont  il  s'agit  sera  évidemment  donnée 
par  l'une  des  formules 

(Sj)  />:=:'|i-t-Ô,  p  =i  '\i -^  0  ±Z  1  HT. 

ou 
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Il  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Ajoutons  que  les  formules  (37) 
devront  être  préférées,  si  un  rayon  vecteur  mobile  assujetti  à  tourner 
"  autour  de  l'origine,  en  partant  de  la  position  dans  laquelle  il  coïn- 
cidait avec  le  demi-axe  (36),  est  obligé,  pour  décrire  l'angle  0,  de 
prendre  un  mouvement  de  rotation  direct,  tandis  que  les  for- 
mules (38)  devront  être  préférées  dans  le  cas  contraire.  Si  mainte- 
nant on  projette  le  rayon  vecteur  r  sur  un  axe  perpendiculaire  à  la 
droite  donnée,  on  obtiendra  pour  projection  la  plus  courte  distance 
de  l'origine  à  cette  droite,  et  cette  plus  courte  distance  se  trouvera 

exprimée  par  le  produit 

/sinô, 

qui  se  réduit,  en  vertu  des  formules  (37),  à 

/•sin(/;  —  4^), 

et  en  vertu  des  formules  (38),  à 

/•sin('l/— /^). 

Or  la  plus  courte  distance  dont  il  s'agit  étant  évidemment  une  quan- 
tité indépendante  des  coordonnées  variables  r  et p,  nous  sommes  en 
droit  de  conclure  que  le  produit  /'sin(/;  — '|)  ou  rs\n('\/  —  p)  ne 
changera  pas  quand  on  y  remplacera  p  par  P  et  r  par  R.  On  aura  donc 

r  sin(/?  —  (];)  —  R  sin(P  —  '^)         ou         /•  sin('| —/>)=:  R  sin('^  —  P). 

Chacune  de  ces  dernières  formules  coïncide  avec  l'équation  (7). 

Cherchons  à  présent  l'équation  polaire  du  cercle  décrit  du  point 
(P,  R)  comme  centre  avec  le  rayon  p.  Si  l'on  nomme  /?,  /•  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  la  circonférence,  et  <5  l'angle  com- 
pris entre  les  rayons  r,  R,  on  aura 

p--  P  ±:  0         ou         />  =-  P  ±:  (5  =-:  2  /ITT, 

et,  par  suite, 

( 39 )  ±iè  =  p  —  V  —.  2nv:, 

n  désignant  un  nombre  entier  qui  pourra  se  réduire  ii  zéro.  De  plus, 
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l'angle  §  étant  opposé  au  rayon  p  dans  le  triangle  dont  les  côtés 
sont  r,  R  et  p,  on  aura,  en  vertu  d'un  théorème  connu  de  Trigono- 
métrie, 

'  f   \  '  ï      R^  -+-  r-  —  p- 

2  K  /■ 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  remetpour  ô  sa  valeuryr?  — Pr]z  -mr., 
on  obtiendra  l'équation 

(40  eos(/>-P)  =  '^'^, ";'--'-, 

2  H  /' 

qui  coïncide  avec  la  formule  (12). 

Cherchons  encore  l'équation  polaire  d'une  parabole  dont  le  sommet 
coïncide  avec  le  point  (P,  R)  et  le  foyer  avec  l'origine.  Si  l'on  désigne 
par/;,  r  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  par  p 
l'angle  compris  entre  les  rayons  r,  R,  la  formule  (39)  continuera  de 
subsister.  De  plus,  la  projection  du  rayon  vecteur  r  sur  l'axe  de  la 
parabole  aura  pour  mesure  la  valeur  numérique  du  produit 

/•  cosâ  =  /•  cos{p  —  P); 

et,  comme  la  distance  du  foyer  à  la  directrice  sera  égale  à  2R,  la  dis- 
tance du  point  {p,r)  à  la  directrice  sera  évidemment  équivalente  à 

2  R  —  r  cos{p  —  P). 

Mais,  d'après  la  propriété  connue  de  la  parabole,  cette  distance  doit 
aussi  être  égale  au  rayon  vecteur  r.  On  aura  donc 

2R 

(42)  r  =:  2R  — /•  cos(/>  —  P)        ou 


I  ■+-  C0S(y»  —  P) 


Pour  faire  coïncider  cette  dernière  équation  avec  la  formule  (aS),  il 
suffit  de  prendre  pour  demi-axe  polaire  celui  qui,  partant  du  foyer  de 
la  parabole,  se  dirige  vers  le  sommet  de  cette  courbe,  et  de  poser  en 
conséquence  P  =  o. 

On  obtiendrait  avec  la  même  facilité  l'équation  d'une  ellipse  dans 
laquelle  un  foyer  coïnciderait  avec  l'origine,  et  l'une  des  extrémités 
du  grand  axe  avec  le  point  (P,R).  En  effet,  soient  toujours  p,  r  les 
coordonnées  polaires  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  et  0  l'angle 
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compris  entre  les  rayons  vecteurs  r  et  R.  Désignons  en  outre  par  a  le 
demi-grand  axe  et  par  £  l'excentricité.  Dans  le  triangle  formé  avec  les 
foyers  et  le  point  (/?,  r)  de  la  courbe,  l'un  des  côtés,  savoir  la  distance 
des  foyers,  aura  pour  mesure  le  produit  du  grand  axe  par  l'excentri- 
cité ou  la  quantité  2ai,  et  les  deux  autres  côtés,  dont  la  somme,  en 
vertu  d'une  propriété  connue  de  l'ellipse,  devra  être  équivalente  au 
grand  axe,  seront  représentés  par  r  Qtia  —  r.  Ajoutons  que,  dans  ce 
même  triangle,  l'angle  opposé  au  côté  ia  —  r  sera  égal  à  o,  si  le 
point  (P,  R)  coïncide  avec  l'extrémité  du  grand  axe  la  plus  éloignée 
de  l'origine,  et  au  supplément  de  l'angle  §,  c'est-à-dire  à  ti  —  S,  dans 
le  cas  contraire.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  adopte  la  seconde  hypo- 
thèse, on  trouvera 

(43)  cos(7r  — ^    =  ^ ^ ^^ ^  = ^ -' 

2(2a£)/-  c  £/• 

ou 

I  +  £  COSO 

puis,  en  remettant  pour  l  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (Sg), 

a(i  —  £-)  - 


(44 


I  -h  £  COS(/>  —  \*) 


Cette  dernière  équation  renferme,  avec  l'angle  fixe  P,  deux  autres 
constantes  a,  £,  dont  l'une  pourrait  être  remplacée  par  le  rayon  vec- 
teur R  =  rt(ï  — £).  Remarquons  de  plus  que  l'on  réduira  l'équa- 
tion (44)  à  la  formule  (33)  si  l'on  prend  pour  demi-axe  polaire  celui 
qui,  partant  de  l'origine,  se  dirige  vers  l'extrémité  la  plus  voisine  du 
grand  axe  de  l'ellipse,  et  si  l'on  pose  en  conséquence  P  =  o. 

Considérons  enfin  une  branche  d'hyperbole  dont  le  foyer  coïncide 
avec  l'origine,  et  le  sommet  avec  le  point  (P,  R).  Soient/?,  r  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  cette  branche  et  Z  l'angle  compris 
entre  les  rayons  vecteurs  r,  R.  Désignons  en  outre  par  ia  l'axe  réel 
de  l'hyperbole  et  par  £  l'excentricité.  Dans  le  triangle  formé  avec  les 
foyers  et  le  point  (/?,  r),  l'un  des  côtés,  savoir  la  distance  des  foyers, 
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sera  égal  au  produit  laz,  et  les  deux  autres  côtés,  dont  la  différence 
devra  être  équivalente  à  l'axe  réel,  seront  représentés  par  r  et  2«  +  r. 
Ajoutons  que,  dans  ce  même  triangle,  l'angle  opposé  au  côté  -la  -h  /■ 
sera  précisément  l'angle  §.  On  aura  donc 

(45)  cosd  = — 


OU 


2(2«£)/'  sr  e 

~   1  +  £  COSÔ' 


puis,  en  remettant  pour  o  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (39),  on 
trouvera 

a{e^ — i) 


(46) 


I  H-  £  COS(/?  —  P) 


On  pourrait,  dans  cette  dernière  équation,  remplacer  l'une  des  con- 
stantes a,  £  par  le  rayon  R  =  a(i  —  i).  Remarquons  de  plus  qu'on 
réduira  l'équation  (46)  à  la  formule  (34)  si  l'on  prend  pour  demi-axe 
polaire  celui  qui,  partant  de  l'origine,  se  dirige  vers  le  sommet  de  la 
branche  que  l'on  considère,  et  si  l'on  pose  en  conséquence  P  =  o. 

Si  l'on  plaçait  l'origine,  non  plus  au  foyer  de  la  branche  d'hyper- 
bole dont  on  demande  l'équation  polaire,  mais  au  foyer  de  l'autre 
branche,  il  faudrait  évidemment,  dans  la  formule  (45),  remplacer  la 
longueur  2a  -i-  r  par  r  —  2a.  On  aurait  donc  alors 

(47)  cosa= ^ / ,  — '-=^ _Z  4_  _ 

ou 

a(£^—i) 
r=  — ' — v^— > 

£  COSO  —  1 

et  par  suite 

(48)  ••-        «^(£'-0 


£COS(/?  —  P)  —  1 


lin  réduisant,  dans  cette  dernière  formule,  la  constante  P  à  zéro,  on 
retrouverait  l'équation  (35). 
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On  peut  se  servir  avec  avantage  des  coordonnées  polaires,  non  seu- 
lement pour  exprimer,  mais  encore  pour  découvrir  les  diverses  pro- 
priétés des  courbes  planes  et  pour  déterminer  leurs  centres,  leurs 
axes,  leurs  diamètres,  leurs  points  singuliers,  etc.  Concevons,  par 
exemple,  que  l'on  se  propose  de  trouver  les  deux  axes  ou  l'axe  réel  de 
l'ellipse  ou  hyperbole  représentée  par  l'équation  (i8).  Jl  suffira  évi- 
demment, pour  y  parvenir,  de  doubler  la  valeur  maximum  ou  mi- 
nimum du  rayon  vecteur  r.  De  plus,  il  est  clair  que  cette  valeur 
maximum  ou  minimum  correspondra  au  minimum  ou  au  maximum 
de  l'expression 

(49)  2B  sin2/>  +  (A  —  C)  C0S2/? 

et,  par  conséquent,  à  une  valeur  dep  déterminée  par  la  formule 

2B 

(50)  2B  C0S2/?  — (A  —  C)  sin2/?  =  o        ou        lang2/>r=- -, 

qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  l'expression  (49).  Or  on 
satisfait  à  l'équation  (5o)  en  désignant  par  n  un  nombre  entier  quel- 
conque et  prenant 

(5i)  /?  =  -  are  tang -r- — r^  ±z  ni:, 

2  A.  —  \j 

ou 

(52)  /,  =  iarctang^±(,.  +  l)7r. 

Ces  deux  dernières  formules,  semblables  à  l'équation  (3),  repré- 
sentent deux  droites  qui  se  coupent  à  angles  droits  et  qui  coïncident 
avec  les  axes  de  la  courbe  que  l'on  considère.  Ajoutons  que  l'on  tire 
de  la  formule  (5o) 

sin2/) C0S2/? I  2B  sin2yD  H- (A  —  C)cos2/o 

2B     ~  A  — C  '~~  y/4B2+(A  — C)^  ~  4B-4-(A  — C)-  ' 

et  qu'en  conséquence  la  valeur  maximum  ou  minimum  de  l'expres- 
sion (49)  sera 

(53)  ±:v/4B^+(A-C)^ 
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On  arriverait  encore  à  cette  conclusion  en  partant  de  l'équation 

[2B  sin2/;  +  (A  —  C)  cos2/;]- 
+  [2B  cos2/>  —  (A  —  C)  sm2pY=  4B24-  (A  —  C)^, 

de  laquelle  il  résulte  que  la  valeur  numérique  de  l'expression  (49)  est 
toujours  inférieure  à  la  racine  carrée  de  la  somme  4B"H-(A  —  C)-, 
quand  la  différence  2B  cos2/?  —  (A  —  C)  sin2/?  a  une  valeur  diffé- 
rente de  zéro,  et  devient  égale  à  cette  racine  carrée,  dans  le  cas  où 
la  même  différence  s'épanouit.  Si  maintenant  on  substitue  succes- 
sivement dans  la  formule  (18),  au  lieu  de  l'expression  (49)»  sa 
valeur  minimum  —  v/4B-4-(A  —  C)%  et  sa  valeur  maximum 
-+■  sJliB-  +  (A  —  C)-,  on  obtiendra  les  deux  équations 

(55) 


A  +  C  — v/4B^+(A  — C)-^ 

2K 

A  +  C  +  v/4'B^+(A  — C)^' 


Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  valeurs  précédentes  de  r^  sont  les 
deux  racines  de  l'équation 


K        A/K       ., 


déjà  obtenue  dans  la  onzième  Leçon  de  Calcul  différentiel.  Comme 
leur  produit,  savoir 


K^ 


AC-B^ 


est  toujours  une  quantité  affectée  du  même  signe  que  la  différence 
AC  —  B-,  il  est  clair  qu'elles  seront  toutes  deux  positives  si,  AC  —  B- 
étant  positif,  A,  C  et  K  sont  des  quantités  de  même  signe.  Alors  les 
valeurs  maximum  et  minimum  de  r-  fourniront  deux  valeurs  réelles 
maximum  et  minimum  du  rayon  vecteur  r.  Au  contraire,  une  seule 
des  valeurs  de  r'-  restera  positive,  et  la  valeur  correspondante  de  r 
restera  seule  réelle,  si  AC  —  B-  devient  négatif.  On  sait  effectivement 
que  la  condition  AC  —  B-^o  est  vérifiée  pour  l'ellipse,  qui  a  deux 
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axes  réels,  et  la  condition  AC  —  B--<o  pour  l'hyperbole,  qui  a  un 
seul  axe  réel. 

Parmi  les  courbes  dont  les  diverses  propriétés  peuvent  être  plus 
aisément  reconnues  quand  on  fait  usage  de  coordonnées  polaires, 
nous  citerons  les  spirales,  qui  forment  ordinairement  un  grand 
nombre,  souvent  même  une  infinité  de  révolutions  autour  de  l'ori- 
gine, de  manière  à  s'approcher  ou  à  s'éloigner  de  plus  en  plus  d(^ 
cette  même  origine.  Les  spirales  qui  ont  particulièrement  fixé  l'at- 
tention des  géomètres  sont  la  spirale  d' Archimède,  la  spirale  hyperbo- 
lique et  la  spirale  logarithmique. 

Dans  la  spirale  d'Archimède,  le  rayon  vecteur  r  croît  proportion- 
nellement à  l'angle  p.  Elle  a  donc  pour  équation  polaire 

(56)  .  r  =  ap, 

a  désignant  une  quantité  constante.  Lorsque  cette  constante  est  posi- 
tive, on  ne  peut  attribuer  à  p  que  des  valeurs  positives,  puisque  r  ne 
doit  jamais  devenir  négatif.  Dans  la  même  hypothèse,  si  l'on  désigne 
par  R  la  valeur  de  r  correspondant  à  />  =  nr.,  on  aura 

et  si  l'on  fait  croître  l'angle  p  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini  positif,  le 
rayon  vecteur  r  variera  entre  les  mêmes  limites.  En  conséquence,  la 
courbe  pourra  être  considérée  comme  décrite  par  un  point  mobile 
qui,  partant  de  l'origine  des  coordonnées,  tournerait  une  infinité  de 
fois,  avec  un  mouvement  de  rotation  direct,  autour  de  cette  origine, 
et  s'en  éloignerait  indéfiniment.  Si,  dans  l'équation  (56),  on  sub- 
stitue à  la  constante  a  le  rayon  vecteur  R,  cette  équation  deviendra 

(57)  '  r=:R-^, 

27r 

et  si  l'on  prend,  avec  Archimède,  le  rayon  R  pour  unité  de  longueur, 
on  aura  simplement 

(58)  r  =  -P-. 

271 
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La  spirale  hyperbolique  est  celle  dont  on  obtient  l'équation  polaire 
en  écrivant  les  coordonnées  polaires  r  et  /?  à  la  place  des  coordonnées 
rectangulaires  x  et  y  dans  l'équation  xy  =2  a,  qui  représente  une 
hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses  asymptotes.  Cette  spirale  sera 
donc  représentée  par  la  formule 

(09)  /y>  =  a  ou         /■=:-. 

Si  l'on  suppose  la  constante  a  positive,  p  devra  l'être  pareillement;  et 
si  l'on  fait  varier/?  entre  les  limites  0,  qo,  /•  variera  entre  les  limites 
ce,  o,  de  manière  que  l'on  ait 

r^=oo        pour        />  =  o, 

et 

/  =  o         pour        p=zoo. 

En  conséquence  la  courbe  pourra  être  considérée  comme  décrite  par 
un  point  mobile  qui,  partant  d'une  position  dans  laquelle  il  se  trou- 
verait placé  à  une  distance  infinie  de  l'origine  des  coordonnées,  tour- 
nerait une  infinité  de  fois,  avec  un  mouvement  de  rotation  direct, 
autour  de  cette  origine,  et  s'en  approcherait  indéfiniment  sans  pou- 
voir jamais  l'atteindre,  r  ne  pouvant  s'évanouir  que  dans  le  cas  où  le 
nombre  des  révolutions  deviendrait  infini.  Ajoutons  que  la  spirale 
hyperbolique  a  pour  asymptote  la  droite  parallèle  à  l'axe  des  x,  et 
dont  l'équation  en  coordonnées  rectangulaires  est 

(60)  r  =  a. 

En  effet,  on  tire  de  l'équation  (39)  combinée  avec  la  seconde  des  for- 
mules (i) 

s'mp 

et  par  conséquent  y  =  a,  pour  une  valeur  nulle  de/?,  à  laquelle  cor- 
respond, comme  on  l'a  déjà  remarqué,  une  valeur  infinie  de  r. 

La  spirale  logarithmique  est  celle  dans  laquelle  l'angle/?  se  réduit 
au  logarithme  du  rayon  vecteur  r.  Si  les  logarithmes  sont  pris  dans  le 
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système  dont  la  base  est  A,  et  indiqués  par  la  caractéristique  L,  alors, 
en  posant 

Le  ^=  rr  =:  a, 

on  trouvera  pour  l'équation  polaire  de  la  spirale  logarithmique 
'(6i)  p  z=zLr  =  air, 

OU 

p 

(62)  r=:e". 

Si  le  nombre  A  est  supérieur  à  l'unité,  la  constante  a  sera  positive. 
Alors,  tandis  que/?  variera  entre  les  limites 

P  =  —  QC,         p  =  <x>, 

r  sera  toujours  positif,  et  variera  entre  les  limites 

r  =:  o,         r  =  00. 

De  plus,  on  aura  r=i  pour/?  =  o.  Cela  posé,  on  pourra  évidemment 
considérer  la  spirale  logarithmique  comme  décrite  par  un  point 
mobile  qui,  placé  d'abord  sur  le  demi-axe  polaire,  à  la  distance  i  de 
l'origine  des  coordonnées,  tournerait  une  infinité  de  fois,  avec  un 
mouvement  de  rotation  direct  ou  rétrograde,  autour  de  cette  même 
origine,  de  manière  à  s'en  éloigner  indéfiniment  dans  le  premier  cas, 
et  à  s'en  rapprocher  indéfiniment  dans  le  second,  mais  sans  pouvoir 
jamais  l'atteindre. 

Lorsqu'une  courbe  plane  est  représentée  par  une  équation  en  coor- 
données polaires,  pour  la  faire  tourner  autour  de  l'origine  de  manière 
que  chaque  rayon  vecteur  décrive  un  angle  égal  à  P,  il  suffit  évidem- 
ment de  remplacer  la  coordonnée  p  par/?  —  P,  en  ayant  soin  d'at- 
tribuer à  la  quantité  P  une  valeur  positive,  quand  le  mouvement  de 
rotation  est  direct,  et  une  valeur  négative  dans  le  cas  contraire.  En 
opérant  comme  on  vient  de  le  dire  sur  l'équation  (62),  on  obtiendra 
la  formule 

(63)  r=:e  "  , 
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qui  représentera  la  spirale  logarithmique  dans  une  position  nouvelle. 
Alors,  si  l'on  désigne  par  R  le  rayon  vecteur  correspondant  à  /?  =  o, 
on  aura 

(64)  I\^e   '-, 

et  l'équation  (63)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

r 

(65)  r  =  l{e"        ou        p  =  a{lr—n\). 

Si,  dans  la  dernière  formule,  on  substitue  aux  coordonnées  r  et  p 
leurs  valeurs  en  ^r  et  j  tirées  des  équations  (i),  savoir 

(66)  p  =  'àrcVàng((^)),  r  —  \/œ-  +  y-, 


on  retrouvera  précisément  l'équation  (47)  de  la  première  Leçon, 
c'est-à-dire  l'équation  de  la  spirale  logarithmique  en  coordonnées 


rectangulaires. 
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DOUZIÈME  LEÇON. 


USAGE    DES    COORDONNÉES    POLAIRES     POUR    LA    DÉTERMINATION    DE    l'iNCLINAISON, 
DE    l'arc,    DL    RAYON    DE    COL'RBLRE,    ETC.,    d'uNE    COLRBE    PLANE. 


Si  Ton  veut  substituer  les  coordonnées  polaires  aux  coordonnées 
rectangulaires,  dans  les  formules  qui  déterminent  l'inclinaison,  l'arc 
ou  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  plane,  il  suffira  de  recourir  aux 
équations 

(i)  .2- = /•  cos/^,        j^=/-sin/?. 

Ainsi,  par  exemple,  la  formule 

dv 

que  nous  avons  établie  dans  la  première  Leçon  (page  4^)»  <'t  qui 
fournit  pour  l'angle  ^  une  infinité  de  valeurs  numériques  dont  la  plus 
petite  est  l'inclinaison  de  la  courbe,  deviendra,  en  vertu  des  équa- 
tions (i) 

r  dp 

mnpdr  -i-  rcosp  dp  °^  dr 

^^        co^p  d/'  —  r  smp  dp  .  rdp 

^  f"    ^         i-  tang/^  -^ 

et  l'on  en  conclura 

rdp         langtL  —  tang/»        ,         ..  . 

dr  1 -H  tango;  tangyw 

ou 

(4)  col(^{.-/>)^ 


r  dp 
On  pourrait,  au  reste,  établir  directement  la  formule  (4).  En  effet, 

OEiivres  de  C.  —  S.  U,  t.V.  ^4 
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comme  on  a,  en  vertu  des  formules  (j)  et  (2), 

cos/? sinp  cost];       si  ni]/ 


—  j 


u;  j'  dx  dv 

on  trouvera 

,.,  ,,,  ,       cos('-L— o)        cos«  cosJ; -ï- siii/>  siini^       x  dx -\- y  dy 

(.))      coi((|—  /j)  =  -.—'-y — ^--  =  — i- — ,— ; ^ -;-  =  — ^^—-^ . 

sin(t|/ — p)       C0S/JSII14; — sin/»cosvj;       ^  dy  —  y  dv 

D'ailleurs  on  tire  des  équations  (i) 

(6)  /--HT  07- -H  y-,        />  —  arc  langM   -  )  )> 
et  par  suite 

,  ,  .  ,         X  dy  —  )'  dx        X  dy  —  v  dx 

2  /'  dr  ~-  2  J7  dx  4-  2  y  dv,         dp  ir: -„ — —- —  =z ■ ~ 5 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(7)  rdr  =  xdx-\-ydy,         r'^  dp   -  x  dv — y  dx. 

Il  en  résulte  que  le  dernier  membre  de  la  formule  (5)  peut  être 

réduit  à 

r  dr  dr 

r-dp        rdp 

et  cette  formule  elle-même,  à  l'équation  (4). 

On  pourrait  encore  parvenir  très  aisément  à  la  formule  (/|)  en 
s'appuyant  sur  les  principes  établis  dans  la  neuvième  Leçon.  En  effet, 
on  a  vu  dans  la  Leçon  précédente  que  l'équation  polaire  d'une  droite 
dont  les  coordonnées  variables  sont  r  et/>,  est  de  la  forme 

(8)  /'sin  {p  —  ^)  -~  Ilsin(P  —  ■!)  —  const., 

et,  pour  que  cette  droite  touche  une  courbe  plane  en  un  point  donné, 
il  faudra  (voir  h  neuvième  Leçon)  que  les  valeurs  des  quantités 

dr 
^'     '     ^'     dp 

relatives  au  point  dont  il  s'agit  restent  les  mêmes  dans  le  passage  de 
la  droite  à  la  courbe.  Or,  en  différentiant  l'équation  (8),  on  obtient 
la  suivante 

(9)  s'm{p  —  ^)dr-i~  cos(p  --<\t)rdp  —  o, 
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qui  coïncide  avec  la  formule  (4).  Donc  cette  formule  devra  être  véri- 
fiée, pour  le  point  de  contact,  par  les  valeurs  de  r  et  -^  tirées  de 
l'équation  de  la  courbe. 

Dans  le  cas  où  l'on  prend  p  pour  variable  indépendante  et  où  l'on 
désigne  par 

les  dérivées  successives  de  r  relatives  à  /?,  savoir 

dr        dr  r       d^  r 
dp       dp-       dp' 

l'équation  (7|)  devient  simplement 

/•' 

(lO)  .  COl(d;  —  p)   :-:   --• 

La  formule  (4)  ou  (lo)  une  fois  obtenue,  il  est  facile  de  trouver  les 
équations  polaires  de  la  tangente  et  de  la  normale  menées  à  une 
courbe  plane  par  un  point  donné.  Concevons,  par  exemple,  que,  /?, 
r  désignant  toujours  les  coordonnées  du  point  de  contact,  P,  R  de- 
viennent les  coordonnées  variables  de  la  tangente.  L'équation  polaire 
de  cette  droite  sera 

(il)  K  sin (  P  —  (]/  )  r-  /■  sin  ( />•  —  (i )' 

pourvu  que  l'on  détermine  l'angle  ^p  par  la  formule  (4)  ou  (ro ).  Or, 
en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  pour  établir  l'équation  (lo)  de  la 
onzième  Leçon,  on  reconnaîtra  que  la  formule  (i  i)  peut  s'écrire  ainsi 
qu'il  suit  : 

•      Rsin(P  —  p)  ^^      '  ' 

Donc,  en  remettant  pour  cot('v};  — />)  sa  valeur,  on  trouvera  détinili- 
vement 

,  n.  Rcos(P —/>)  —  /•  __    dr    /•' 

Rsii](P — p)  r  dp      '  r 

Telle  est  l'équation  polaire  de  la  tangente.  Pour  obtenir  celle  de  la 
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normale,  il  suffira  évidemment  de  remplacer  dans  la  formule  (12) 
l'angle  ^  par  l'angle  '^  ±  -•  On  aura  donc,  en  désignant  par  P,  R  les 
coordonnées  variables  de  la  normale 

,   ,.  H  cos(P —  />»)  — /■  ,        ,,  ,  rdp  r 

^      '  Hsin(P— ^)  ^^^      ^'  dv  r' 

Soit  maintenant  l'angle  u  compris  entre  la  courbe  que  l'on  con- 
sidère et  le  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  le  rayon  r, 
c'est-à-dire  l'angle  aigu  formé  par  la  tangente  à  la  courbe  avec  la 
perpendiculaire  à  ce  rayon.  -  —  u  sera  l'angle  aigu  compris  entre  le 
même  rayon  et  la  tangente,  et,  par  conséquent,  la  plus  petite  des  va- 
leurs numériques  de  '\)  —p.  On  aura  donc 


tangu 


et,  par  suite, 

(i5)  langu 


=  COt^^  —uJ-t:  ±001(1-/?), 

dr   _  ,    dl{r) 


dp  dp    . 


OU 


r' 
(16)  tangu— ±-. 

De  plus,  comme  la  quantité  tangu  sera  essentiellement  positive,  et 
que,  pour  de  très  petites  valeurs  numériques  de  Ap,  le  rapport^  se 
trouvera  toujours  affecté  du  même  signe  que  sa  limite  -7-  =  /-',  on 

devra  évidemment,  dans  les  seconds  membres  des  équations  (i5) 
et  (iG),  préférer  le  signe  -+-,  si,  h  partir  du  point  (p,  r),  le  rayon  / 
croît  avec  l'angle/?,  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

Observons  encore  que  de  l'équation  (iG)  on  déduit  immédiatement 
les  deux  suivantes 


(17)  cosj  =  ±-  ,  n  sin-j  —  ±  — =:^l--==• 

Concevons  à  présent  que  l'on  désigne  par  s  l'arc  de  la   courbe 
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donnée,  compté  à  partir  d'un  point  fixe  pris  sur  cette  courbe,  et  par  p 
le  ravon  de  courbure.  On  aura  (cinquième  et  sixième  Leçons) 

(  1 8  )  J5-  —  dx-  -h  dy-, 

I  dxd'^y  —  dyd-œ   • 


(19) 


{dx^'-i-  dy"-)' 


En  substituant  dans  ces  dernières  formules  les  valeurs  de  x,  y  tirées 
des  équations  (i),  on  trouve,  après  les  réductions  effectuées, 

(20)  ds^—dr''+r^-dp'', 

I  r{dr  d^p  —  dp  d-  /•)  4-  (  2  dr"-  i-  r^-  dp' )  dp 

(21)  -=^ ^^ , 

puis  on  en  conclut,  en  prenant^»  pour  variable  indépendante, 

ds"^ 

(->  4^ ='■'+'■"' 

I         ,    r-  —  rr"  -+-  2  r'^ 

(^^3)  ■  -=± ^• 

Il  est  essentiel  d'observer  qu'on  abrège  les  calculs  et  qu'on  n'a  plus 
besoin  d'effectueraucune  réduction,  quand,  au  lieu  des  équations  (i), 
on  emploie  les  suivantes 

(24)  -^  +  /  V^ —  '  ==  reP'/-\         •^'  —  y  \/-^  •  ^^  /-e-^V-i. 

Ainsi,  par  exemple,  en  prenant/?  pour  variable  indépendante,  on 
tirera  des  équations  (24) 

(  dx    -h  dy  \^—  I  =  (r'  -h  r\J—  i)<?pv/-*     dp, 

(25)  ■"       _ 

(  dx    —  dy  \l—  I  =  (r'  —  /•  y/—  i  )e-/'v'-'  dp, 

i  d'-x  +  d^y  \l^^i  =  (  r"  —  /•  -f-  2  r'  \J^i  )  e/V"'    dp"", 

(26)  

(  d^x  —  d'-y  \f^\  =  (r"  —  /•  —  2  rV—  r  )e-/'v'-i  dpK 

Or,  si  l'on  multiplie  l'une  par  l'autre  :  i"  les  équations  (23);  2°  la 
seconde  des  équations  (23)  et  la  première  des  équations  (?^6),  on 
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trouvera  immédiatement 

(  27  )  dœ-  +  dy"-  "  (  r2  +  r'^  )  dp\ 

et  l'on  reconnaîtra  que  la  dilTérence  dx  d-y  —  dyd-x  est  égale  au 
coefficient  de  y  —  i  dans  le  produit 

( ,.'  _  ,.  ^riTi  )  ( /•"  -  /■  +  2  r'  v^^  )  dp\ 
en  sorte  qu'elle  a  pour  valeur 

(  28  )  dx  d-y  —  dy  d-  .r  =  (  2  r'-  —  rr"  +  /'-  )  dp'^. 

Si  l'on  cessait  de  prendre  w  pour  variable  indépendante,  on  trouverait 

(  29  )  dœ-  -i-  (iy-  :—  dr-  -f-  /"-  dp"-, 

(  3o )        dx  d- y  —  dy  d-x  z=:  r{  dr  d-p  —  dp  d-r)  -\-  (2  dr-  ■+-  r-  dp-  )  dp. 

En  ayant  égard  aux  formules  (27)  et  (28)  ou  (29)  et(3o),  on  déduira 
évidemment  les  équations  (22)  et  (23)  ou  (20)  et  (21)  des  formules 
(i8)et(i9). 

Soient  maintenant  ^,  v]  les  coordonnées  rectangulaires  du  centre  de 
courbure  correspondant  au  point  {x,y)  et  P,  R  les  coordonnées  po- 
laires du  même  centre,  liées  aux  premières  par  les  formules 

(3i)  ^  =  RcosP,         ry  — RsinP; 

on  aura  (voir  la  septième  Leçon) 

Ti  —  y  ^  —  X dx"^  -4-  dy''' 


dx  —  dy        dx  d' y  —  dy  d'- x^ 

et  l'on  en  conclura 

y{f]  —  y)  -^  x{l'-~  x)  _  x{r\—  y)  —  r(|  —  ■2')  _       .  dx- -\-  dy- 


y  dx  —  X  dy  x  dx  -■{-  y  dy  dx  d-y    -  dy  d-  x 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

,oox  -a^H  -+-  yn  —  {x--+-y-)  _     xn  —  yl      _        dx'^  +  dy- ^ 

y  dx  —  X  dy  x  dx  -H-  y  dy   ^  dx  d-y  —  dy  d-  x  ' 

puis,  en  substituant  les  coordonnées  polaires  aux  coordonnées  rec- 
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tangulaires  à  l'aide  des  formules  (i),  (7),  (29),  (3o)  et  (3i),  on 
trouvera 

(  RcosfP  — yo)  — /•  _  Rsin(P  — yP) 


(34)     -'  ~''''P  ^'* 

'  dr-  -t-  r^  dp'^ 


r{dr  d'p  —  dp  d'-r)  h-  (2  dr^ -h  r-  dp- )  dp 
Si  l'on  prenait/?  pour  variable  indépendante,  on  aurait  simplement 

On  tire  de  cette  dernière  formule 

(  R  sin  (  P  -  /.  )  --=  /•'  —^-1^-4;--- , 

(36)    ; 

R  cos  (  P  —  /?  )  =  r    I r.; 7, :^     ''-  r  —T, 1, ;  ; 

'  \  'ir  ■—  rr"  ^  I- )  ir'-  —  rr"  -\-  r-^ 

et  par  suite 

'  /•'      ,-2  _^   ,.'2 

l  tang(P-/;)=  -  yj^^iT^' 

(37)  \ 


Ajoutons  que  la  formule  (35)  peut  s'écrire  comme  il  suit 
(38)  I— î^cos(P— p)  — ?-sin(P-/>)=d= 


V  r-  -h  r 
et  entraîne,  par  conséquent,  les  deux  équations 


(39; 


i  R  sin(P- 

-P) 

_i-         ' 

±  0  siiTJ, 

"-^^^rp^p^ 

1  Rcos(P- 

-P)- 

rp  pcosu. 

Il  serait  facile  de  parvenir  aux  formules  (21)  et  (34),  on  partant 
des  principes  établis  dans  la  neuvième  Leçon.  En  effet,  le  cercle 
décrit  du  point  (P,  R)  comme  centre,  avec  le  rayon  p,  a  pour  équa- 
tion polaire  {i^oir  la  Leçon  précédente) 

(4o)  /••2-2RrCOS(P— />)  ^R-=::p-. 
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Or  admettons  que  le  même  cercle  devienne  osculateur  d'une  courbe 
donnée  en  un  certain  point  pris  sur  cette  courbe,  c'est-à-dire  qu'il 
acquière  en  ce  point  avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre  ou 
d'un  ordre  plus  élevé.  Non  seulement  les  coordonnées  p,  r,  mais 
encore  les  différentielles  dp,  d}p,  dr,  d-r  devront  conserveries  mêmes 
valeurs  relatives  au  point  de  contact  dans  le  passage  du  cercle  à  la 
courbe.  En  d'autres  termes,  les  valeurs  de 

p,     dp,     (Pp;         r,     dr,     d-r, 

tirées  des  équations  de  la  courbe,  devront  satisfaire  à  l'équation  finie 
du  cercle  et  à  ses  équations  différentielles  du  premier  et  du  second 
ordre.  D'ailleurs,  ces  trois  dernières  équations  pouvant  s'écrire 
comme  il  suit 

[ K  sin  (/;  —  P  )]^  +  [  R  cos  ( /?  -  P  )  -  r]^  ==  p% 

Rr  sin(/>  —  V)dp  —  {K  cos(/»  —  P)  —  /■]  dr  =  o, 

j  R  sin  (  /^  —  P  )  (  r  d^-p  -\-  idp  dr) 

\       —  [Rcos  {p  —  P)  —  r]{d-r  —  r  dp-)  =  '^  {d/--i-  r- dp-), 

on  en  tirera  immédiatement  la  formule 

Rcos(/?  — P)  — /■  _  Rsin(/?  — P) 
Tdp  ~  dr 

,    l[Rsin(/^-P)]-^+[Rcos(/)-P)-/-)^i^__^  p 


(40 


v/(  dr-  -h  r^  dp-  )  \^\  dr^  +  r'  dp'-  ) 

Ksin(/)—  r)ird-p-+-  idpdr)  —  [R  cos(/>  — P)  —  r']{d-r  —  r  dp'-) 
r{dr  d^p  —  dp  d- r)  +  (2  dr"^ -\-  r^  dp^)dp 

dr"-  ^  r""  dp'' 


r ( dr  d^p  —  dp  d"- r)  -\-  {1  dr^  -\-  r'^  dp-  )  dp 

qui  comprend  à  elle  seule  l'équation  (21)  et  la  formule  (34). 

11  ne  sera  pas  inutile  d'observer  qu'on  pourrait  établir  directement 
et  par  des  considérations  purement  géométriques  la  plupart  des  for- 
mules qui  précèdent.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  voir  en  peu  de 
mots. 

Considérons  sur  une  courbe  plane  deux  points  très  voisins  dont  les 
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coordonnées  polaires  soient  respectivement/?,  r,  et/;-j-A/?,  r -h  l/\ 
Désignons  à  l'ordinaire  par  s  l'arc  de  la  courbe  renfermé  entre  un 
point  fixe  et  le  point  (p,  r),  et  par  u  l'angle  aigu  que  forment,  en  se 
coupant,  la  courbe  et  le  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec 
le  rayon  /■.  Les  arcs  compris,  sur  la  courbe  et  le  cercle  dont  il  s'agit, 
entre  les  rayons  vecteurs  r  et  r -i-  Ar,  seront  évidemment  représentés 
par  les  valeurs  numériques  des  deux  expressions 

As,     r  Ap  ; 

et,  si  l'on  nomme  w  l'angle  aigu  que'  les  cordes  de  ces  arcs  forment 
entre  elles,  w  aura  précisément  pour  limite  la  quantité  u.  Ajoutons 
que  les  deux  cordes  et  la  longueur  ±  Ar  composeront  un  triangle 
rectangle  dans  lequel  le  côté  ±  Ar  sera  opposé  à  l'angle  w.  Dans  le 
même  triangle,  lorsque  l'arc  ±  A^  deviendra  infiniment  petit,  l'angle 
opposé  à  la  corde  de  cet  arc  différera  très  peu  d'un  angle  droit,  et 
pourra  être  représenté  en  conséquence  par 


±  £  désignant  une  quantité  infiniment  petite.  Par  suite,  le  troisième 
angle  opposé  à  la  corde  de  l'arc  ±  rAp  sera 


W 

2 


et,  en  comparant  deux  à  deux  les  sinus  des  angles  aux  côtés  qui  leur 
sont  opposés,  on  établira  les  équations 


-      .    T. 

Ar  _         sino)  r  Ap       ^'"\  2 


As  .      /  71     ,       \  As  .      /  71 

sm    -±£  sin(-±£ 


2  /  \2 


desquelles  on  tirera,  en  écrivant  cos(a)  ±  s)  au  lieu  de  sin  (^-  —  w 
et  passant  aux  limites 

(42)  ±~=^\nj,         ±^^  —cosj. 

as  ds 
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Si  l'on  divise  les  formules  (f\'2)  l'une  par  l'autre,  on  retrouvera 
l'équation  (i5).  Si  au  contraire  on  les  ajoute,  après  avoir  élevé  au 
carré  les  deux  membres  de  chacune  d'elles,  on  obtiendra  la  formule 


dr-  -\-  r-  dp-  __ 


qui  coïncide  avec  l'équation  (20). 

Considérons  maintenant  le  triangle  qui  a  pour  sommets  l'origine 
des  coordonnées,  le  point  (p,r)  de  la  courbe  plane  et  le  centre  de 
courbure  correspondant  à  ce  point.  Si  l'on  désigne  par  p  le  rayon  de 
courbure  et  par  (P,  R)  les  coordonnées  du  centre  de  courbure,  les 
trois  côtés  du  triangle  seront  respectivement  r,  R  et  p.  De  plus,  il  est 
clair  que,  dans  le  même  triangle,  l'angle  aigu  ou  obtus  compris  entre 
le  ravon  vecteur  r  et  le  rayon  de  courbure  p,  perpendiculaire  à  la 
tangente,  sera  équivalent  à  l'angle  i»  compris  entre  la  tangente  et  la 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  ou  au  supplément  de  l'angle  u. 
Enfin,  si  l'on  nomme  0  l'angle  renfermé  entre  les  rayons  vecteurs  r 
et  R,  on  aura  évidemment  [voir  l'équation  (89)  de  la  Leçon  précé- 
dente] 

(43)  ±ôz=p  —  P±2n7ï, 

n  désignant  un  nombre  entier  qui  pourra  se  réduire  à  zéro.  Quant  au 
troisième  angle,  il  aura  pour  supplément  la  somme  des  deux  autres, 
savoir, 

Ô  +  -J  ou  Ô  H-  TT  —  U. 

Cela  posé,  si  l'on  compare  les  sinus  des  trois  angles  aux  trois  côtés, 

on  trouvera 

,,,^  sinu       sin(5        sin(u±:â) 

(44)  _^:=-.---^ , 

et  l'on  en  conclura 

(  R  sino  ~  0  sinu, 

(45) 

(    R  COSO  —  /•  rr:  q=  p  COSIJ. 

Si  dans  ces  dernières  formules  on  remplace  l'angle  0  par  sa  valeur 
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tirée  de  l'équation  (43),  on  obtiendra  de  nouveau  les  formules  (39). 

Il  nous  reste  à  montrer  quelques  applications  des  formules  géné- 
rales que  nous  avons  établies. 

Si  nous  considérons  la  spirale  d'Archimède  représentée  par  l'équa- 
tion 


ap, 


(46) 

on  trouvera 

(47)  .  r'^a,         r"=o, 

et  par  suite,  en  supposant  la  constante  a  positive, 

(48)  tangy  =  cot(d/ — />)  =  — , 
I  2  -h  p^     I  


(49) 


P       (,+^2)t«       \        '-^py  a^/i^p'- 
En  même  temps  les  formules  (37)  donneront 


(5o) 


tang(I> -/?)=/?+  -, 


R2=a2 


(2+/>^)'^ 


2  +/>■ 


Cela  posé,  on  aura,  pour  une  valeur  nulle  de  l'angle  p, 


(5i)  tang'j  =  cot(<^)  =  langP 


et,  pour  une  valeur  infinie  de  p, 

(52)        langue:  o,         j  =  o,        tang(P — p) 


P  =  R  = 


-  =  o, 

P 


l\  =  a. 


On  conclut  aisément  de  ces  diverses  formules  :  i*"  que  la  spirale  d'Ar- 
chimède touche,  à  l'origine  des  coordonnées,  le  demi-axe  polaire; 

2°  que,  pour  des  valeurs  croissantes  de  p,  l'angle  u  et  la  courbure  - 

décroissent  indéfiniment  dans  cette  même  spirale,   tandis  que  la 
valeur  de  R  croît  sans  cesse,  mais  de  manière  à  demeurer  comprise 
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entre  les  limites  R  =  -,  R  =  «;  3"  que,  pour  des  valeurs  très  consi- 

(lérables  de  p,  le  rayon  R  mené  de  l'orii^ine  au  centre  de  courbure 
devient  sensiblement  égal  à  la  longueur  a  et  sensiblement  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur  r.  Ajoutons  que,  si,  dans  la  première  des 
formules  (;>o),  on  substitue  la  valeur  réelle  et  positive  de /^  tirée  de 
la  seconde,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  formule 


2  -T-  p- 


V--'^ 


(53)     tang    P 


on  trouvera  pour  l'équation  polaire  de  la  développée 


a- 


^:)V-^---^y 


Cette  développée  est  évidemment  une  nouvelle  spirale  qui  oflVe  un 
point  d'arrêt  correspondant  aux  coordonnées  R=  -■>  P  =  -■>  qui  est 
normale  en  ce  point  au  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec 
le  rayon  -,  et  qui,  en  s'éloignant  de  ce  même  cercle,  fait  une  infinité 

de  révolutions  autour  de  l'origine,  de  manière  à  s'approcber  de  plus 
en  plus  de  la  circonférence  d'un  second  cercle  concentrique  au  pre- 
mier et  décrit  avec  un  rayon  deux  fois  plus  grand.  Comme  la  nouvelle 
spirale  et  la  circonférence  qui  s'en  approche  indéfiniment  ne  se  ren- 
contreront jamais,  on  peut  dire  que  ces  deux  courbes  sont  asymptotes 
l'une  de  l'autre. 

Si  à  la  spirale  d'Archimède  on  substituait  celle  qui  a  pour  équation 

(54)  r^ap\ 
on  trouverait 

(55)  r' --=  nap"-^  =  — ,  r"  —  n{n  —  \)op"-'=  '^^"    a         > 
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et  par  suite 


(56)  tangj  =  cot(t];  — /?)  —  ~> 


(57) 


(58) 


I  n{ii  -\-  \)  -\-  p^       I 


lang(P  —  p)—p  -\ , 

p 

Ivrrr  J~-- -     — ^:-  n-a-p^"'-^. 

[«(«  +  i)  -!-/>-]- 


Si,  dans  les  formules  qui  précèdent,  on  suppose  la  constante  n  posi- 
tive, on  trouvera  encore,  pour  une  valeur  nulle  de  p. 


(5q)  .  tani^'j  :=  cotJ;  =  -  j  -j^z-i 

^  '        o  ■        3 

et  pour  une  valeur  infinie  de  /?, 

(6o)  languzz:o,         u  =  o,         lang(P— /j) 


On  en  conclura  que  la  courbe  touche  à  l'origine  le  demi-axe  polaire 
et  devient,  pour  de  grandes  valeurs  de/?,  sensiblement  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur  r.  Dans  la  même  hypothèse,  les  valeurs  de  p  et 
de  R,  correspondantes  ii  des  valeurs  nulles  ou  infinies  de  l'angle  p, 
seront,  comme  cet  angle,  nulles  ou  infinies,  à  moins  que  l'on  ne  sup- 
pose /?  =  I,  c'est-à-dire  à  moins  que  la  courbe  (54)  ne  se  réduise  h 
la  spirale  d'Archimède.  Ajoutons  que,  pour  obtenir  la  développée,  il 
suffira  d'éliminer/?  entre  les  équations  (58). 

Si  l'on  considère  la  spirale  hyperbolique  représentée  par  l'équation 

(6i)  rp.=  a, 

on  trouvera 

(62)  r'  =  --%,  r"=^, 

P'  P^ 
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et  par  suite,  en  supposant  la  constante  a  positive, 

(63)  langj  =— col  ((];—/»)  = —5 


(64 


(65) 


^  (l    +/>-)'- 


tang(P— /?)=/>+  -, 


Cela  posé,  on  aura,  pour  une  valeur  nulle  de  /?, 

(66)  tangu  =— cold;  r=  langP  = -)  -j  =  -  ?         p  =  K=-, 
et  pour  une  valeur  infinie  de  /?, 

(67)  langue  o,        u  =  o,        tang(P— /;)  = ->        p  =  R  =  o. 

On  conclut  aisément  de  ces  diverses  formules  :  1°  que  l'angle  u  est  sen- 
siblement droit  et  la  courbure  sensiblement  nulle  pour  de  très  petites 
valeurs  de/J,  c'est-à-dire  dans  la  partie  de  la  spirale  hyperbolique  qui 
est  très  éloignée  de  l'origine  et  se  confond  à  très  peu  près  avec 
l'asymptote  de  cette  courbe;  2°  que,  pour  des  valeurs  croissantes  de 
l'angle  /?,  l'angle  u  diminue  sans  cesse  depuis  'J  =  ^  jusqu'à  u  =  o, 
et  qu'on  peut  en  dire  autant  du  rayon  de  courbure  p  et  du  rayon  vec- 
teur R,  dont  les  valeurs,  d'abord  très  grandes,  finissent  par  s'éva- 
nouir. Ajoutons  qu'il  suffira  d'éliminer  p  entre  les  formules  (65) 
pour  obtenir  l'équation  de  la  développée,  qui  sera  une  nouvelle 
spirale,  et  qui  aura,  comme  la  spirale  hyperbolique,  la  propriété 
remarquable  de  s'approcher  indéfiniment  de  l'origine,  sans  pouvoir 
jamais  l'atteindre. 

Considérons  enfin  la  spirale  logarithmique  représentée  par  l'équa- 

lion 

p_ 
(68)  /•  =  e". 
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On  trouvera 

(69)  /■'=-,  r"=—,, 

et  par  suito 

(  70  )  tang  u  =z  col  (  (J;  —/»)  =  -  j 

(70  P  =  (^+,^)'-'=('  +  ;^.)^-  =  '-sécu. 

La  formule  (70)  suffît  pour  faire  voir  que  la  tangente  et  la  normale 
à  la  courbe  forment  constamment  les  mêmes  angles  avec  le  ravon  vec- 
teurr.  On  déduit  immédiatement  de  cette  remarque  les  constructions 
géométriques  précédemment  indiquées  (page  53)  comme  propres  à 
fournir  toutes  les  droites  tangentes  et  normales  menées  à  la  courbe 
par  un  point  donné.  De  plus,  on  tire  des  formules  (36) 


(72) 


Rsin  (?—/?)  =  /•'=  -, 
(  R  cos(P  -—  p)  =  0, 

et  l'on  en  conclut 

(73)  cos{P  —p)  =  o,         sin(P— /?)  =  ! 

(74)  ^  R       "^ 


a 


La  plus  petite  valeur  positive  de  P  qui  puisse  vérifier  les  équa- 
tions (73)  étant 


(75)  P=/>-r--  = 

2 


on  peut  affirmer  que  les  rayons  vecteurs  r  et  R  de  la  courbe  et  de  sa 
développée  se  coupent  à  angles  droits,  ou,  en  d'autres  termes,  que  r 
et  R  sont  les  deux  côtés  d'un  triangle  rectangle  qui  a  pour  hypoté- 
nuse le  rayon  de  courbure.  Enfin,  si  l'on  élimine  r  Gip  entre  les  for- 
mules (68),  (7/i)  et  (70),  on  trouvera  pour  l'équation  polaire  de  la 
développée 

(76)  R=-e"'^      *^r=e«L      2  'J^ 


200  APPLICATIONS  DU   CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

En  remplaçant,  dans  cette  dernière  formule,  R  par  r,  et  P  par 
^  +  -  +  al{a),  on  serait  évidemment  ramené  à  l'équation  (68).  Jl 
en  résulte  :  i"  que  la  spirale  logarithmique  et  sa  développée  sont 
deux  courbes  de  même  forme  et  de  mêmes  dimensions;  2"  que,  pour 
obtenir  la  développée,  il  suffît  de  faire  tourner  la  développante  autour 
de  l'origine,  de  manière  que  chacun  de  ses  points  décrive,  avec  un 
mouvement  de  rotation  direct,  un  angle  égal  à  7  -+-  al{a). 
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TREIZIÈME  LEÇON. 


DE  LA  TANGENTE  ET  DES  PLANS  TANGENTS,  DES  NORMALES  ET  DU  PLAN  NORMAL 
A  L'NE  COURBE  QUELCONQUE  EN  UN  POINT  DONNÉ.  ASYMPTOTES  ET  POINTS  SL>- 
GULIERS  DES  COURBES  TRACÉES  DANS  l'eSPACE. 


Considérons  une  courbe  quelconque,  représentée  par  deux  équa- 
tions entre  trois  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z.  Désignons  par 
Aa?,  Ar,  A:;  les  accroissements  simultanés  que  prennent^,  y,  z-  dans 
le  passage  d'un  point  à  un  autre,  et  par  a,  b,  c  les  angles  que  forme 
avec  le**  demi-axes  des  coordonnées  positives  la  corde  ou  sécante 
menée  du  point  {x,  y,  z)  au  point  (x  +  ^.x,  y  +  Aj,  r-  -h  As).  Les 
équations  (4)  et  (6)  des  Préliminaires,  donneront 


(0 


\/Aa72  +  Aj2  -+-  Az^- 

cos  b  — 

Ay 

\J~Ax^  -i-  Aj^  +  A^- 

cosc  — 

A^ 

\J Ax^  +  Ay'- -^- ^z^^ 

cos  a 

cosb       cosc 

A.37  Ay  Az 

Si,  d'ailleurs,  on  représente  par  i,  y],  ^  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  corde  dont  il  s'agit,  on  aura  encore 


(3) 


f]—y  _  Ç 


cos a         cos 6        cosc 
et,  par  suite, 

^  —  X      -n—y      ç  —  3 


(4) 


Ax    '        Ay  Az 

OKuvres  de  6.  —   S.   U,  t.  V.  26 
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On  pourrait,  au  reste,  établir  directement  cette  dernière  équation  en 
projetant  successivement  sur  les  trois  axes  des  x,y,  z  les  deux  lon- 
gueurs comprises,  d'une  part,  entre  le  point  (x,  r,  z)  et  le  point 
(ç,  ■/],  '(),  de  l'antre,  entre  les  points 

{x,  y,  z)     et     (,r -I- Aj:-,  r  +  Ay,  ^  H- Ac). 

En  effet,  il  serait  facile  de  reconnaître  :  i"  que  chacune  des  fractions 
comprises  dans  la  formule  (4)  est  équivalente,  au  signe  près,  au 
raj)port  entre  les  projections  des  deux  longueurs  sur  un  même  axe, 
et,  par  conséquent,  au  rapport  des  longueurs  elles-mêmes;  2°  que  ces 
trois  fractions  sont  des  quantités  de  même  signe,  savoir,  des  quantités 
positives,  lorsque  les  points  « 

(;,  Y],C)     et     (.r  +  A^,  7  + Ar,  c  +  Ac) 

sont  situés  du  même  côté  par  rapport  au  point  (œ,Y,z),  et  des 
quantités  négatives  dans  le  cas  contraire.  La  formule  (4)  ainsi  établie 
s'étend  évidemment  au  cas  même  où  l'on  désignerait  par  x,  y,  z  des 
coordonnées  rectilignes  obliques. 

Concevons  à  présent  que  le  point  (x  +  Ix,  y  +  Aj,  z  +  A^:)  vienne 
à  se  rapprocher  indéfiniment  du  point  (.r,  y,  ;3).  La  sécante  qui  joint 
les  deux  points  tendra  de  plus  en  plus  à  se  confondre  avec  une  cer- 
taine droite  que  l'on  nomme  tangente  à  la  courbe  donnée,  et  qui 
louche  la  courbe  au  point  {x,  y,  z).  Pour  obtenir  les  angles  a,  fl,  y  que 
forme  cette  tangente  prolongée  dans  un  certain  sens  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives,  il  suffira  de  chercher  les  limites  vers 
lesquelles  convergent  les  angles  a,  h,  c,  tandis  que  les  difl'érences  A.r, 
Ay,  A-  deviennent  infiniment  petites.  Cela  posé,  si  l'on  a  égard  au 
principe  établi  à  la  page  3()  du  Calcul  différentiel,  on  tirera  des  équa- 
tions (1)  et  (2) 

dx 


(5) 


\Jdx' 

'-\-df^ 

^d-J 

cos{3  = 

dy 

sjdx' 

'■-\-dy' 

+  dz-' 

ces-/  = 

dz 

Jdx^ 

+  dv'- 

+  dz-' 
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cosa cosj3 cnsy 

Si,  de  plus,  on  nomme  H,  y],  '(  les  coordonnées  d'un  point  quelconque, 
non  plus  d'une  sécante,  mais  de  la  tangente  à  la  courbe,  la  for- 
mule (i8)  des  Préliminaires  donnera 

l  —  œ       -f]  —  r       r  —  z 


(7) 

et  l'on  en  conclura 

(8) 


cosa         cosp         cosy 
l  —  X       f)  —  y        K  —  z 


dx  dy  dz 

Les  formules  (5),  (G).  (8)  subsistent,  quelle  que  soit  la  variable 
indépendante.  La  dernière  peut  être  immédiatement  déduite  de  l'é- 
quation (/j);  et,  par  conséquent,  la  formule  (8)  s'étend  au  cas  même 
où  l'on  désigne  par  x,  y,  z  des  coordonnées  rectilignes,  mais 
obliques. 

On  dit  qu'un  pian  est  tangent  à  une  courbe  en  un  point  donné, 
quand  il  passe  par  la  tangente  en  ce  même  point.  D'après  cette  défi- 
nition, il  est  clair  que  par  un  point  donné  sur  une  courbe  quelconque 
on  peut  mener  à  cette  courbe  une  infinité  de  plans  tangents. 

On  dit  qu'une  droite  est  normale  à  une  courbe,  en  un  point  donné, 
lorsqu'elle  est  perpendiculaire  à  la  tangente  en  ce  point.  Gela  posé, 
on  pourra  évidemment  mener  à  une  courbe  par  chaque  point  une  in- 
finité de  normales  qui  seront  toutes  comprises  dans  un  même  plan. 
Ce  plan  unique  est  ce  qu'on  nomme  le  plan  normal.  Si  l'on  appelle 
toujours  a,  fl,  y  les  angles  formés  par  la  tangente  à  la  courbe  que  l'on 
considère  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  et  si  de  plus 
on  désigne  par  E,  /],  '(  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
plan  normal,  l'équation  de  ce  plan  [voir  la  formule  (66)  des  Prélimi- 
naires] sera 

(9)  il  —  x)  cosa  +  (ri  —  /)  cos|3  --t-  (C  —  z)  cosy  —  o, 
ou,  si  l'on  a  égard  à  la  formule  (6), 

(10)  {'^,  — x)dx  +  {■n--y)d/ +  {ti  — z)dz=o. 


20V  APPLICATIONS    DU   CALCUL    INFINITÉSIMAL. 

Cette  dernière  formule  subsiste,  quelle  que  soit  la  variable  indépen- 
dante. 

Soient  maintenant 

(il)  «i  --  O,  P  =  o 

les  deux  équations  de  la  courbe  donnée,  c'est-à-dire  les  équations 
de  deux  surfaces  qui  la  renferment,  en  sorte  que  u  et  c  désignent 
deux  fonctions  des  trois  variables  x,  y,  z.  On  tirera  des  formules  (t  i) 


(.2) 


du   ,  du   .         du   , 

-T—  dx  +-  -r^  a  r  4-  -^--  (Iz  =:  o, 

ax  oy   "        ôz 

âv    ,          àv   ,         ai'    , 

-T—  dx  -\-  -T—-  dy  H — :—  dz  z—  o, 
ax  av   "        az 


puis,  en  ayant  égard  ii  la  formule  (6), 

du  Ou        ^       du 

i  -T—  cosa  +  -v-  cosp  -\- 
\  dx  dv 

(i3) 


(du  au         -        du 

-T— cosa  +  -v-cosp  -\-  -V-  ces  y  —  o, 
dx  dy  dz        ' 

< 

i  dv  dv        ^       dv 

1  -—cosa  +  ^—cosp  +  — -  cosy  =  o. 

\  dx  dy  dz        ' 


Ces  dernières,  jointes  ii  l'équation 

{if\)  cos-a  4- cos^(3  +  cos-y 


suffîront  pour  déterminer,  aux  signes  près,  les  valeurs  de  cosa,  cosp, 

îctivG 

cosj3 


cosy.  On  en  conclura  effectivement 


cosa 


cosy 


(.5) 


du  dv       du  dv        du  dv        du  dv       du  dv        du  dv 
dy  dz       dz  dy       dz  dx       dx  dz       dx  dy       dy  dx 


t/du  dv       du  dv\^       /du  dv       du  dvV''       /du  dv        du  dv 
\dy  dz       dz  dy /         \dz  dx       dx  dzj        \dx  dy       dy  dx 


Cela  posé,  les  formules  (7)  et  (9),  c'est-à-dire  les  équations  de  la 
tangente  et  du  plan  normal,  deviendront 


(.6) 


■f\  —y 


du  dv       du  dv        du  dv        du  dv       du  dv       du  dv 
dy  dz       dz  dy       dz  dx       dx  dz       dx  dy       dy  dx 


et 


(-7) 
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du  ôv       du  dv\  f du  dv        du  dv\ 

d^  dz  ^  ^1  à^J    -^  \à^  dx '~"d^  Tz )  ^'^  ~"  ^' 

/du  dv       du  àv\  


Ajoutons  que  la  formule  (i6)  peut  être  remplacée  par  les  deux  équa- 
tions 

(i8)  ;  ^ 

i   ,..  .dv  di'        .^         .di> 

que  l'on  déduit  immédiatement  des  équations  (12)  combinées  avec  la 
formule  (8).  Les  équations  (18),  toutes  deux  linéaires  par  rapport 
aux  variables  ^,  y],  '(,  représentent  deux  plans  qui  se  coupent  suivant 
la  tangente,  et  qui  correspondent  aux  deux  surfaces  dont  l'intersec- 
tion produit  la  courbe  donnée.  De  plus,  il  résulte  évidemment  des 
formules  (12)  et  (18)  comparées  entre  elles  que,  poui^  obtenir  les 
équations  de  la  tangente  à  une  courbe  quelconque,  il  suffit  de  remplacer, 
dans  les  équations  différentielles  de  la  courbe,  les  différentielles  dx, 
dy,  dz  par  les  différences  finies  \  —  x,  t^—  y,^(^  —  z. 

Lorsque  u  est  une  fonction  des  seules  variables  x,  y,  la  première 
des  formules  (11)  représente  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan 

des  x,y.  Dans  le  même  cas,  la  première  des  équations  ([8),  réduite 
à  la  forme 

(■9)  (ï^^)g^  +  {o-/;-^~=o, 

représente  à  la  fois  la  tangente  de  la  projection  et  la  projection  de  la 
tangente.  La  remarque  que  nous  venons  de  faire  étant  indépendante 
de  la  position  du  plan  des  x,  y,  il  est  permis  de  conclure  que  la  pro- 
jection de  la  tangente  à  une  courbe  quelconque  sur  un  plan  donné  se  con- 
fond toujours  avec  la  tangente  de  la  courbe  projetée  sur  le  même  plan. 
On  pourrait  encore  établir  ce  principe  par  la  seule  Géométrie.  En 
effet,  soit  P  un  point  choisi  à  volonté  sur  une  courbe  quelconque, 
et  Q  un  second  point  très  voisin  du  premier.   Supposons   de  plus 


206  APPLICATIONS   DU   CALCUL  INFINITESIMAL. 

que,  la  courbe  étant  projetée  sur  un  plan  donné,  on  désigne  par/) 
la  projection  du  point  P,  et  par  q  la  projection  du  point  Q.  Enfin, 
concevons  que  le  point  Q  vienne  à  se  rapprocher  indéfiniment  du 
point  P,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  sans  que  le  point  q  se  rapproche 
lui-même  indéfiniment  du  point/?.  La  sécante  PQ  de  la  courbe  consi- 
dérée dans  l'espace  aura  évidemment  pour  projection  la  sécante/?^ 
de  la  courbe  projetée  ;  et  comme  cette  proposition  sera  vraie,  quelque 
petite  que  soit  la  distance  des  points  P  et  Q,  on  peut  affirmer  qu'elle 
subsistera  encore  à  la  limite,  c'est-à-dire  lorsque  les  sécantes  VQ, pq 
se  transformeront  dans  les  tangentes  menées  à  la  courbe  proposée  par 
le  point  P,  et  à  la  courbe  projetée  par  le  point/?. 

Nous  allons  maintenant  montrer  quelques  applications   des  for- 
mules qui  précèdent. 

Exemple  I.  —  Considérons  l'ellipse  produite  par  l'intersection  du 
cylindre  à  base  circulaire  qui  a  pour  équation 

(20)  a;-  +  f-::=:l\-, 

et  du  plan 

(21)  Ax  +  Tiv  +  Cz  =  B. 

Les  équations  différentielles  de  cette  ellipse  étant  respectivement 

(  22  )  x  d.x  -\-  y  dy  r— ■  o,         Kdx  -\-]i  dy  +  (]  dz  r=  o, 

les  angles  a,  p,  y,  formés  par  la  tangente  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives,  vérifieront  les  deux  formules 

(28)  .r  cosa  +  y  cosjS  =  o,         A  cosa -+- li  cos|3  +  (]  cosy  =::o. 

On  aura,  en  conséquence, 

,    ,,         cosa       cosS  cosy  ,  i 

(24) —  — -^  =r ' =r±: -' 
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De  plus,  on  trouvera  pour  les  équations  de  la  tangente 

J0{1  -  x)+y{-n  -  JI-)  =  o,         K{'i-x)  4-  B(-/]  -Y)  +  C(C-  ^)  =  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(25)  ^^+jr]  =  R%         A^  +  Byi^CC  =  I), 
et  l'équation  du  plan  normal  deviendra 

(26)  C{ly-'nx)  +  {Yix^^ky){X-z)z=o. 

Les  équations  (2.))  représentent,  comme  on  devait  s'y  attendre,  la 
tangente  au  cercle  qui  sert  de  base  au  cylindre  dans  le  plan  des  x,  r, 
et  le  plan  même  de  la  courbe  que  l'on  considère. 

Exemple  IL  —  Considérons  la  courbe  produite  par  l'intersection 
du  cône  droit  à  base  circulaire,  qui  a  pour  équation 

(27)  •  x'-~y'-~a-z\ 

et  du  plan 

(28)  A^H-Br  +  C5=D. 
On  trouvera  pour  les  équations  de  la  tangente 

(29)  xl-\-yf]=za-z'Z,         AS  4-Br) +  CC=- 1), 
et  pour  l'équation  du  plan  normal 

(30)  C{ly  —  -nx)  +  (B^  — A-/i)a-'^  ^(B:^.'  —  Aj)(C--  z  —  a'z)  —  o. 

Les  équations  (29)  représentent,  comme  on  devait  s'y  attendre,  deux 
plans  dont  l'un  passe  par  l'origine  et  par -une  génératrice  du  cône, 
tandis  que  l'autre  se  confond  avec  le  plan  de  la  courbe.  11  suffit  de 
construire  ces  deux  plans  pour  tracer  la  tangente  à  la  courbe  pro- 
posée, qui  peut  être  une  section  conique  quelconque. 

Exemple  III.  —  Considérons  la  courbe  produite  par  l'intersection 
de  la  sphère 

(3i)  a;- ^  y- -i- z'- —  IV 
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et  du  cylindre  droit 

(32)  (Jt  —  iR)^-+-s--^{R'-^         ou         a-'- ~  Ra:  +  z'- =  o, 

dont  la  base  est  un  cercle  qui  a  pour  diamètre  le  rayon  de  la  sphère. 
Cette  courbe  aura  évidemment  pour  projections,  sur  le  plan  des  ^,  j, 
la  parabole 

(33)  72^R(R  — ^); 

sur  le  plan  des  z,  x,  le  cercle  t|ui  sert  de  base  au  cylindre,  et  sur  le 
plan  des  r,  z,  la  lemniscate  représentée  par  l'équation 

(34)       .  wz''='-r-{iv--r-). 

Donc  la  tangente  à  la  courbe  proposée  aura  pour  projections  sur  les 
plans  coordonnés  les  tangentes  à  la  parabole  au  cercle  et  à  la  lemnis- 
cate, c'est-à-dire  les  trois  droites  représentées  par  les  équations 

/  yr)  +  UU  =  R(R- 'x-), 
(35)  ;  (^-AR)^  +  ^C=  J-R.r, 

Quant  à  l'équation  du  plan  normal,  elle  peut  être  présentée  sous 
la  forme 

^        C    '     R    /rj        C 


^      '  X       z        IX  \y 

A  l'inspection  de  cette  dernière,  on  reconnaît  immédiatement  que 
le  plan  normal  renferme  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au 
point  (^,  y). 

Exemple  IV.  —  On  nomme  hélice  une  courbe  tracée  sur  la  surface 
d'un  cylindre  droit  à  base  circulaire,  de  manière  que  la  tangente  k  la 
courbe  forme  toujours  le  même  angle  avec  la  génératrice  du  cylindre. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'axe  du  cylindre,  qu'on  peut 
aussi  appeler  Vaxe  de  l'hélice,  se  confonde  avec  l'axe  des  z,  et  que  la 
base  du  cylindre  coïncide  avec  le  cercle  représenté  pan  l'équation 

(3-)  x-'^f-^V^. 
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Considérons,  dans  ce  même  cercle,  un  rayon  mobile  qui,  d'abord  ap- 
pliqué sur  le  demi-axe  des  x  positives,  tourne  autour  de  l'origine  avec 
un  mouvement  de  rotation  direct  ou  rétrograde.  Enfin,  nommons  p 
l'angle  variable  que  ce  rayon  décrit,  pris  avec  le  signe  -h,  dans  le 
cas  011  le  mouvement  de  rotation  est  direct,  et  avec  le  signe  —  dans 
le  cas  contraire.  Il  suffira,  pour  construire  une  hélice,  de  concevoir 
qu'à  partir  de  l'extrémité  du  rayon  mobile  on  porte  sur  la  génératrice 
du  cylindre,  dans  le  sens  des  z  positives  lorsque/?  sera  positif,  et  dans 
le  sens  des  z  négatives  lorsque  p  deviendra  négatif,  une  longueur 
proportionnelle  à  l'angle  ±/?,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'arc 
=b  R^  compris  entre  les  côtés  de  cet  angle,  et  représentée  en  consé- 
quence par  un  produit  de  la  forme  ±«R/;  (a  désignant  un  nombre 
constant).  En  effet,  soient  ce,  y,  z-  les  coordonnées  de  la  courbe  dé- 
crite par  l'extrémité  de  cette  longueur  ;  on  aura  évidemment 

(38)  ûc  =zl\cosp,        y  :=l\smp,         z=ial\p, 

et  l'on  en  conclura 

( Sg )  da;z=  —  R  sïnp  dp,         dy  =  R  cos/j  dp,         dz  =:  al\  dp. 

Cela  posé,  les  formules  (5)  donneront 

//   \  sin^  „        cosp 

(4o)        cosa=: >  cosp  =-—==,  cosy 


v/i  +  a^  y/i  +  a-  \/i-\-a- 

Or  il  résulte  évidemment  de  la  dernière  des  équations  (4o)  que 
l'angle  y  formé  par  la  tangente  à  la  courbe  avec  l'axe  des  z,  et  par 
suite  avec  la  génératrice  du  cylindre,  est  un  angle  constant. 

Pour  obtenir  les  équations  de  l'hélice  en  coordonnées  rectangu- 
laires, il  suffirait  d'éliminer  p  entre  les  formules  (38).  Si  l'on 
commence  par  éliminer  p  entre  les  deux  premières,  on  retrouvera 
l'équation  (Sy),  qui  est  effectivement  une  des  équations  de  la  courbe. 
De  plus,  on  tire  des  formules  (38) 

—  =  tang/>,        />  =  arctangM  — 

OEuvres  de  C.  —  S.W,  X.  V .  27 
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et,  par  suite, 

(^^)  ^=^''''^^         ^"         ^-aRarctang(g)). 

Cette  dernière  équation  représente  la  surface  hélicoïde  engendrée  par 
une  droite  qui  reste  toujours  comprise  dans  un  plan  mobile  perpen- 
diculaire à  l'axe  des  z,  qui  rencontre  cet  axe  au  même  point  que  le 
plan,  et  qui  tourne  autour  du  point  de  rencontre  de  manière  à  décrire 
dans  le  plan  mobile  des  angles  proportionnels  aux  distances  par- 
courues par  le  point  dont  il  s'agit.  Gomme  la  même  surface  coupe 
évidemment  le  cylindre  suivant  deux  hélices,  dont  les  points  corres- 
pondants se  trouvent  situés  à  égales  distances  de  l'axe  des  z  sur  la 
droite  génératrice  de  la  surface,  on  peut  affirmer  que  le  système  des 
équations  (Sy)  et  (4i)  représentera  ces  deux  hélices,  dont  l'une  se 
confond  avec  la  courbe  proposée. 

Si  l'on  éliminait  la  variable  p  entre  la  première  et  la  troisième  des 
formules  (38),  ou  bien  entre  la  seconde  et  la  troisième,  alors,  au  lieu 
de  l'équation  (4i)>  l'on  obtiendrait  l'une  des«suivantes  : 

(42)  ^=:Rcos-^         OU         ^  =  aR  arc  cosM  lY 

(43)  yi=Rsin^         ou         ^  =:  aR  arc  sin  M  ^  jj- 

En  réunissant  l'une  de  celles-ci  à  la  formule  (37),  on  retrouverait 
encore  un  système  de  deux  équations  propre  à  représenter  deux 
hélices,  dont  l'une  se  confondrait  avec  la  proposée,  et  qui  auraient 
toutes  deux  la  même  projection  sur  le  plan  des  z,  x,  ou  sur  le  plan 
des  j,  z. 

Enfin,  si  l'on  réunissait  la  formule  (42)  à  la  formule  (43),  ou  l'une 
de  celles-ci  à  la  formule  (40'  o"  obtiendrait  un  système  de  deux 
équations  propre  à  représenter  seulement  la  première  hélice  à  la- 
quelle appartiennent  les  équations  (38).  Ajoutons  que,  dans  la  re- 
cherche des  propriétés  de  l'hélice,  on  peut  avec  avantage  remplacer 
les  équations  en  coordonnées  rectangulaires  par  le  système  des  for- 
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mules  (38).  Nous  avons  déjà  vu  comment  on  déduisait  de  ces  der- 
nières les  valeurs  de  cosa,  cos(3,  cosy.  Si,  maintenant,  on  les  applique 
à  la  détermination  de  la  tangente  et  du  plan  normal,  on  trouvera  pour 
les  équations  de  la  tangente 

(44)  -"^  _v^-J_ç-.^ 


—  iïnp         coup  a 

et  pour  l'équation  du  plan  normal 

(45)  (f)  —y)  cosp  —  {^—  x)  sin/>  +  a{t;  —  z)  =  o. 

On  a  fait  voir  dans  la  troisième  Leçon  comment  on  pouvait  déter- 
miner les  asymptotes  des  courbes  planes  :  on  déterminerait  avec  la 
même  facilité  les  asymptotes  d'une  courbe  tracée  dans  l'espace  et  re- 
présentée par  deux  équations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  x, 
y,  z,  c'est-à-dire  les  droites  dont  cette  courbe  s'approcherait  indéfini- 
ment, sans  pouvoir  jamais  les  rencontrer.  Supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  l'on  cherche  d'abord  les  asymptotes  non  parallèles  au  plan 
des  j,  z;  et  soient 

(46)  y  =:  kcc  -h  l,        s— K^-f-L 

les  équations  de  l'une  d'entre  elles.  On  pourra,  des  équations  de  la 
courbe,  tirer  des  valeurs  de  y  et  de  z,  en  fonction  de  x,  qui  se  rédui- 
ront sensiblement,  pour  de  très  grandes  valeurs  numériques  de  ce, 
aux  valeurs  de  y  et  de  s  fournies  par  les  équations  (4^),  et  qui  se 
présenteront  sous  les  formes 

(4?)  y  =  ka;  -h  i-h  i,         z  =  Kcc  -hL  +  I, 

i  et  I  désignant  deux  quantités  variables  qui  s'évanouiront  avec  -• 
Or,  si  l'on  fait  conversjer  —  vers  la  limite  zéro,  on  tirera  successive- 
ment  des  équations  (47) 


(48)  lim^r^rA-,  lim-=K, 


—  :=  A-,  lim  - 

X  X 

(49)  \m\{y  —  kx)  =  l,         iim(^  —  Ko^)  =  L. 
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Donc,  pour  déterminer  les  constantes  k,  K,  il  suffira  de  poser  dans  les 
équations  de  la  courbe 

(5o)  y^=isx,         z-=L^x, 

puis  de  chercher  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  convergeront 
les  variables  s  et  S,  tandis  que  la  valeur  numérique  de  x  croîtra 
indéfiniment.  De  plus,  après  avoir  trouvé  les  constantes  k,  K,  on 
obtiendra  les  constantes  /,  L,  en  posant  dans  les  équations  de  la 
courbe 

(5i)  y  z=i  kx  +  t,         s  =  K^4-T, 

et  cherchant  les  limites  desquelles  ;  et  T  s'approcheront  sans  cesse 
pour  des  valeurs  numériques  croissantes  de  la  variable  x.  A  chaque 
système  de  valeurs  finies  des  quantités  k,  K,  /,  L,  correspondra  une 
asymptote  de  la  courbe  proposée. 

En  raisonnant  de  la  même  manière,  mais  échangeant  entre  elles  les 
coordonnées  x,  y,  z,  on  obtiendrait  évidemment  les  asymptotes  non 
parallèles  au  plan  des  z,  x,  ou  au  plan  des  x,  y. 

On  pourrait  encore  déterminer  les  asymptotes  d'une  courbe  tracée 
dans  l'espace,  en  observant  que  leurs  projections  sur  chacun  des  trois 
plans  coordonnés  sont,  en  général,  des  asymptotes  de  la  courbe  pro- 
jetée. Seulement,  la  projection  de  l'une  des  premières  asymptotes 
sur  l'un  des  trois  plans  coordonnés  se  réduirait  à  un  point,  si  cette 
asymptote  était  perpendiculaire  au  plan.  Alors  le  point  en  question 
deviendrait  un  point  d'arrêt  de  la  courbe  projetée. 

Si  l'on  considère,  en  particulier,  l'hyperbole  que  produit  l'inter- 
section d'un  plan  et  d'un  hyperboloïde  représentés  par  deux  équations 
de  la  forme 

(52)  fx-hgy-\-hz  =  o 
et 

(53)  kx-+  B/^-i-  C^''4-  "iDyz  +  i^zx  +  lY xy  =  çonst., 

on  prouvera  sans  peine,  en  recourant  à  l'une  des  méthodes  ci-dessus 
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indiquées,  que  cette  hyperbole  a  pour  asymptotes  les  droites  repré- 
sentées par  le  système  des  deux  formules 


(54) 


fx  -^r  gy  -^hz  —  o, 
A.37^4-  Bj^+  C-^+  lYSyz  +  2Ezx  +  2Fxy 


En  terminant  cette  Leçon,  nous  ferons  remarquer  que  les  points 
d'arrêt  ou  de  rebroussement,  les  points  saillants,  les  points  multiples, 
et; en  général,  les  points  singuliers  d'une  courbe  tracée  dans  l'espace, 
ont  ordinairement  pour  projections  sur  chacun  des  plans  coordonnés 
des  points  qui  offrent  les  mêmes  singularités,  mais  qui  appartiennent 
à  la  courbe  projetée.  C'est  pourquoi  nous  n'ajouterons  rien  à  ce  que 
nous  avons  dit  dans  la  quatrième  Leçon  sur  les  points  singuliers  des 
courbes. 
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QUATORZIEME  LEÇON. 

DES    PLANS    TANGENTS    ET    DES    NORMALES    AUX    SURFACES    COURBES. 


Considérons  une  surface  courbe  représentée  par  l'équation 
(i)  //  =  o, 

dans  laquelle  u  désigne  une  fonction  des  coordonnées  rectangulaires 
X,  y,  z.  Si,  par  un  point  (^,y,  -)  donné  sur  cette  surface,  on  en  fait 
passer  une  seconde  qui  la  coupe  suivant  une  certaine  courbe,  la  tan- 
gente menée  en  ce  point  à  la  courbe  dont  il  s'agit  sera  elle-même  la 
ligne  d'intersection  de  deux  plans  représentés  par  les  formules  (i8) 
de  la  Leçon  précédente.  Or  l'un  de  ces  plans  savoir,  celui  dont  les 
coordonnées  variables  l,  y],  'C  vérifieront  la  formule 

sera  évidemment  indépendant  de  la  nature  de  la  seconde  surface,  et, 
par  conséquent,  aussi  de  la  nature  de  la  courbe  d'intersection.  Donc, 
toutes  les  courbes  tracées  sur  la  première  surface  de  manière  à  passer 
par  le  point  (x,y,z)  auront  leurs  tangentes  en  ce  point  comprises 
dans  un  seul  plan.  Ce  plan  unique,  dont  l'équation  coïncide  avec  la 
formule  (2),  est  ce  qu'on  appelle  le  pian  tangent  mené  à  la  première 
surface  par  le  point  donné  ('). 

Les  raisonnements  que  l'on  vient  de  faire  subsisteraient  toujours, 
et  par  suite  l'équation  du  plan  tangent  conserverait  encore  la  même 

(1)  La  méthode  que  nous  venons  de  suivre  pour  trouver  le  plan  tangent  à  une  surface 
est  celle  que  M.  Ampère  a  exposée  dans  ses  Leçons  à  l'École  royale  Polytechnique. 
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forme,  si,  dans  la  fonction  u,  les  variables  x,  y,  z  représentaient,  non 
plus  des  coordonnées  rectangulaires,  mais  des  coordonnées  obliques. 
Si,  en  faisant  varier  à  la  fois  x,  y  et  z,  on  différentie  l'équation 
finie  de  la  surface  proposée,  on  obtiendra  son  équation  différentielle 
du  premier  ordre,  savoir 

/  o  \  du  j        du  j        du  j 

(  3  )  -;—  dx  +  ^r-  «y  H — T-dz-=^o. 

dx  dy   "^       ôz 

En  comparant  cette  dernière  à  la  formule  (2),  on  reconnaît  que,/?ow 
obtenir  l'équation  du  plan  tangent,  il  suffit  de  remplacer,  dans  l'équa- 
tion différentielle  de  la  surface,  les  différentielles  dx,  dy,  dz  par  les 
différences  finies  \  —  x,  'f\—  yfC  —  z. 

Si,  par  le  point  {^x,y,  z)  de  la  surface  donnée,  on  mène  une  droite 
perpendiculaire  au  plan  tangent,  cette  droite  sera  ce  qu'on  appelle 
la  normale  correspondante  au  point  dont  il  s'agit.  Soient  \,  ui,  v  les 
angles  formés  par  cette  normale  prolongée  dans  un  certain  sens  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  L'équation  du  plan  tangent 
pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(4)  {\  —  x)  cosX  +  ("0  —  j)  C0S/U.4-  (X  —  z)  cosv  =  o 

{voir  le  quatrième  problème  des  Préliminaires),  Or,  pour  que  les 
équations  (2)  et  (4)  s'accordent  entre  elles  et  fournissent  les  mêmes 
valeurs  de  'C  —  z,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  attribuées 
aux  variables  \,  y],  il  est  nécessaire  et  il- suffit  que  les  cosinus  des 
angles  \,  [jl,  v  vérifient  les  deux  équations 


(5) 


du  i3u 

'cosX âx  cosjut. ày 

cosv  ~~  du  cosv        du 

d^  d^ 


comprises  l'une  et  l'autre  dans  la  formule 

,^,  cosX       coso,       cosv 

•(6)  -         —        f^  —  — -^ 


^"  ^"  <^"  r/  1    \2        /^    \  2        /  )    N  .-i^ 
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Si  maintenant  on  fait,  pour  abréger, 

on  tirera  de  la  formule  (6),  en  supposant  le  double  signe  réduit  au 


sisne 


's' 

I    du  I   au  I    du 

(8)       ^°^^=R^'    '''^=^dr    ""''=R^' 

et,  en  supposant  le  double  signe  réduit  au  signe  —, 

I  du  I  au  I  du 

(9)  ^«^^'^-R^-'  ^^^f^  =  -R^7'         ^^^^=-R^- 

Ajoutons  que,  pour  déterminer  les  angles  "X,  [j.,  v,  on  devra  em- 
ployer ou  les  équations  (8)  ou  les  équations  (9),  suivant  que  la 
normale  aura  été  prolongée  dans  un  sens  ou  dans  un  autre  à  partir  du 
point  (a;,  j,  ^). 

La  formule  (6)  une  fois  établie,  il  devient  facile  de  trouver  les 
deux  équations  de  la  normale  menée  par  le  point  (x,y,  z).  En  effet, 
si  l'on  désigne  par  H,  •/],  l  les  coordonnées  variables  de  cette  droite, 
on  aura,  envertu  de  ce  qui  a  été  dit  dans  les  Préliminaires  (p.  18), 

l—  a;  __  ri— y  _  C  — -s _ 

^'°^  COSÀ    ~    COSjJ!.  COSV  ' 

puis,  en  remplaçant  les  quantités 

COSÀ,       COSp,    ■  COSV 

par  les  dérivées  partielles 

»      du       du       du 

■ 1        '        -r-  > 

du:        Oy        dz 

qui  leur  sont  respectivement  proportionnelles,  on  obtiendra  la  for- 
mule 

£  —  ^  _  'n  —y  _  ?—  ^ 

(^')  ^ir~~dur  ~  du' 

dx  dy  dz 

qui  comprend  les  deux  équations  cbercbées. 
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L'angle  "^igu  formé  par  le  plan  tangent  au  point  (cc,y,z-)  avec  le 
plan  des  x,  r  est  ce  qu'on  nomme  V inclinaison  du  plan  tangent,  ou 
V inclinaison  de  la  surface  en  ce  point.  Ce  même  angle  est  évidemment 
égal  à  l'angle  aigu  formé  par  la  normale  avec  l'axe  des  z.  Donc,  si  l'on 
désigne  par  c  l'inclinaison  de  la  surface  au  point  {x,y,z-),  la  valeur 
de  T  sera  l'une  de  celles  que  fournissent  pour  l'angle  v  les  for- 
mules (8)  et  (9).  On  aura,  en  conséquence, 

,     I    au 
(12)  COST  =  =!=    y     —, 

(i3)  sécT  =  ±— — , 

Ou 

Tz 

le  si^ne  ±  devant  être  réduit  au  sia^ne  -h  quand  la  valeur  de  -r-  sera 

positive,  et  au  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  formules  (2),  (3),  (6),  (8),  (9)  et  (11) 
ne  changeraient  pas,  si  la  surface  donnée  était  représentée,  non  par 
l'équation  (i),  mais  parla  suivante, 

(l4)  U—C, 

c  désignant  une  quantité  constante. 

Lorsque,  dans  la  formule  (2),  on  regarde  les  coordonnées  E,  rj,  'C 
comme  constantes,  et  les  coordonnées  x,  y,  z  comme  variables,  on 
obtient,  non  plus  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  (i)  ou  (i4)» 
mais  l'équation  d'une  autre  surface  qui  est  le  lieu  géométrique  des 
points  où  celles  que  l'on  déduit  de  l'équation  {il\),  en  attribuant 
successivement  diverses  valeurs  à  la  constante  c,  sont  touchées  par 
des  plans  qui  renferment  le  point  (i,  r^,  l). 

De  même,  si,  dans  la  formule  (11),  on  regarde  les  coordonnées^, 
r,  :;  comme  seules  variables,  on  obtiendra,  non  plus  les  équations  de 
la  normale  à  la  surface  (i)  ou  (i/|),  mais  les  équations  d'une  courbe 
qui  sera  le  lieu  géométrique  des  points  où  les  surfaces  dont  nous  ve- 
nons de  parler  sont  rencontrées  par  des  droites  normales  qui  con- 
courent au  point  (^,  y],  t). 

OEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  V.  28 
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Si  l'on  veut  que  l'équation  de  la  surface  donnée  se  présente  sous  la 
forme 

(i5)  z=f{x,y) 

ou 

f{x,y)  —  z—-o, 

il  suffira  de  poser  dans  l'équation  (i) 

(i6)  .  u~f{x,y)  —  z. 

Concevons  que,  dans  ce  cas  particulier,  on  fasse,  pour  abréger, 

('/)  ^^       -^'  dy       -^- 

On  aura  évidemment 

,  o\  au  du      '  du 

('^)  ôx=^'  ày'^'f'  ^=-'' 

et  l'équation  différentielle  de  la  surface  deviendra 

p  dx  +  q  dy  —  dz  .—  o 
OU 

(19)  dz  ^=z  p  dx  +  q  dy . 

De  plus,  l'équation  du  plan  tangent  se  trouvera  réduite  à 

(20)  X,  —  z—p{;i  —  x)-\-q{f\—y), 

et  l'on  tirera  de  la  formule  (i  i) 

/     X  •  \  —  X       ri  —  y  ^ 

P  q 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(22)  ^_  ^  _|_^(Ç_  3)  —  o  et  Y)  — y  4- ^(Ç  —  s)  =  0. 

Alors  aussi  les  équations  (12)  et  (i3)  donneront 

(23)  COST—  =? 

yi  +/?^-i-  q'^ 


(24)  sécT  — \/i  H-yo'^-f- 7^ 
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(26; 


Enfin,  si  la  surface  courbe  que  l'on  considère  était  représentée  par 
une  équation  de  la  l'orme 


(25; 


iV  -\-  .  .  .=:  C, 


u,  (',  w,  ...  désignant  diverses  fonctions  des  variables  J^,  y,  z,  on 
devrait  évidemment,  dans  les  formules  (2),  (3),  (6),  (8),  (9)  et  (i  i), 
remplacer  la  fonction  u  par  u  -^  v  ■+-  w  +  . . .-,  et  l'on  trouverait  ainsi 
pour  l'équation  du  plan  tangent 


dx 

du 

ôx       -^ 


âiv 
ôx 


du 


du 


du 

dy 

dv 


dz  dx 


dv        dw 
dy       dy      " 

dv        ^  dv 
Ih-'^^'d'z. 


y 


dw 
dJ- 


du 

dv 

d^y 

4-  ^- 

-+- 

— 

dz 

dz 

diV 

dz 
div 

■  + 

r 

ày 

-h 

^Tz 

Concevons  maintenant  que,  dans  l'équation  (25),  u,  v,  w  soient  des 
fonctions  entières  et  homogènes,  la  première  du  degré  m,  la  seconde 
du  degré  m  —  i,  la  troisième  du  degré  m  —  2,  ....  Cette  équation 
représentera  ce  qu'on  appelle  une  sur/ace  du  degré  m.  Alors  on  tirera 
de  la  formule  (26)  et  du  théorème  des  fonctions  homogènes 


du        dv        div  V        /du       dv        dw 

(27)     <  \àx       dx       dx  '^"' p       \oy  '^  ôy       dy 

{        =r.  mu  -+-  {m  —  i)v  +  (m  —  2 )«■•+... , 

puis,  en  ayant  égard  à  l'équation  (23), 


du        dv        dw  \         /du       dv        dw 

(28)     >'  \à^       <^^        àx       "'p       \dy       dy    '    dy 

=r  me  —  V  —  2W  —  .... 


du 
dz 


dv 
dz 


^^'5î  +  3ï 


dw 


+ 


du       dv       dw 
d^ 


)^ 


Lorsque,  dans  la  formule  (28),  on  regarde  les  coordonnées  l,  r^  '( 
comme  constantes  et  les  coordonnées  œ,  r,  z  comme  variables,  on 
obtient,  non  plus  l'équation  d'un  plan  tangent  à  la  surface  (23),  mais 
l'équation  d'une  seconde  surface  du  degré  m  —  i,  qui  renferme  les 
points  de  contact  de  la  première  avec  les  plans  tangents  menés  par 
le  point  (^,y],'().  Si  la  première  surface  est  du  second  degré,  la  se- 
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coude  se  réduira  simplement  à  une  surface  du  premier  degré,  c'est- 
à-dire  à  un  plan.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème,  —  Si  par  un  point  donné  on  mène  des  plans  tangents  à  une 
surface  du  second  degré,  tous  les  points  de  contact  seront  situés  sur  une 
courbe  plane. 

Si  l'on  suppose  v  =  o,  w--o,  ...,  l'équation  (-25)  se  trouvera 
réduite  à  la  formule  (i4)'  dans  laquelle  u  désignera  une  fonction 
entière  et  homogène  du  degré  m,  et  l'équation  du  plan  tangent,  ou 
la  formule  ('28),  deviendra 

,      ,  du  y       du  du . 

(29)  -.-1+  -z--r]  + ~j-^~inc. 

ox  ■       dy  oz  • 

Il  peut  arriver  que  le  plan  tangent  mené  à  une  surface  par  un  point 
donné  {x,y,z)  ne  la  rencontre  qu'au  point  dont  il  s'agit,  ou  qu'il  la 
touche  suivant  une  ou  plusieurs  lignes,  ou  qu'il  la  traverse.  Dans  les 
deux  derniers  cas,  si  l'on  désigne  par 

(30)  f{x,  y,z)=o 

l'équation  de  la  surface  proposée,  et  par  ^,  t],  '(  les  coordonnées  va- 
riables d'une  des  lignes  suivant  lesquelles  cette  surface  est  touchée 
ou  traversée  par  le  plan  tangent,  les  coordonnées  *(,  rj,  t  seront  évi- 
demment assujetties  à  vérifier  les  deux  équations 

(3.)  j  <*/L-^y^(5_,)^f^^),,_^)^^^r^) (,_,),_,„. 

Lorsqu'on  peut  tracer  sur  la  surface  une  ou  plusieurs  lignes  droites 
qui  passent  parle  point  {x,y,z),  chacune  de  ces  lignes  se  confond 
nécessairement  avec  sa  tangente  et  se  trouve  par  suite  comprise  dans 
le  plan  tangent.  Alors  l'élimination  de  '(  entre  les  formules  (3i)  pro- 
duit une  équation  entre  les  variables  ^,  yj,  à  laquelle  on  satisfait  en 
prenant  pour  yj  une  fonction  linéaire  de  H.  S'il  en  est  ainsi,  non  seu- 
lement pour  un  point  déterminé  de  la  surface  que  l'on  considère, 
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mais  encore  pour  tous  les  points  de  la  même  surface,  et  par  consé- 
quent pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  z  qui  vérifient  la  formule  (3()), 
cette  surface  sera  du  nombre  de  celles  qui  peuvent  être  engendrées 
par  le  mouvement  d'une  droite,  et  que  l'on  nomme  surfaces  réglées. 
Parmi  les  surfaces  de  cette  espèce,  on  doit  remarquer  les  surfaces 
développables  qui  sont  touchées  par  chaque  plan  tangent  suivant  une 
génératrice.  Entre  les  surfaces  développables,  on  distingue  particuliè- 
rement les  surfaces  cylindriques ,  engendrées  par  le  mouvement  d'une 
droite  qui  reste  toujours  parallèle  à  elle-même,  et  les  surfaces  co- 
niques, dont  la  génératrice  passe  toujours  par  le  même  point.  Les 
surfaces  réglées,  qui  ne  sont  point  développables,  s'appellent  sur- 
faces gauches. 

Nous  allons  maintenant  offrir  quelques  applications  des  formules 
ci-dessus  établies. 

Exemple  I.  —  Considérons  la  surface  de  la  sphère  décrite  de  l'ori- 
gine comme  centre  avec  le  rayon  R  et  représentée  par  l'équation 

(32)  ^.2 +  ^-2  ^22-  1^2, 

L'équation  différentielle  de  cette  surface  sera 

(33)  X  dx  -\-  y  dy  -\-  z  dz-=i  o. 

Par  suite  on  trouvera,  pour  l'équation  du  plan  tangent, 

(34)  ^(c  — x)+ j(-/]  —  7) +  c(C  — -)  =  o       ou       x\-\-y(\^  z%-=l^^.', 

tandis   que  les  équations  de  la  normale   seront  comprises  dans   la 
formule 

X  y  z 

que  l'on  peut  réduire  à 

(33)  ■  i  =  n  =  f. 

X        y        Z 

Ajoutons  que   l'inclinaison   t,  correspondante    au   point   {^x,y,z). 
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pourra  être  déterminée  par  l'une  des  équations 

z  R 

(36)  cosr— ±:j^>  sécT  =  ±-- 

K  z 

Les  équations  (34),  quand  on  y  considère  x,  y,  z  comme  seules  va- 
riables, représentent,  la  première,  une  nouvelle  sphère  qui  a  pour 
diamètre  la  distance  de  l'origine  au  point  (E,  v],  '(),  et  la  seconde  un 
nouveau  plan.  Ce  plan  coupe  les  deux  sphères  suivant  une  seule  cir- 
conférence de  cercle,  qui  est  le  lieu  des  points  de  contact  de  la  sphère 
donnée  avec  les  plans  tangents  menés  à  cette  même  sphère  par  le 
point  (i.  Y],  '(). 

Quant  à  la  formule  (35),  elle  reproduit  toujours  la  même  ligne, 
quel  que  soit,  entre  les  deux  points  (^,  y],  *C),  {x,  j,  z),  celui  dont  on 
regarde  les  coordonnées  comme  variables,  et  elle  représente  dans 
tous  les  cas,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre,  une  droite  passant  par 
l'origine. 

Exemple  II.  ~  Concevons  que  la  surface  proposée  se  réduise  à  une 
surface  cylindrique  dont  la  génératrice  soit  parallèle  à  l'axe  des  z  et 
dont  la  base  soit  une  courbe  renfermée  dans  le  plan  des  x,  y.  (>ette 
surface  et  sa  base  seront  l'une  et  l'autre  représentées  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

(37)  f{a;y)^o. 
Cela  posé,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

l'équation  du  plan  tangent  deviendra 

(39)  •     {l^x)o{x,  y)  +  {'r]  —  Y)-i{x,  y)  =^--o. 

De  plus,  on  tirera  de  la  formule  (i  r) 

j  —  X    _   ri  —y   _  K -—  ^ 

(D(x,y)  ~  y{j^,  y)  """      o      ' 
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et  l'on  trouvera  en  conséquence,  pour  les  équations  de  la  normale, 

(4o)  {^  —  a:)x{^,r)-{-n~-y)o{jo,y)^^=o,        C  =  -. 

Il  résulte  évidemment  des  équations  (89)  et  (/40)  que  le  plan  tangent 
est  toujours  parallèle  à  l'axe  des  5  et  la  normale  toujours  perpendi- 
culaire à  cet  axe.  Ajoutons  que,  l'équation  (39)  étant  indépendante 
de  ^,  chaque  plan  tangent  touchera  la  surface  suivant  une  généra- 
trice, ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

Si  l'on  prend  pour  base  de  la  surface  cylindrique  une  parabole,  une 
ellipse  ou  une  hyperbole,  cette  surface  sera  celle  d'un  cylindre  para- 
bolique, elliptique  ou  hyperbolique. 

Exemple  m.  —  Considérons  une  surface  conique,  dans  laquelle  le 
sommet,  c'est-à-dire  le  point  commun  à  toutes  les  génératrices,  coïn- 
cide avec  l'origine  des  coordonnées.  Concevons,  d'ailleurs,  que  l'on 
prenne  pour  base  de  la  surface  conique  une  courbe  plane,  dont  le 
plan  soit  parallèle  au  plan  des  x,  y  et  coupe  le  demi-axe  des  ;s  posi- 
tives à  la  distance  i  de  l'origine.  Soient  enfin  ^,  y]  les  coordonnées 
variables  de  la  courbe  dont  il  s'agit,  et 

(40  fa,ri)  =  o 

son  équation.  La  génératrice  qui  passera  par  le  point  (E,  /])  de  cette 
courbe  sera  évidemment  représentée  par  les  deux  formules 

(42)  f=?,        1=3-,. 

Or  si,  entre  ces  dernières  et  la  formule  (40'  o"  élimine  ^  et  y],  il  est 
clair  que  l'équation  résultante,  savoir 

(^3)  /(?'t)=-«' 


sera  vérifiée  par  tous  les  points  de  toutes  les  génératrices.  Elle 
représentera  donc  la  surface  conique.  Cela  posé,  si  l'on  adopte  les 
mêmes  notations  que  dans  l'exemple  précédent,  on  trouvera,  pour 
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l'équation  diirérentielle  de  la  surface  conique, 


(44)       o(^f,Zj^^_:../(^-|,_^ 


dy 


X  9 


JX 


dz- 


Si  maintenant  on  désigne  par  E,  ■/],  T,  non  plus  les  coordonnées  d'une 
courbe  tracée  sur  la  surface  conique,  mais  les  coordonnées  du  plan 
tangent  ou  de  la  normale  au  point  (a?,  j,  ^),  on  reconnaîtra  :  i*"  que 
l'équation  du  plan  tangent  peut  être  réduite  à 


(45) 


X    y\  I X     y 

^9    T'  T     +^Z 


X      f  X      x\  Y     (^ 


y  ..i^  y 


c, 


2°  que  les  équations  de  la  normale  sont  comprises  dans  la  formule 

1  —  X  n  —y  -(-  —  O 


(46) 


X     y 


•/..^■.^ 


X     y 


7X 


X    y 


Comme  l'équation  (4^)  ne  change  pas  quand  on  fait  varier  a^,r  et  ^ 
de  manière  que  les  rapports  ->  ~  demeurent  constants,  on  peut 
affirmer  que  chaque  plan  tangent  touchera  la  surface  suivant  une 
génératrice,  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

On  arriverait  à  la  même  conclusion  en  observant  que,  dans  le  cas 
présent,  les  formules  (3i)  se  trouvent  remplacées  par  les  suivantes  : 


47) 


/(}î.=o. 


\{i-l)^i'.-l)^{1-l)^'{T-.)=°^ 


et,  comme  les  coordonnées  ce,  y,  z  doivent  constamment  vérifier 
l'équation  (43),  il  est  clair  qu'on  satisfera  aux  formules  (47)  en 
prenant 

^       X  1) y 


(48) 


Or,  ces  deux  dernières  équations  entre  les  coordonnées  variables 
^,  Y],  t  représentent  évidemment  une  droite  qui  passe  par  le  sommet 
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du  cône  et  par  le  point  (ao,y,z)  de  la  surface  conique,  c'est-à-dire 
une  génératrice  de  cette  même  surface. 

Si  l'on  veut  que  la  surface  conique  soit  celle  d'un  cône  droit  à  base 
circulaire,  il  suffira  de  réduire  la  courbe  (4i)  à  la  circonférence  d'un 
cercle  qui  ait  son  centre  sur  l'axe  des  z.  Si  Ton  nomme  R  le  rayon  de 
ce  même  cercle,  les  formules  (4i)  et  (43)  deviendront  respecti- 
vement 

(49)  f+Yî'-=R% 

(50)  £c^^y^  =  R^z\ 

Alors  l'équation  différentielle  de  la  surface  conique  pourra  être  pré- 
sentée sous  la  forme 

(5i)  a;d3^+ydf-=ï{^zdz. 

Par  suite  on  trouvera,  pour  l'équation  du  plan  tangent, 

(52),  a'(ç--^)+7(rî-j)^R2-(Ç_-) 

OU 

(53)  ^^+/yi=:R2^C; 

et  les  équations  de  la  normale  seront  comprises  dans  la  formule 

(  l—^  _.  ^— y  _   C  — ^   _  ^(^  — ■a7)+j(-o  —  r)  ■+-z{<;-.z) 

(34) 

__  a^ÇE  —  op)  +  y(n  —  y)  -h  zjt:  -  :.) 

o 
de  laquelle  on  tirera 

(55)  i=y  ^(;-^)  +  r(rî-j)4-.^(r-^-)  =  o. 

Enfin  l'inclinaison  -  de  la  surface  pourra  être  déterminée  par  l'une 
des  équations 

(56)  '=osr=^-^,         sécr=^,H-5L,         ,a„g,=  ^. 

Il  résulte  de  ces  dernières  que  l'inclinaison  de  la  surface  est  con- 
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stante,  et  qu'elle  se  confond,  comme  on  devait  s'y  attendre,  avec  le 
complément  de  l'angle  compris  entre  l'axe  du  cône  et  la  généra- 
trice. De  plus,  on  conclut  évidemment  des  équations  (55)  :  i*'  que  la 
projection  de  la  normale  sur  le  plan  des  x,  y  coïncide  avec  la  pro- 
jection de  la  génératrice;  2"  que  cette  normale  est  renfermée  dans  le 
plan  tangent  à  la  sphère  qui  a  pour  centre  l'origine,  et  qui  passe  par 
le  point  {x,  y,  z). 

L'équation  (02),  dans  le  cas  où  l'on  y  considère  x,  y  et  z  comme 
seules  variables,  représente  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  dont  les 
axes  réels  sont  parallèles  aux  axes  des  x  et  j,  et  dans  lequel  un  dia- 
mètre coïncide  avec  la  distance  de  l'origine  au  point  (^,y),'C).  Dans 
le  même  cas,  l'équation  (53)  représente  un  nouveau  plan  qui  passe 
par  l'origine.  Ajoutons  que  ce  plan  et  cet  hyperboloïde  couperont  en 
général  la  surface  conique  suivant  deux  génératrices  qui  seront  les 
lignes  de  contact  de  cette  surface  avec  les  plans  tangents  menés  par 
le  point  (^,  Y],  (^). 

Quant  aux  équations  (55),  elles  représenteront  évidemment,  si  l'on 
considère  x,  y,  z  comme  seules  variables,  une  circonférence  de  cercle 
qui  aura  pour  diamètre  la  distance  de  l'origine  au  point  (^,y],'C),  et 
qui  coupera  le  cône  au  même  lieu  que  la  perpendiculaire  abaissée  de 
ce  point  sur  la  surface  conique. 

Lorsqu'on  substitue  l'équation  (5o)  k  celle  d'une  surface  quel- 
conque, les  formules  (3i)  se  réduisent  à 

(57)  |'--t-n^:=R2Ç%        x\-\-yn  =  K^zX. 

Si,  entre  ces  dernières  et  l'équation  (5o),  on  élimine  :;  et  'C»  on  trou- 
vera 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

et  l'on  en  conclura 

l      ^ 
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Si  l'on  réunit  l'équation  (58)  à  la  seconde  des  formules  (57),  les 
coordonnées  variables  ^,  yj,  'C  seront  évidemment  celles  d'une  droite 
qui  passera  par  l'origine  et  par  le  point  (œ,y,z).  Cette  droite  sera, 
en  effet,  la  seule  ligne  commune  à  la  surface  conique  et  au  plan  tan- 
gent mené  par  le  point  (a?,  y,  s). 

Si  l'on  prenait  pour  base  de  la  surface  conique  une  parabole,  une 
ellipse  ou  une  hyperbole,  cette  surface  serait  celle  d'un  cône  parabo- 
lique, elliptique  ou  hyperbolique. 

Exemple  IV.  —  Désignons  par  «,  b,  c  trois  constantes  positives;  et 
considérons  la  surface  représentée  par  l'équation  finie 

(59)  ^4--^=2-. 

^    ^^  a-         ù^  c  ■ 

Cette  surface,  qui  donne  pour  sections  des  ellipses,  quand  on  la 
coupe  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  z,  et  des  paraboles 
quand  on  la  coupe  par  des  plans  perpendiculaires  aux  axes  des  x  ou 
des  r,  est  celle  qui  termine  un  paraboloïde  elliptique.  Comme,  en 
différentiant  la  formule  (Sq),  on  trouve 

(60)  —da:-^^,dy  =  -dz, 
^      ^  a^  b-    ^        c 

l'équation  du  plan  tangent  au  paraboloïde  elliptique  sera 

(61)  àa-^)  +  TrA-n-y)=^U^-'^ 


ou 

(62) 


a"         b^  c 


Quant  aux  équations  de  la  normale,  elles  se  trouveront  comprises 
dans  la  formule 

(63)    ^"C^  — ■^)_^'(^— y)_    ^/^    ^v^ -^(^  — ^)+j(^— j-)  +  2s(c  — c)^ 
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de  laquelle  on  tire 

a.  y 

La  dernière  des  équations  (64)  prouve  que  la  normale  au  parabo- 
loïde  elliptique,  en  un  point  donné,  est  comprise  dans  le  plan  tangent 
mené  par  ce  point  à  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  le  centre  coïn- 
cide avec  l'origine,  et  dont  l'équation  est  de  la  forme 

a:- +  y- H- 2  5'^  =  consl. 

L'équation  (6i),  dans  le  cas  où  l'on  considère  x,  y  et  s  comme 
seules  variables,  représente  un  second  paraboloïde  de  même  forme 
que  le  premier,  mais  dont  l'axe  coïncide  avec  la  droite  qui  a  pour 
équations 

(65)  x^^,       y  =  -> 

2  "^  2 

et  le  sommet  avec  un  point  situé  sur  cet  axe  et  correspondant  à  l'or- 
donnée 

(66)  ..=,c„^(|  +  g 

Dans  le  même  cas,  l'équation  (62)  représente  un  nouveau  plan  qui 
rencontre  l'axe  des  z  en  un  point  dont  l'ordonnée  est  z  =  —  C- 
Ajoutons  que  ce  nouveau  plan  coupe  les  deux  paraboloïdes  suivant 
une  ellipse,  qui  est  le  lieu  des  points  de  contact  du  paraboloïde 
donné  avec  les  plans  tangents  menés  à  ce  même  paraboloïde  par  le 
point  (^,  Y],  '(). 

Pour  savoir  si  le  plan  tangent  mené  par  un  point  (x,y,  z)  de  la 
surface  donnée  traverse  ou  non  cette  surface,  il  suffit  d'examiner  si 
l'on  peut  attribuer  aux  variables  ^,  y],  "C,  plusieurs  systèmes  de  valeurs 
réelles  propres  à  vérifier  simultanément  les  deux  équations 


(67) 


a"  "^  62  " 

>- 

-s 
=  2  -j 
C 

Xl           JY) 

a*  "^    b^ 

c 
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Or,  si  entre  ces  dernières  et  la  formule  (39)  on  élimine  t  et  ^,  on 
trouvera 

H'         Y)"        .r^         y-  f  xî.         y-f 

a^        0-        a-        b-  \  a'-  b- 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 


(^~y-(^^y 


z::::  O. 


D'ailleurs,  on  ne  peut  satisfaire  à  l'équation  précédente  qu'en  posant 

\  —  x,       -n=y, 
et  Ton  tire  alors  des  formules  (39)  et  (67) 

Donc  le  point  (ac,y,z)  est  le  seul  qui  soit  commun  au  paraboloïde  et 
au  plan  tangent,  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

Exemple  V.  —  Considérons  la  surface  représentée  par  l'équation 
finie 

(68)  ^    i:  =  2î. 

a}        b-  c 

Cette  surface,  qui  donne  pour  sections  des  hyperboles,  quand  on  la 
coupe  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  x,  y,  et  des  paraboles, 
quand  on  la  coupe  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x  ou  à 
l'axe  des  j,  est  celle  qui  termine  un  paraboloïde  hyperbolique.  Elle 
rencontre  évidemment  le  plan  des  a?,  y  suivant  deux  droites  repré- 
sentées par  la  formule  • 


(69) 

«2  " 

j 
b'- 

=  0, 

qui  foi 

Lirnit  les 

deux  équations 

(70) 

X 

a 

y 

b 

=  0, 

(70 

X 

a 

-f 

=  0. 
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Cela  posé,  en  opérant  comme  dans  l'exemple  IV,  on  trouvera  pour 
l'équation  du  plan  tangent  au  paraboloïde  hyperbolique 

^(|  — g^)       yj-n—y)  _  C  — ^ 

OU 

et,  pour  les  équations  de  la  normale, 

a,  j 

La  dernière  des  équations  (74)  prouve  que  la  normale  au  paraboloïde 
hyperbolique  est  comprise  dans  le  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  de  ré- 
volution dont  le  centre  coïncide  avec  l'origine  et  dont  l'équation  est 

de  la  forme 

^2 -h  j' -f- 2  c^  ^  const. 

L'équation  (72),  dans  le  cas  où  l'on  y  considère  ce,  y,  z  comme 
seules  variables,  représente  un  second  paraboloïde  de  même  forme 
que  le  premier,  mais  dont  l'axe  coïncide  avec  la  droite  représentée 
par  les  formules  (65),  et  le  sommet  avec  un  point  situé  sur  cet  axe  et 
correspondant  à  l'ordonnée 

Dans  le  même  cas,  l'équation  (73)  représente  un  nouveau  plan  qui 
rencontre  l'axe  des  z  au  point  dont  l'ordonnée  est  —  '(•  Ajoutons  que 
ce  nouveau  plan  coupe  les  deux  paraboloïdes  suivant  une  hyperbole 
qui  est  le  lieu  des  points  de  contact  du  paraboloïde  donné  avec  les 
plans  tangents  menés  à  ce  paraboloïde  par  le  point  (i,  tj,  '(). 

Si  l'on  veut  obtenir  les  lignes  qui,  passant  par  un  point  (^,  r,  z) 
de  la  surface  donnée,  sont  communes  à  cette  surface  et  au  plan  tan- 
gent, il  suffira  d'assujettir  les  coordonnées  variables  ^,  yj,  '(  à  vérifier 
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les  deux  équations  * 

(76)  l!_:^::=2-,  ^^  JY)   _  C  +  ^ 

^^   '  a-        b-  c^  a^         b^  c 

Si,  entre  ces  dernières  et  la  formule  (68),  on  élitnine  'C  et  z,  on  trou- 
vera 

^*        Y]'        x^        y^  (  oc'i,       yrt 


b^    '    à"       b^       '^\  a'         b'   '  ~°' 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

^  —  x\' /yj  —  y\- 


(77) 

et  l'on  en  conclura 

(78) 
ou 

(79) 


a 


^  —  ^ f]  —  y 


H  —  X in  —  / 

a  b 


En  réunissant,  l'une  après  l'autre,  la  formule  (78)  et  la  formule  (79) 
à  la  seconde  des  formules  (76),  on  obtient  deux  systèmes  d'équations 
qui  représentent  deux  droites  tracées  sur  le  paraboloïdc  de  manière 
à  renfermer  le  point  (œ,y,z).  Si  ce  point  devient  mobile,  chacune 
des  deux  droites  engendrera  le  paraboloïde  hyperbolique,  en  se 
mouvant  de  telle  sorte  que  sa  projection  sur  le  plan  des  oo,  y  reste 
toujours  parallèle  à  l'une  des  droites  suivant  lesquelles  ce  plan  coupe 
le  paraboloïde. 

Il  est  essentiel  d'observer  que  toutes  les  génératrices  coupent  le 
plan  des  x,  j,  et  qu'on  simplifie  la  recherche  de  leurs  équations  en 
supposant  le  point  {x,  y,z)  situé  dans  ce  plan,  c'est-à-dire  sur  l'une 
des  droites  (70)  ou  (71).  On  reconnaît  alors  immédiatement  qu'un 
premier  système  de  génératrices  est  déterminé  par  les  formules 

(80)  ?  =  ?,         i^^-4?  =  ^,         K-t=^^-, 


a        b  «2         b^'        c  a*        b^ 


c 
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que  l'on  peut  réduire  à 

(8i)  ^-  —  j  — ,  i+       —  2-, 

a        b        X  c  au  a 

et  un  second  système  par  les  formules 

a  b  cv         b^         c  a-        b-  c 

que  l'on  peut  réduire  à  ' 

(83)  l  +  -^  =  ll,         1_!1^,^. 

a        b        X  c  a        b  a 

Ajoutons  que  le  rapport  —  demeurera  constant  pour  une  même  gé- 
nératrice, et  changera  de  valeur  dans  le  passage  d'une  génératrice  à 
l'autre.  Ce  rapport  sera  donc  ce  qu'on  nomme  une  constante  arbi- 
traire. Si  l'on  désigne  cette  constante  par  e,  et  si  l'on  écrit,  en  outre, 
dans  les  équations  (81)  et  (83),  x,  j,  z  au  lieu  de  \,  yj,  'C,  ces  équa- 
tions deviendront  respectivement 


(84) 
et 


X 

a 

-\- 

y 

b 

X 

a 

— 

y 
ij 

a         b        Qc 


(85)  --j-^e;       f  +  Z^^-i. 

a        b  a        b        Qc 

Il  est  facile  de  s'assurer  directement  que  chacune  des  droites  repré- 
sentées par  le  système  des  formules  (84)  ou  (85)  est  située  tout 
entière  sur  la  surface  du  paraboloïde  hyperbolique.  En  effet,  si  l'on 
multiplie,  membre  à  membre,  ou  les  formules  (84),  ou  les  for- 
mules (85),  on  reproduira  évidemment  l'équation  (68). 

Comme  le  plan  tangent  mené  par  un  point  donné  à  la  surface  du 
paraboloïde  hyperbolique  la  touche  en  un  point  unique,  il  est  clair 
(|ue  cette  surface  n'est  point  développable,  et  se  trouve  comprise  dans 
le  nombre  de  celles  que  l'on  nomme  sur/aces  gauches. 
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Exemple  VI.  —  Si  l'on  considère  le  paraboloïde  hyperbolique  re- 
présenté par  la  formule 

(86)  xy=cz, 

on  trouvera  pour  l'équation  du  plan  tangent 

(87)  ^(|_.^)  +  ^(n-j)  =  c(C--) 

ou 

(88)  œ-fi  +  rl=:c{^^  z), 

et  pour  les  équations  de  la  normale 

(89)  oc{l--.x)—.Y{-fi~-  y),         x{l  —  œ)+y{n—y)-^'2z{^-^z)  =  o. 

On  conclura  de  ces  dernières  que  la  normale  est  la  droite  d'intersec- 
tion des  plans  tangents  menés  par  le  point  {x,y,  z)  à  un  cylindre 
hyperbolique  et  à  un  ellipsoïde  de  révolution  représentés  par  deux 
équations  de  la  forme 

^■-  — y-=r  const.,        ^^4- J-+ 2^2=  const. 

De  plus,  si  l'on  désigne  par  l,  -q,  ^  les  coordonnées  variables  de 
l'une  des  génératrices  qui  renferment  le  point  (x,  y,  z),  on  aura 

(90)  'S^n—c!;,        ^-0  +  r|  =  c(C  +  -), 

et  l'on  tirera  des  équations  (90)  combinées  avec  la  formule  (86) 

In  -\-  xy  —  xf\  —  j  ^  =  o, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(91)  {l~x){n—y)  =  o. 

Par  conséquent,  les  deux  génératrices  seront  représentées  par  la 
seconde  des  équations  (90)  réunie  à  l'une  des  formules 


3o 


(92) 

^=^, 

(93) 

■n^y; 

OE livres  de  C.  - 
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ot  elles  seront  constamment  perpendiculaires,  l'une  à  l'axe  des  x, 
l'autre  à  l'axe  des  y. 

Exemple  VII.   —  Considérons  la  surface  du  second  degré  repré- 
sentée par  l'équation 

(94)  Ax---hBy^+Cz'--^2]}j-z^2Ezx-  +  2¥^j'=.K. 

L'équation  différentielle  de  cette  surface  sera 

(A7+  Fy  +  Ez)d.x-h  (F^  +  Bj  -hD^)dy  +  {Ex  +  \}y  +  Cz.)  dz  ^-.  o. 

Par  suite,  on  trouvera  pour  l'équation  du  plan  tangent 

(  (A^4-Fj+E5)(^  — ^)  ^{Fx^'By  -i-Dz){n  —  y) 

(9^) 

(  +(E^+ !)/-+- C2)(Ç  —  ^)  =0 

ou 

(96)  {Aaj-i~¥y^Ezyi+{Yx^By-h})z)-n-h{Ex-^l)y-+-Cz)K^K, 

tandis  que  les  équations  de  la  normale  seront  comprises  dans  la  for-, 
mule 

,,  ^  —  X  ■«— y  C  —  - 

(97) — .—-- 


Ax -\-Fy -i-E.z  [     Fx-^By  +  Dz       Ex  +  Dy^Cz 

Lorsque,  dans  les  équations  (93)  et  (96),  on  regarde  x,y,  z  comme 
seules  variables,  ces  équations  représentent,  la  première  une  nou- 
velle surface  du  second  degré,  semblable  à  la  surface  donnée,  et  dont 
un  diamètre  coïncide  avec  le  ravon  vecteur  mené  de  l'origine  au 
point  (^,rj,'C);  la  seconde  un  nouveau  plan.  Ce  plan  coupe  les  deux 
surfaces  du  second  degré  suivant  une  seule  courbe,  qui  est  le  lieu  des 
points  de  contact  de  la  surface  donnée  avec  les  plans  tangents  menés 
à  cette  même  surface  par  le  point  (^,  y],  C). 

Quant  aux  angles  A,  u.,  v  que  forme  la  normale  menée  par  le 
point  (x,y,z-)  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  on  les 
déduira  de  la  formule  (G),  qui  donnera 

,    ox  cosX  COSU  COSV 

(98)  --  r  __ 


Ax  ^-Fy-i-Ez  '    Fx-i-By   rDz       Ex  ^l)y  ^Cz 
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Exemple  VIII.  —  Désignons  par  a,  h,  c  des  constantes  positives,  et 
considérons  un  ellipsoïde  dont  les  axes,  parallèles  aux  axes  coor- 
donnés, soient  représentés  par  'la,  2b,  ic.  On  trouvera  pour  l'équa- 
tion de  cet  ellipsoïde 


(99) 


y- 


c- 


et  pour  l'équation  du  plan  tangent 

x\ 


('00) 


62 


tandis  que  les  équations  de  la  normale  se  déduiront  de  la  formule 


(101) 


/ 


De  plus,  pour  savoir  si  le  plan  tangent  mené  par  le  point  (^,.r,^) 
traverse  ou  non  l'ellipsoïde,  il  suffira  d'examiner  si  l'on  peut  attri- 
buer aux  variables  \,  t],  ^  plusieurs  systèmes  de  valeurs  réelles 
propres  à  vérifier  simultanément  les  deux  équations 


(102) 


'^- 


rr 
b' 


I5  +  !L>^  _4_  if 

a^          b'^         c- 


Or  on  tire  de  ces  dernières  combinées  avec  la  formule  (99) 

^2  Ç2- 


X- 
a- 


y- 


'Px      nr 
b-        c-  \  a-         b- 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

'  yK.  —  z-f]\-       (  z\  —  x% 


yl 


bc        I     '    \       ca        I     '    \        ab 

D'ailleurs,  pour  satisfaire  à  l'équation  précédente,  il  faut  supposer 

et,  par  suite, 

l        n        t        a-         b-         c- 


l  _ 

_  "^  _ 

xP  yn  Zi 
a-          b-         c 

X 

X-        y-       z- 

1_  îi 1 

a'        b^        c' 
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c'est-à-dire 

Donc  le  point  (oo,y,  z)  est  le  seul  qui  soit  commun  à  l'ellipsoïde  et 
au  plan  tangent,  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

Exemple  IX.  —  Considérons  la  surface  représentée  par  l'équation 
finie 

,r^         r2        z°-  jc-        y-  z- 

(io3>  -7  +  T^, 7  =  1  ou         — +  Ti  = '-!-—• 

^        '  «2        Ijî        qi  a-        b^  c- 

Cette  surface,  qui  donne  pour  sections  des  ellipses,  quand  on  la 
coupe  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  z,  et  des  hyper- 
boles, quand  on  la  coupe  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x 
ou  à  l'axe  des  j,  est  celle  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe.  Si  par  le 
point  {x,  j,  z)  on  mène  un  plan  tangent  et  une  normale  à  cet  hyper- 
boloïde,  on  trouvera  pour  l'équation  du  plan  tangent 

^     ^'  a^  If'         c-  a'-  b-  c- 

tandis  que  les  équations  de  la  normale  seront  comprises  dans  les 
formules 

(loo) = = 

^       '  X  y  z 

De  plus,  pour  savoir  si  le  plan  tangent  traverse  ou  non  cet  hyper- 
boloïde,  il  suffira  d'examiner  si  l'on  peut  attribuer  aux  variables  \, 
Y],  'C  plusieurs  systèmes  des  valeurs  réelles  propres  à. vérifier  simul- 
tanément les  deux  équations 

^        '  a-        b^-  c-  a-         b-  c"- 

Or  on  tire  de  ces  dernières  combinées  avec  la  formule  (io3) 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(107) 

(xf]—ylY 

\  ab  ;  - 

(^ 

et,  par  suite. 

(108) 

œt]  —  yc 
ab        ~ 

r 

c 

ou 

(109) 

o^ri  —  yl  _ 

ç-^ 

En  réunissant,  l'une  après  l'autre,  la  formule  ((o8^  et  la  for- 
mule (109)  à  la  seconde  des  formules  (jo(J),  on  obtient  entre  les 
coordonnées  H,  y],  C  deux  systèmes  d'équations  qui  représentent 
deux  droites  tracées  sur  l'hyperboloïde  de  manière  ii  renfermer  le 
point  {x,  y,  z).  Si  ce  point  devient  mobile,  chacune  des  deux 
droites  se   mouvra  elle-même,  et  engendrera   l'hyperboloïde  à  une 

nappe. 

Comme  toutes  les  génératrices  rencontrent  le  plan  des  x,  y,  rien 
n'empêche  de  faire  coïncider  le  point  {x,  y,  z)  avec  un  des  points  de 
l'ellipse 

(IIO)  ^M-"^— I, 

a-         0- 

suivant  laquelle  ce  plan  coupe  l'hyperboloïde,  et  de  supposer  en 
conséquence,  dans  les  équations  des  deux  systèmes  de  génératrices, 
;^  —  G.  Alors  ces  équations  deviendront  respectivement,  pour  le  pre- 
mier système, 

■37y]  —  v|  _  C 
ab  c 


(m) 

xt,      yn 

a'  "^    b'- 

et  pour 

le 

sccond  système. 

(112) 

x^       yn 
a'  ^    b''    ~ 

x-{]—  yl  _     ^ 
ab  c 

La  première  équation,  qui  reste  la  même  dans  le  passage  d'un  sys- 


238  APPLICATIONS  DU   CALCUL  liNFIMTÉSI  M  AL. 

tème  à  l'autre,  montre  évidemment  que  toutes  les  génératrices  ont 
pour  projections  sur  le  plan  des  x,  y  des  droites  tangentes  à  l'ellipse 
dont  nous  venons  de  parler. 

Si,  pour  simplitièr  les  calculs,  on  pose 

(ii3)  X  =1  r  ç,o?,p,        y  =  rsinp, 

la  formule  (i  lo)  donnera 

/     /  \  ab 

(ll4)  /'—   r, 


(a- sin'/> -h  6- cos^/))'^ 
et  l'on  aura  par  suite  , 

,     -,                               abco^p  absinp 

(iio)        x= ':^ -,  y—  '^ 


{a-  sin-p  -+-  b-  cos-yo)^  («^  sin^/?  -f-  b-  cos^p)'- 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes  de  x  et  de  y  dans  les  équa- 
tioils  (i  1 1)  et  (i  12),  et  si  l'on  y  remplace  ensuite  H,  y],  '(  par  x,  y,  z, 
ces  équations  deviendront  respectivement 


(1.6: 
et 


\   -X  COS/>  +  --/  Sin/?  :rr  (  a^  siiî-^  4-  b-  cos-y»)', 

< 

/         y  cosp  -^  J7  siny»  --  (a-  sin-/>  -+-  b-  cos-p)' 


1  _ 
c 


l  ~x  cosp .-+-  j y  s'inp  =::  (a-  sin-p  -i-  b-  cos-/?)% 


t  _ 


X  sinp  — /  cosp  --  (a-  s\n°p  +  b-  cos-p)'  - 


Il  est  facile  de  s'assurer  directement  que  chacune  des  droites  repré- 
sentées par  le  système  des  équations  (i  iG)  ou  (i  17)  est  située  tout  en- 
tière sur  la  surface  de  i'hyperboloïde  à  une  nappe.  En  effet,  si  l'on 
ajoute,  membre  à  membre,  ou  les  deux  équations  (n6),  ou  les  deux 
équations  (F17),  après  avoir  élevé  chacune  d'elles  au  carré,  on  re- 
trouvera la  formule  (io3).  Observons,  en  outre,  que  la  quantité />, 
(jui  demeure  constante  pour  une  même  génératrice,  représente  tou- 
jours l'angle  formé  par  l'axe  des  x  avec  le  rayon  vecteur  mené  de 
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l'origine  au  point  oii  la  génératrice  que  l'on  considère  coupe  le  plan 
des  œ,  y. 

Soit  maintenant 

1 
^ a  sin/?  +  {a^  sin-/)  +  b-  cos'-/?)  ' 


(ii8: 


On  tirera  des  formules  (i  i6) 


b  cos/> 


,.  X        z        ^  y\  X        z  \   (  y 


et  des  formules  (i  17) 


,.  X        z        ^  y\  X        z         i   , 

a        c  \  b  a        c        Q\  b 


Si  l'on  supposait,  au  contraire, 

1 
a  cos/>  -h  (a-  s\n-p  +  6-  cos'/>)- 


(121) 


on  tirerait  des  formules  (i  16) 


b  sin'p 


J    ,    -  _-  0/ ..      ■^\  ■^'       ^        '  ^         '^ 


(122)  /„  +  -^3     r__     ,  :__^^        K, 

b        c  \  a  b        c        <^  \  a 


et  des  formules  (117) 


y        z  ^f         x\  y        z  1/         X 


b        C  \         a  J  b        c        B  \         a 

Par  conséquent,  si  l'on  emploie  la  lettre  3  pour  désigner  une  con- 
'stanle  arbitraire,  les  droites  qui  servent  de  génératrices  à  l'hyper- 
boloide  pourront  être  représentées  par  les  équations  (119),  (120), 
(122)  ou  (i23).  Ajoutons  que  les  formules  (i  19)  et  (122)  seront  re- 
latives à  l'un  des  deux  systèmes  de  génératrices,  tandis  que  les  for- 
mules (120)  et  (i23)  se  rapporteront  à  l'autre  système. 

Gomme  le  plan  tangent  mené  par  un  point  donné  à  la  surface  de 
l'hyperboloïde  à  une  nappe  touche  cette  surface  en  un  seul  des  points 
où  il  la  rencontre,  il  en  résulte  que  cette  surface  n'est  pas  dévelop- 
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pable,  et  se  trouve  comprise  dans  le  nombre  de  celles  que  l'on  nomme 
surfaces  gauches. 

Exemple  X.  —  Considérons  la  surface  représentée  par  l'équation 

finie 

,      ,  ^  z"-        œ-        y-  .27^        y-        z-  . 

(124  )  —, i,  —  't^—i  ou  —  4--,^  =  —  —  I. 

^        '  c-        a-        b-  a-        b-        c- 

Cette  surface,  qui  donne  pour  sections  des  ellipses  quand  on  la  coupe 
par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  z,  et  des  hyperboles  quand 
on  la  coupe  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x  ou  à  l'axe 
des  y,  se  divise  en  deux  nappes,  dans  chacune  desquelles  le  point 
le  plus  rapproché  du  pian  des  x,  y  est  situé  sur  l'axe  des  z,  et 
à  la  distance  c  de  l'origine.  C'est  pour  cette  raison  que  le  solide 
qu'elle  termine  a  pris  le  nom  (ï hyperholoïde  à  deux  nappes.  Si  par  le 
point  {x,  y,  z)  on  mène  un  plan  fangent  et  une  normale  à  cet  hyper- 
boloïde,  on  trouvera  pour  l'équation  du  plan  tangent 

,      ..  xc,        yri        zt, 

125)  -5^   +  ^  =  -T  —  I» 

a-  b-         c' 

tandis  que  les  équations  de  la  normale  resteront  comprises  dans  la 
formule  (io5)  de  l'exemple  précédent.  De  plus,  en  raisonnant  comme 
dans  cet  exemple,  on  aura  évidemment,  à  la  place  de  la  formule  (107), 


et  l'on  en  conclura 


i 


puis,  en  ayant  égard  aux  équations  (124)  et  (i25). 

En  conséquence,  le  point  {x,y,  z)  sera  le  seul  point  commun  à  l'hy- 
perboloide  et  au  plan  tangent. 

Exemple  XI.  —  Considérons  la  surface  hélicoïde  représentée  par 
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l'équation  (4i)  de  la  treizième  Leçon,  savoir 

(127)  z  =aR'drcVàng(i—\)         ou         y  =:  xlang-^^- 
On  aura,  pour  l'équation  différentielle  de  cette  surface, 

(128)  dz  =:  aR ~ — ^-- —  ou  — — rr—  dz  =z  x  dy  —  y  dx. 

X'-hY'  ali  J        ^ 

Par  suite,  l'équation  du  plan  tangent  sera. 

(129)  -a^Yl-J^r^^— j^-L(Ç_   -), 

tandis  que  les  équations  de  la  normale  se  trouveront  comprises  dans 
la  formule 

(,3o)  ^R(C-.-)^r^_j^|-^^ 

x'^^y-  —X  y 

A  l'aide  de  ces  diverses  équations,  on  établira  sans  peine  diverses 
propriétés  de  la  surface  et  l'on  prouvera,  par  exemple,  que  le  plan 
tangent  coupe  la  surface  suivant  une  infinité  de  lignes  dont  l'une 
coïncide  avec  la  génératrice,  c'est-à-dire  avec  la'perpendiculaire 
abaissée  du  point  de  contact  sur  l'axe  des  z. 

On  peut  remarquer  que  l'axe  des  z  est  entièrement  compris  dans  la 
surface  représentée  par  la  formule  (127).  Si  l'on  veut  obtenir  l'équa- 
tion du  plan  tangent  en  un  point  quelconque  de  ce  même  axe,  il 
faudra  réduire,  dans  la  formule  (129),  les  coordonnées  ^r  et  y  à  zéro, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  faudra  poser  .r  =  o  dans  l'équation 


\  tang^  =  ^  (C  —  ^)  séc-  (  Ar.  \. 


produite  par  l'élimination  de  y  entre  les  formules  (127)  et  (129).  Or, 
en  opérant  ainsi,  on  trouvera,  pour  l'équation  du  plan  tangent  en  un 
])oint  de  l'axe  des  z. 


r\                    z 
—  —  !  ;i  II  o" • 


Donc  ce  plan,  qui  sera  toujours  vertical  et  renfermera  toujours  l'axe 

OEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  V.  3l 
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dont  il  s'agit,  changera  do  direction  avec  l'ordonnée  :;  du  point  de 
contact  et  reprendra  la  même  direction  quand  le  rapport  -^  se  trou- 
vera augmenté  ou  diminué  d'un  nombre  quelconque  de  circonfé- 
rences. 

Quelquefois  des  lignes  ou  des  points  compris  dans  une  surface 
courbe  offrent  des  particularités  dignes  de  remarque  et  analogues  à 
celles  que  présentent  les  points  singuliers  des  courbes.  Parmi  les 
points  singuliers  des  surfaces,  on  doit  distinguer  ceux  par  lesquels 
on  peut  faire  passer  une  infinité  de  plans  tangents.  En  chaque  point 
de  cette  espèce,  les  valeurs  de  cosX,  cosa,  cosv,  déduites  des  for- 
mules (8)  ou  (9),  deviennent  indéterminées,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  que  dans  deux  cas,  savoir  :  1''  quand  l'une  au  moins  des  quantités 

du        (ht       ou 
ôx        (jy       i)z 

prend  une  valeur  indéterminée;  2"*  quand  ces  trois  quantités  de- 
viennent à  la  fois  nulles  ou  infinies.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  la  sub- 
stitution des  valeurs  de  x,  j,  z  transforme  l'équation  (2),  qui  repré- 
sente le  plan  tangent,  en  une  équation  identique,  ou  du  moins  en 
une  équation  qui  renferme  une  constante  arbitraire. 

Considérons,  par  exemple,  le  sommet  de  la  surface  conique  repré- 
sentée par  la- formule  (5o).  Comme  ce  sommet  coïncide  avec  l'origine, 
les  valeurs  correspondantes  de  x,  y,  z  seront  nulles,  et  en  substituant 
ces  valeurs  dans  l'équation  (33),  on  fera  évanouir  les  deux  membres. 
Toutefois,  si,  à  la  place  des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  on  intro- 
duit les  coordonnées  polaires  r  etp,  liées  aux  premières  par  les  équa- 
tions (i  i3),  l'équation  (5o)  donnera 

(i3i)  .  ^""-iT 

et  la  formule  (53)  deviendra  généralement 
(i32)  ç  cos/>  +  Y)  sinyw  =  KC- 

Ainsi  l'équation  du  plan  tangent  ne  renfermera  qu'une  seule  des 
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coordonnées  polaires,  savoir  l'angle  p.  Or  cet  angle,  qui  est  déter- 
miné pour  tous  les  points  de  la  surface  conique  autres  que  le  sommet, 
cesse  de  l'être  pour  le  sommet  lui-même  et  se  change  alors  en  une 
constante  arbitraire.  Aux  diverses  valeurs  que  cette  constante  peut 
recevoir  correspondent  une  infinité  de  plans  représentés  par  l'équa- 
tion (i32)  et  tangents  à  la  surface  conique. 
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QUINZIÈME  LEÇON. 


CENTRES  ET    DIAMÈTRES    DES    SURFACES   COURBES    ET    DES    COURBES    TRACÉES    DANS    l'eSPACE. 

AXES    DES    SURFACES    COURBES. 


On  nomme  centre  d'une  courbe  ou  d'une  surface  courbe  un  point 
tel  que  les  rayons  vecteurs  menés  de  ce  point  à  la  courbe  ou  à  la  sur- 
face soient  deux  à  deux  égaux  et  dirigés  en  sens  contraires.  Lors- 
qu'une courbe  ou  une  surface  courbe  a  un  centre,  et  qu'on  y  a  trans- 
porté l'origine  des  coordonnées,  on  n'altère  point  l'équation  ou  les 
équations  de  cette  surface  ou  de  cette  courbe  entre  des  coordonnées 
rectilignes  x,  y,  z,  en  remplaçant  x  par  —  a;,  jpar  —  y  et  z  par  —  z. 
Lorsque  le  centre  coïncide  avec  le  point  qui  a  pour  coordonnées  a, 
h,  c,  on  n'altère  point  l'équation  de  la  surface  ou  le  système  des  deux 
équations  de  la  courbe  en  remplaçant  x  par  ia  —  x,  y  par  ib  —  y, 
et  z  par  ic  —  z. 

Exemples.  —  La  surface  du  second  degré  représentée  par  l'équation 

(i)  Kœ-  +  B  J-  +  Ç.Z-+  2  Dyz  +  ^E:;^  +  2V xy  —  K, 

et  la  courbe  suivant  laquelle  cette  surface  est  coupée  par  le  plan 

(2)  j:  COSX -h  J  COSfJl. -H  G  COSV  izi:  0, 

ont  pour  centre  commun  l'origine  des  coordonnées. 

Si  l'on  désigne  par  x,  y,  z  des  coordonnées  rectangulaires,  la 
sphère 

(3)  ^^  ^  ay--^-  {y  -  by-  ^  {z  -  cr'=K\ 
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et  le  cercle  représenté  par  le  système  des  équations 

(4)  ' 

I  {jc  —  a)  cosX  -+-  {y  —  b)  cosjji  +  (s  —  c)  cosv  -=  o, 

auront  pour  centre  commun  le  point  («,  h,  c). 

Une  courbe  ou  surface  courbe  peut  avoir  une  infinité  de  centres. 
Ainsi,  par  exemple,  si,  après  avoir  tracé,  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  une  droite  donnée,  une  courbe  qui  ait  un  centre  placé  sur  la 
droite,  on  construit  une  surface  cylindrique  dont  cette  courbe  soit  la 
base  et  dont  la  génératrice  soit  parallèle  à  la  droite  dont  il  s'agit, 
chaque  point  de  cette  droite  sera  évidemment  un  centre  de  la  surface 

cylindrique. 

Toute  droite  menée  par  le  centre  d'une  courbe  ou  surface  courbe 
est  un  diamètre  de  cette  courbe  ou  de  cette  surface. 

On  appelle  axe  d'une  surface  courbe  une  droite  tracée  de  manière 
à  partager  en  deux  parties  symétriques  chacune  des  courbes  planes 
qu'on  obtient  en  coupant  la  surface  par  des  plans  qui  renferment 
cette  même  droite.  Un  tel  axe  est  nécessairement  normal  à  la  surface 
courbe  dans  chaque  point  où  il  la  rencontre,  à  moins  que  le  plan  tan- 
gent mené  par  le  point  de  rencontre  ne  devienne  indéterminé.  De 
plus,  chaque  point  de  l'axe  est  évidemment  un  centre  de  la  section 
faite  dans  la  surface  par  le  plan  qui  est  perpendiculaire  à  l'axe  et  qui 
renferme  ce  même  point.  Donc,  si  cet  axe  coïncide  avec  l'axe  des  x, 
et  si  les  coordonnées  x,  y,  z-  sont  rectangulaires,  on  n'altérera  pas 
l'équation  de  la  surface  en  y  remplaçant  à  la  fois  j  par  —  j  et  c-  par 

Soit  maintenant 
(  5  )  «  r=  o 

l'équation  d'une  surface  courbe  fermée  de  toutes  parts,  ii  :^/(x,y,z) 
désignant  une  fonction  des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z,  et 
imaginons  qu'un  certain  point  0  soit  le  centre  unique  de  cette  sur- 
face courbe  et  de  toutes  les  sections  planes  faites  dans  la  surface  par 


•2iG  APPLICATIONS    DU   CALCUL    INFINITÉSIMAL. 

dos  plans  qui  renferment  le  point  0.  Si  la  surface  m  =  o  admet  un  ou 
plusieurs  axes,  le  point  0  devra  être  situé  sur  chacun  d'eux,  puisque 
les  plans  menés  par  ce  point  et  perpendiculaires  aux  axes  couperont 
la  surface  suivant  des  courbes  dont  il  sera  l'unique  centre.  Si,  pour 
plus  de  commodité,  on  place  le  point  0  à  l'origine  des  coordonnées, 
le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  (x,y,z-)  de  la  surface 
courbe  et  la  normale  élevée  par  ce  point  formeront,  avec  le  demi-axe 
des  coordonnées  positives,  des  angles  dont  les  cosinus  seront  propor- 
tionnels, d'une  part,  aux  coordonnées 

de  l'autre  aux  fonctions  dérivées 

du       du       du 

dx       df       dz  . 

Cela  posé,  concevons  que  le  rayon  vecteur  coïncide  avec  un  axe  de 
la  surface  courbe.  Comme  cet  axe,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut,  se  confondra  lui-même  généralement  avec  la  normale  élevée  par 
le  point  (a;,  j,  ^),  les  quantités 

du       du       du 
dx       dy       dz 

deviendront  évidemment  proportionnelles  aux  coordonnées  x,  y,  :;, 
et  l'on  aura  en  conséquence 


du 

du 

du 

doc 

_i/ _ 

_  Tz 

X 

V 

z 

(6) 

11  est  bon  d'observer  que  l'on  n'aurait  rien  à  changer  à  la  formule  (6) 
si  la  surface  proposée  était  représentée,  non  par  l'équation  (5),  mais 
par  la  suivante 

(7)  u=c, 

c  désignant  une  quantité  constante. 

La  formule  (6),  réunie  à  l'équation  (7),  sulfit  pour  déterminer  les 
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coordonnées  x,  y,  z  des  points  où  les  normales  menées  par  l'origine  à 
la  surface  ^^  =  c  rencontrent  cette  même  surface.  A  chacune  des  nor- 
males dont  il  s'agit  répond  un  système  particulier  de  valeurs  des  va- 
riables X,  y,  z,  et  ces  valeurs,  substituées  dans  la  formule 

o  COSX  COSfJt  COSV  I 


font  connaître  les  angles  X,  ii,  v  que  la  normale,  prolongée  dans  un 

sens  ou  dans  un  autre,  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 

positives.  Veut-on  maintenant  savoir  si  la  normale  que  l'on  considère 

est  un  axe  de  la  surface  ii  =  c'1  II  suffira  de  couper  la  surface  par  des 

plans  perpendiculaires  à  cette  normale  et  d'examiner  si  chacune  des 

courbes  d'intersection  a  un  centre  situé  sur  la  normale  elle-même. 

Or,  si  l'on  prend  sur  la  normale,  prolongée  dans  un  sens  ou  dans 

l'autre,  un  point  situé  à  la  distance  k  de  l'origine,  les  coordonnées  de 

ce  point  seront 

k  cosA,     A  cos/jt,     k  cosv, 

et  le  plan  mené  perpendiculairement  ii  la  normale  par  le  même  point 
sera  représenté  par  l'équation 

( 9 )  X  cos À  4-  j  cos |j!.  -t-  c  cosv  --  k . 

Donc,  en  vertu  des  remarques  faites  ci-dessus,  on  aura  seulement  à 
examiner  si  le  système  des  équations  (7)  et  (9)  se  trouve  altéré  par 
la  substitution  des  différences 

2ÂC0S);  — X,     2^cosp.—  r,     2  A- cosv  —  z 

à  la  place  des  coordonnées  x,  y,  z,  et  comme,  après  cette  substitu- 
tion, l'équation  (9)  reprendra  sa  forme  primitive,  on  devra  simple- 
ment chercher,  en  écrivant  f{x,  y,  z)  au  lieu  de  11,  si  l'équation 

(10)  f  {ik  co%l~  X,  -2 k  cos /JL  —  y,  2k  cos'j  —  z)  -  o 

peut  résulter,  quelle  que  soit  la  valeur  de  k,  de  la  combinaison  des 
équations  (7)  et  (9). 
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Dans  le  cas  où  la  fonction  u  est  une  fonction  homogène  du  degré  m. 


on  a 


du  du         du 


(il)  X- h-r-^ \-  z-—  z=  mu, 

^     ^  ôx      -^  Oy  Oz 

et  la  formule  (6)  entraîne  la  suivante 


(12) 


du  du  du 

dx  dy  dz   nu 

X  y  z  x'-  +  y'- 


Alors,  en  désignant  par  r  le  rayon   vecteur  mené  de  l'origine  au 
point  (^x,  y,  z),  et  posant  en  conséquence 

(i3)  a;'^y-'+z-r=:r\ 

on  tirera  des  formules  (7)  et  (12) 

du         du         du 

dx   _  dy   dz   nie 

^  ^^  X     ~    y  ;:  r- 

II  est  essentiel  d'observer  qu'en  vertu  des  principes  établis  dans  la 
onzième  Leçon  de  Calcul  différentiel,  la  formule  (6)  est  celle  qui  dé- 
termine, pour  la  surface  w  =  o  ou  m  ==  c,  les  valeurs  maxima  et  mi- 
nima  de  la  fonction  des  coordonnées  représentée  par  x- +  y- +  z"^ 
et,  par  conséquent,  les  valeurs  maxima  ou  minima  du  rayon  vecteur  r. 
Ainsi,  lorsqu'une  surface  courbe  a  un  ou  plusieurs  axes  qui  passent 
par  l'origine,  il  faut  que  le  rayon  vecteur  se  dirige  suivant  l'un  de 
ces  axes  pour  devenir  un  maximum  ou  un  minimum.  C'est,  au  reste, 
ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

On  appliquera  sans  peine  les  principes  que  nous  venons  d'exposer 
à  la  solution  des  problèmes  suivants  : 

Problème  I.  —  Trouver,  s'ily  a  lieu,  le  centre  et  les  axes  de  la  surface 
du  second  degré  représentée  par  l'équation 
(i5)     A^'-+  B_>-2+Cc-+  2\)yz  4-  'i^.zx  +  'iVxy  ^dx  4- H j  +  I^  —  K. 

Solution.  -  Si  la  surface  (i5)  a  un  centre,  et  si  l'on  désigne  par  ^,, 
r„,  ::o  les  coordonnées  de  ce  point,  il  suffira,  pour  y  transporter  l'ori- 
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gine,  de  remplacer  dans  l'équation  (i5)  a;  par  x  -+-  ^Tq,  y  par  y  -f- jo> 
et  z  par  z  -4-  ^q.  De  plus,  l'équation  transformée,  savoir 

\  \x''-\-\^y-+(lz^-^2j)yz  +  i'Ezx +  iYxy 
I  +  2(A^o+ F/o-t-E^o+C)^ 

(16)     <  +2(F^o4-B/o+D^„+H)y 

H-  2(E^oH-I>7o+C^o  +  I)- 
:  K—  (A^^H-  Bj^+  C^^4-  2Djo-^o4-2E^o.3?o+  2Fjro7o+  G^o+  H70+  I-u), 

ne  devant  point  être  altérée  quand  on  substituera  simultanément  —  x 
à  X,  — y  à  j,  et  —  5  à  5,  il  faudra  que  dans  cette  transformée  les 
coefficients  de  x,  y,  z  se  réduisent  à  zéro.  On  aura  donc 

j  A^o-^F7o+E^o==  — G, 

(17)  \  F^o-+-B/„  +  D^o  =  — H, 

(  E  ^0  +  B/o -t- C  ^0  =  —  1> 
et,  par  suite, 

(RC  -  D^)G -f- (DE  -  CF)II  +  (FD  -  BE)I 


OCa 


(18)  'y,= 


ABC  —  D^A  —  E-D  —  F^C  +  2DEF 

(DE  — CF)G  +  (CA  — E^)H  +  (EF-AD)I 
ABC  -  I> A  -  E^B  -  F^C -h  2  DEF 

(FD  — BE)G  +  (EF-AD)  H  +  (AB-F^)I 
ABC  —  D^A  -  E^B  -  F^C  +  2DEF 


Or  les  équations  (18)  fourniront  un  système  unique  de  valeurs  finies 
de  ^0' Jo'  ^0»  toutes  les  fois  que  la  quantité 

(19)  ABC-D^V-E-B-F^C+2DEF 

aura  une  valeur  différente  de  zéro.  Donc  alors  la  surface  (i5)  aura 
un  centre  unique,  placé  à  une  distance  finie  de  l'origine  des  coor- 
données. Si  l'on  suppose,  au  contraire, 

(20)  ABC  — D^A-E2B-F2C  +  2DEF  =  o, 

alors  la  distance  du  centre  à  l'origine  deviendra  infinie,  ou,  en  d'autres 
termes,  il  n'y  aura  plus  de  centre,  à  moins  que  le  second  membre  de 
chacune  des  équations  (18)  ne  se  présente  sous  la  forme  -•  Dans  ce 

OEuvresde  C.  —   S.\\,i.  y.  32 
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dernier  cas,  on  trouverait  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  a^o, 
j'o»  ^0  propres  à  vérifier  les  formules  (17),  et,  par  conséquent,  la  sur- 
face (i5)  aurait  une  infinité  de  centres. 

Lorsque  la  surface  (i5)  a  un  centre  ou  une  infinité  de  centres,  et 
que  l'un  d'eux  est  pris  pour  origine,  l'équation  (i  5)  se  trouve  ramenée 
à  la  forme 

(i)  A^2+B7-+C^2  +  2D/^4-2E^^-f-2F.37y  =  K. 

Si  l'on  suppose  d'ailleurs  que  les  coordonnées  ^,  r,  s  soient  rectan- 
gulaires, ces  coordonnées  vérifieront  l'équation  (i4)»  réduite  à  la 
formule 

,     ,         A^  +  Fr  +  Ec       F^  +  Bx  +  Ds       E^  +  Dy  +  Cs       K 

(21 — = -^ =  -^' 

toutes  les  fois  que  le  rayon  vecteur  r,  mené  de  l'origine  au 
point  {x,  y,  z),  deviendra  normal  à  la  surface  proposée.  On  aura 
donc  alors 

(a -\x  +  Yy.  +  ^z  =  o,. 

(22)  j  F^+(B-^)y  +  D^  =  o, 

En  éliminant  de  ces  dernières  équations  x,  y  et  :;,  on  obtiendra  la 
suivante 

^^^^         |(a-^)(b_^)(c-^)...k. 

i     -d.(a-^)-p(b-^)-f'(c-^ 

Enfin,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(24)  ■    7^="^' 

l'équation  (23)  deviendra 

i  (A-5)(B-5)(C  — 5)-D'-(A-5) 


(26' 

'     '  E2(B  — 5)-F2(C-5)  +  2DEF  =  o, 
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et  l'on  tirera  des  formules  (22)  réunies  à  la  formule  (8) 

i    A  COSX  +  F  COS/JL  +  E  COSV  =:  5C0S?., 
(26)  <    F  COSX  +  B  COS|X  4-D  COSV  =:5C03fjt, 

f  E  cosX  +  D  cosfji  +  C  cosv  =,çcosv. 
Les  équations  (25)  et  (26)  sutïîront  pour  déterminer  la  longueur 


Wt 


de  chaque  rayon  vecteur  normal  à  la  surface,  et  les  angles  X,  [x,  v 
formés  par  un  rayon  normal  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  po- 
sitives. 

Il  est  important  de  fixer  le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  réelles 
que  les  équations  (23)  et  (26)  peuvent  fournir  pour  les  inconnues 
cosX,  cosix,  cosv  et  s.  Pour  y  parvenir,  j'observerai  d'abord  que  l'é- 
quation (23)  résulte  de  l'élimination  de  cosX,  cosy-,  cosv  entre  les 
formules  (26),  et  que,  pour  une  valeur  réelle  de  s  propre  à  vérifier 
l'équation  (25),  on  tire  des  formules  (26)  une  valeur  unique  de 

chacun  des  rapports 

cosu.       '     cosv 
cosA  cosX 

En  effet,  les  deux  premières  des  formules  (a6)  entraînent  la  suivante  : 

cosX  cosju,  cosv 


(27) 


FD  — E(B  — 5)       £F  — D(A  — 5)       (A  —  5)(B  —  5)  — .F^ 

1 


V/[FI)  —  E(B  —  5)]2-t-  [EF  —  D (A  —  5)]^+  [( A  —  5) (B  - 5)  -  F*y-' 

Donc  une  seule  droite,  qui  peut  être  prolongée  dans  deux  directions 
opposées,  correspond  à  chaque  valeur  réelle  de  l'inconnue  s. 

Il  est  encore  facile  de  s'assurer  que  l'équation  (25)  ne  sera  point 
altérée,  si  l'on  y  remplace  les  constantes 

A,     B,     C,    D,    E,     F 

par  d'autres  quantités 

X,    afl,,     C,     Q,     C,    ^ 
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propres  à  représenter  les  coefficients  des  carrés  et  des  doubles  pro- 
duits des  coordonnées  dans  la  formule  que  l'on  déduit  de  l'équa- 
tion (i),  en  substituant  au  système  de  coordonnées  rectangulaires  a;, 
y,  z  un  autre  système  de  coordonnées  rectangulaires  ^,  v],  *(.  Pour  le 
prouver,  concevons  que  les  nouveaux  axes  des  coordonnées  ^,  y],  C 
étant  prolongés  dans  le  sens  des  coordonnées  po'sitives,  forment  avec 
le  demi-axe  des  x  positives  les  angles  a,,,  a,,  a^,  avec  le  demi-axe 
des  j  positives  les  angles  p^,  ^,,  [3o,  et  avec  le  demi-axe  des  z  positives 
les  angles  Yo.  Yi»  T^.  On  aura  (voiries  Préliminaires,  page  27) 

^=  ^cosao  +  -r)COsaj+Çcosa2, 

(28)  {  7=  ^cos[3o4--/î  cos(3,+ Çcos;32, 
z=  I  cosyo  +  "1  cos  y,  +  Ç  008-/2» 

^  =  .r  cosao+7cos[3o+ -3  cosyo, 

(29)  i  Y)  =^cosai4-/cos|3i  +  ^  cosy,, 
(  Ç  =z  d;cosa2  +  y  cos;32+-- cosy2, 

et,  en  substituant  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  les  va- 
leurs de  œ,  y,  z  exprimées  en  fonction  de  l,  y],  t,  on  obtiendra  une 
autre  équation  de  la  forme 

On  doit  remarquer,  à  ce  sujet,  qu'en  vertu  des  relations  établies  entre 
les  deux  espèces  de  coordonnées,  on  aura  identiquement,  et  quelles 
que  soient  les  valeurs  de  chacune  des  variables  ^,  y],  "Ç, 

(       A^'+By2  +  C^- +  2Dy- +  2E-a;  + 2F^y 
^    ''  (  —  .i,^2^Di,-o2+aç'+2CDYîC  +  2»::ç^  +2^'E^-n. 

On  pourra  donc  différentier  l'équation  (3i)  par  rapport  à  chacune 
des  variables  ^,  -/],  'C  considérée  comme  indépendante.  Ainsi,  par 
exemple,  en  effectuant  une  différentiation  relative  à  ^,  et  observant 
que  l'on  a,  en  vertu  des  formules  (28), 

ô^  Oy  "■^ 
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on  trouvera 

(A^  -HF7  +  Ec)cosao4-  (F^  +  By  +  D^)cos|3o+  (E^-i-  D/ +  C^)cosyo 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

I  (A^H-  Fy  H-Ec)  cosao+  (Fjt  +  By  h-  D^)  cos;3o4-  {Ex  -+-  \)y  -+-  C::)  cosy^ 

(32)  <       = '^l)(a7COSao  +  7COs(3o  +  «  cosyo)  + '^"(■2:'C0sai  + j  cos3i+ ^cosyi) 

1  -{-  C{x  COS<Xo->r  y  C0S^2-\- Z  COS'/i). 

On  trouverait,  au  contraire,  en  différentiant  successivement  par 
rapport  à  chacune  des  variables  y]  et  t, 

[  (A^  H-F/  +  E:;)cosai4-  (Fa?  +  B/  +  D^)cos|3,+  (E.37  +  Dy  4-C^)  cosyi 

(33)  /       =<?(^  cosao4-7cos(3o+ 5  cosyo)  +  ^''(-^  cosai  +  y  cos[3i-i-x;  cos/i) 
1  -h  (D(.^^cosa2  4- jcos(32  + -S  cosy.2) 

et 

1  {Acc-+-  F/H-Ej)cosa2-h  (Fj7  +  B/  -+- D^)  cos|3,4-  (E^  +  By  +  C^)  cosy. 

(34)  <       =  C(^  cosao4-/ cos(3o+ ccosyo)  H- ©(^cosaiH-y  cos|3,  + c  cosyi) 

f  +  3(^cosa2  + jcoSj32-4- -S  cosyo). 

Les  formules  (32),  (33)  et  (34)  sont  nécessairement  identiques; 
c'est-à-dire  qu'elles  doivent  être  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs 
possibles  de  ce,  y,  -.  On  en  déduirait  facilement  les  valeurs  de  .1,,  ui>, 
e,  (D,  C,  S  exprimées  en  fonction  de  A,  B,  C,  D,  E,  F,  et  les  valeurs  de 
ces  dernières  quantités  en  fonction  des  premières.  Si  dans  les  mêmes 
formules  on  pose 

^  =  COSX,  Jz=:COS/Ul,  ^=:COSV, 

et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

i  cosao  cosX  +  cosj3o  cosfji  +  cosyo  cosv  ~  cosJ^, 
(35)  <  cosai  cosX  H- cos[3i  cos/j!.+ cosyi  cosv  =  cosOft, 

\  cosaj  cosX  +  cosjSîCos/jt.  +  cosyj  cosv  —  cos-:)b, 

ce  qui  revient  à  désigner  par  4^,  31L,  3L  les  angles  que  forme  le  rayon 
vecteur  r  avec  les  nouveaux  axes  des  coordonnées,  on  trouvera,  en 
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ayant  égard  aux  équations  (26),  * 

l    XCOS^^-h^i   COSOIL  +  C   COS^Î^  =5C0S.^, 

(36)  '  ^  cos41+iil>cosD1L  +  (î)cos3b  =  5cosDrc, 

C  cosi^  +  (0  cosDli'  H-  G  cosDb  =:  s  cos3^. 

Le  système  de  ces  trois  dernières  est  équivalent  à  celui  des  équa- 
tions (26).  Par  conséquent,  si  l'on  élimine  entre  les  formules  (36)  les 
cosinus  des  angles  -i^,  DTL,  3L,  on  devra  retrouver  l'équation  (20).  Or 
l'élimination  dont  il  s'agit  produit  la  formule 

(   {A>-s){M'.--s){B-s)-6:>^X-s) 

'^  \     —r-{M\,  —  s)  —  é^{e  —  s.)-h2Qa=zo. 

Donc  celle-ci  sera  équivalente  à  l'équation  (20),  et  fournira  les 
mêmes  valeurs  de  s,  soit  réelles,  soit  imaginaires.  Il  est  d'ailleurs 
évident  que,  pour  obtenir  la  formule  ('^7),  il  suffira  de  remplacer 
dans  l'équation  (25)  les  quantités  A,  B,  C,  D,  E,  F  par  les  quan- 
tités X,  ift,,  s,  (D,  C,  §. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  arriverait  directement  aux  for- 
mules (36)  et  (37),  si  l'on  cherchait  les  rayons  vecteurs  normaux  à 
la  surface  du  second  degré  en  partant  de  l'équation  (3o). 

Lorsqu'on  développe  l'équation  (23),  elle  devient 

\  s-'~{\  +  \^  +  C)s-'-h{kYi  +AC  +  BG-D--E2— F2)5 
^  =ABC-I)^A  -E^B  — F^C+aDEF. 

Pour  que  celle-ci  ne  soit  pas  altérée  par  la  substitution  des  quan- 
tités ,.1,,  i)b,  S,  (D,  «C,  §  aux  quantités  A,  B,  G,  D,  E,  F,  il  faut  que  l'on  ait 

/  cJl,+afi)  +  G  =  A  +  B+C, 

(89)       I      .l,D^  +  JU9+alî>e  — ®2_c2— ,P=AB-t-AG  +  BC  — D^  — E2-F^ 

.Ul>3  —  X(Q^  —  ^^C^  —  eP  4-  2  (DC#  =  ABC  —  AD^  —  BE^  —  CF^  +  2  DEF. 

On  pourrait  vérifier  directement  chacune  de  ces  dernières  équa- 
tions, en  y  substituant  les  valeurs  générales  de  X,  ift,  G,  (O,  C,  §  ex- 
primées en  fonction  de  A,  B,  G,  D,  E,  F,  et  tenant  compte  des  rela- 
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(4o) 


tiens  qui  existent  entre  les  cosinus  des  angles  cf.^,  (3o,  Yoî  o')»  (^i»  Ti  ; 
«li»  ?2»  T2-  On  pourrait  aussi  établir  les  équations  (Sq)  en  prouvant 
que  l'on  a,  quel  que  soit  5, 

(A  —s){B  —s){C  —5)  — DMA  -;?)  — E2(B  -^)  — F^(C  —  s)  +  i\)Y.V 
=  {X  —  s){\i\y  —  s){e  —  s)  —  (S)''  {X  —  s)  —  C\M>'o  —  s)  —P{e  —  s)  +  i(S^C§. 

Or,  pour  y  parvenir,  il  suffit  d'observer  que,  si  l'on  désigne  par  a^, 
bo,  Cf,;  ûç,,  b^,  c^  ;  a.,,  b.,,  Co  les  coefficients  des  variables  x,  y,  z  dans 
les  équations  (32),  (33)  et  (34),  on  trouvera  pour  les  valeurs  de  ces 
coefficients  tirées  des  premiers  membres 

/  ao=  AcosaoH- F  cos[3o4- E  cosyo 
ai  =  A  cosai  +  F  cos|3iH-  E  cosyj 
«2=  AcoSaaH-  F  008(3,+  E  COS-/2 

60  =  F  cos  ao  +  B  cos  |3o  +  D  cos  y^ 

(40  {  ^1  =  F  cosai  + B  cos(3,  + D  cosyi 

^2  =  F  cos aj  4-  B  cos fS,  +  D  cos y^ 

Cq  =  E  cos  ao  +  D  cos  [Sq  +  C  cos  yo 
Cl  =Ecosai  +  Dcos8i+  C  cosy, 
C2  =  E  cos «2  4- D  cos (32+  C  cosy2 

et  pour  les  valeurs  des  mêmes  coefficients  tirées  des  seconds  membres 


«0=  ^l.  cosao-4- rf  cosa, +  C  cos oc^, 
«1  =:  ^  cos  ao  +  ilî)  cos  aj  +  CD  cos  a2, 
«2=  C  cosao+ ffl  cosa,+ G  cosa2, 

60=  ci'l)  cos^o  +  ^f  cos[3,  +  C  cosjSj, 

(42)  \  &i  =  J"  cos[3o+i)Îj  cos[3i4- (D  cos[32, 

^2=  C  cos(3o+  (D  cosi3t+  8  cos(32, 

Cq  ^  ciU  cosyo  H- é?  cosyi -+■  C  cosy,, 
Cl  =  .f  cosyo  +  '^î»  cosyi  +  (B  cosyj, 
C2  —  C  cosyo  +  CD  cosyi  +  3  cosyj. 

Ajoutons  que,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

A=:     cosaoCos|3i  cosy2—  cosao  cos(32  cosyi+  cosaj  cos{32  cosyo 


(43) 


—  cosa,  cos[3ocosy2+  cosa2cos(3ocosyi—  cosajCosPi  cosyo, 
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on  conclura  des  formules  (40  et  (42) 

a^biC-i  —  a^b^c-^  4-  cl^  b^c^  —  «j  60C2+  a^b^Ci  —  a^b^c^ 
=i:(ABC    -D-A  -E2B-F2C  +  2DEF)A 

=  {X^S\>^  —  (D^JU  —  C^DÎ,  —  ^"20  4-  2(D£^) A; 

puis,  en  remplaçant «0,  b^,  c^  par^o  — ■^cosao,  /^,  —  5Cosj3,,  Ca  —  ^cosya, 

(«0  —  5cosao)  (6,  —  s  cos|3,)  {c^  —  ^cosyj)  -t-  a^b^c^-^-  a^b^Ci 

—  62Ci(«o  —  scosocq)  —  CoCZaC^i  —  s  cos|3i  —  ocibo  [c^ —  s  cosy^) 

—  [(A  —  5)(B  -s){C  —s)  —  D-  (A— 5)  — EHB  —  5)  -  F'-(C  -  5)  4- 2DEF]A 

=  [(=.l>  —  s)  (i)'o  —  5)  (3  —  5)  —  CD2(  JU  —  5)  —  C^M\>  —  s)  —  P{^  -s)  +  2®CJ]  A. 

En  divisant  par  A  la  dernière  formule,  on  retrouvera  évidemment 
l'équation  (4o)- 

Revenons  maintenant  à  l'équation  (aS).  Cette  équation,  étant  du 
troisième  degré,  aura  au  moins  une  racine  réelle,  à  laquelle  corres- 
pondront deux  systèmes  de  valeurs  réelles  de  cosX,  cosu.,  cosv,  dé- 
terminés par  la  formule  (27)  et  propres  à  représenter  les  cosinus  des 
angles  qu'une  même  droite,  prolongée  en  deux  sens  opposés,  fait 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  Cela  posé,  si  l'on 

prend 

«0=  >',        Po^f^,        yo  =  v, 

ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on  choisit  pour  demi-axe  des  abscisses 
positives,  dans  le  nouveau  système  de  coordonnées,  la  droite  qui 
forme  les  angles  X,  [ji,  v  avec  les  demi-axes  des  x,  y  et  z  positives,  on 
trouvera 

(44)  cos4^=i,        cos01i=o,         cos3b  =  o; 
et  les  formules  (36)  donneront 

(45)  tÂ.  =:  5,  C  =  0,  r7=:0. 

Donc  alors  la  quantité  X  sera  précisément  la  racine  réelle  dont  nous 
venons  de  parler.  De  plus,  en  vertu  des  formules  (45),  les  équa- 
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tions  (3o)  et  (37)  deviendront  respectivement 

(46)  X^-  +  Dl)y)-+SC'+2(ôr)Ç=:K, 

et  ■  ■  • 

(47)  (X  — 5)[D1,  — 5)(e  — 5)  — (D2]  =  o. 

L'équation  (4^)  n'étant  pas  altérée  quand  on  y  remplace  en  même 
temps  Y]  par  —  y]  et  '(  par  —  C  il  en  résulte  que  le  nouvel  axe  des 
abscisses  est  un  axe  de  la  surface  représentée  par  cette  équation. 
Quant  à  l'équation  (47)»  si  on  la  divise  par  le  facteur  =^1,  —  s,  qui 
correspond  à  la  racine  s  —  X,  elle  deviendra 

(48)  s''—{M\>  +  e)s-v-'\i\>e  —  Q'-  =  o, 

et  fournira  deux  nouvelles  racines  réelles  comprises  dans  la  formule 


(49)  s=-—-±^(^^^)^^'. 

Donc  l'équation  (20),  qui  ne  diffère  pas  de  l'équation  (47)»  ^  ses 
trois  racines  réelles.  A  ces  trois  racines  correspondent  trois  droites 
qui  sont  autant  d'axes  de  la  surface  proposée,  et  dont  chacune,  pro- 
longée dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  forme  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  x,  y,  z,  ou  ^,  •/],  '(,  les  angles  A,  a,  v,  ou  4;^,  Oli,  DZ,  déter- 
minés par  les  équations  (27)  ou  (35).  Si  l'on  suppose  toujours  que 
l'une  de  ces  droites  coïncide  avec  l'axe  des  ^,  on  aura,  comme  ci- 
dessus,  c  =  o,  ^'  =  o,  et  la  première  des  équations  (36)  donnera 

(50)  (5  — ol>)  cosi^=  o. 

De  plus,  comme  l'équation  (5o)  devra  être  vérifiée,  non  seulement 
pour  la  droite  correspondante  à  la  racine  s  =  ^%>,  mais  encore  pour  les 
deux  autres  droites,  on  aura  nécessairement,  pour  chacune  de  ces 
dernières, 

(51)  COS-C=:0, 

à  moins  que  l'équation  (47)  n'admette  des  racines  égales.  Donc,  si 

OEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  V.  33 
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l'on  excepte  ce  cas  particulier,  la  droite  correspondante  à  la  racine 
.s  =  «Ad  sera  perpendiculaire  aux  deux  autres,  et,  comme  dans  l'équa- 
tion (5o)  on  peut  prendre  pour  x  l'une  quelconque  des  trois  racines 
réelles  de  l'équation  (25),  nous  sommes  en  droit  de  conclure  que  les 
trois  axes  de  la  surface  du  second  degré  se  couperont  à  angles  droits. 
On  pourra  donc  faire  coïncider  les  nouveaux  axes  des  coordonnées 
avec  les  trois  axes  de  la  surface.  Alors  les  équations  (36)  devront  être 
vérifiées  quand  on  réduira  l'un  quelconque  des  angles  j^,  D\i,  <x  à 

zéro  et  les  deux  autres  à  ->  d'où  il  résulte  :  i°  que  les  trois  racines 

de  l'équation  (25)  seront  égales  aux  coefficients  désignés  par  ^i>,  Db,  8  ; 
2°  que  les  coefficients  O,  C,  ^  s'évanouiront.  On  aura  donc  à  la  fois 

(52)  (Q=zO,  C  ^=  O,  ^  =  O, 

et  la  formule  (46)  deviendra 

(53)  c.l,^2_^_^i,.^2_j_0Ç2_K. 

Quant  à  l'équation  (Sy),  elle  se  trouvera  réduite  à 

(54)  {X  —  s){M\>  —  s){e-s)  =  o,       , 

et  sera  effectivement  satisfaite  si  l'on  égale  s  à  l'une  des  trois  quan- 
tités X,  liî),  3. 

Il  est  facile  de  s'assurer  directement  que  l'équation  (53)  représente 
une  surface  du  second  degré  rapportée  à  ses  axes,  c'est-à-dire  une 
surface  dont  trois  axes  coïncident  avec  les  axes  coordonnés.  En  effet, 
pour  démontrer  cette  assertion,  il  suffit  d'observer  que  l'équation 
dont  il  s'agit  n'est  pas  altérée  quand  on  y  remplace  l  par  —  H,  itj  par 
—  Y]  et  ^  par  —  "Ç,  et  que,  par  suite,  toute  section  faite  par  un  plan 
perpendiculaire  à  l'un  des  axes  coordonnés  est  une  courbe  qui  a  pour 
centre  un  point  de  cet  axe. 

Nous  avons  établi  la  formule  (53)  en  supposant  inégales  les  trois 
racines  de  l'équation  (20).  Si  cette  équation  admettait  deux  racines 
égales  et  une  troisième  racine  distincte  des  deux  premières,  on  pour- 
rait concevoir  que  cette  troisième  racine  coïncide  avec  la  racine  A,  de 
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l'équation  (47)-  Alors,  la  formule  (49)  devant  fournir  deux  valeurs 
égales  de  s,  on  aurait  nécessairement 


et  par  suite 

(55)  (Q  =  o,         '\i*o  =  e. 

Donc  les  formules  (46)  et  (47)  deviendraient  respectivement 

(56)  jU^2^ilb(rî^  +  Ç2)  =  K, 

(57)  '         (ol>  — 5)(i)î>  — 5)  =  0. 

L'équation  (56)  est  encore  celle  d'une  surface  dont  trois  axes  coïn- 
cident avec  les  axes  des  coordonnées.  Il  est  essentiel  d'ajouter  que, 
dans  le  cas  présent,  les  axes  des  coordonnées  y]  et  'C  pourront  être 
deux  axes  quelconques  perpendiculaires  à  l'axe  des  ^,  d'où  il  résulte 
que  la  surface  du  second  degré  aura  une  infinité  d'axes,  dont  l'un 
sera  l'axe  des  ^  correspondant  à  la  racine  JU  de  l'équation  (37),  tandis 
que  les  autres,  perpendiculaires  à  l'axe  des  ^,  correspondront  tous  à 
la  valeur  iPo  de  l'inconnue  ,y.  On  arriverait  aux  mêmes  conclusions  en 
cherchant  à  déterminer  par  le  moyen  des  formules  (36)  les  valeurs 
de  4%  DU,  S(^  correspondantes  à  la  racine  s  =  Di,.  En  effet;  si  l'on  pose, 
dans  ces  formules, 

0  =  0,  C  =  O,  ^  =  O,  5  =:  l)b  rrr  s, 

la  première  sera  réduite  à 

(58)  (X  —  'lll))C0S4^r=  O,. 

ou,  plus  simplement,  à 

(Sg)  '  cos41=o, 

et  les  deux  dernières  deviendront  identiques,  c'est-à-dire  qu'elles  se 
trouveront  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  angles  ^, 
3\i,  S(L.  Donc  le  premier  de  ces  angles,  déterminé  par  l'équation  (Sg), 
sera  un  angle  droit.  Mais  les  deux  autres  resteront  indéterminés. 
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Pour  passer  du  cas  que  nous  venons  d'examiner  à  celui  dans  lequel 
on  suppose  les  trois  racines  de  l'équation  (i5)  égales  entre  elles,  il 
suffît  de  faire 

(60)  Uîj^^l,. 
Alors  l'équation  (56)  devient 

(61)  x{^'  +  n'-+t:^)  =  K. 

Dans  la  même  hypothèse,  la  formule  (58),  se  trouvant  vérifiée,  quel 
que  soit  4^,  n'entraîne  plus  l'équation  (5g),  et  les  trois  angles  4^,  Oli,  3L 
restent  indéterminés.  Donc  une  droite  quelconque  menée  par  l'ori- 
gine peut  alors  être  considérée  comme  un  axe  de  la  surface.  La  même 
conclusion  se  déduit  de  l'équation  (61),  car  cette  équation  représente 
évidemment  une  surface  sphérique  que  l'on  peut  regarder  comme 
ayant  pour  axe  un  quelconque  de  ses  diamètres.  De  plus,  comme  la 
surface  sphérique  dont, il  s'agit  devra  être  encore  représentée  par 
l'équation  (i),  il  faudra  que  celle-ci  coïncide  avec  la  formule 

(62)  .\>{x^  +  y-+z^)  =  K, 

que  l'on  déduit  immédiatement  de  l'équation  (61)  combinée  avec  la 
suivante  : 

(63)  f -+--n-+C'— /•'=^M-/-+5^ 

Or  les  formules  (i)  et  (62)  ne  peuvent  coïncider  qu'autant  que  les 
coefficients  A,  B,  C  sont  égaux  à  la  quantité  ..l>  et  les  coefficients  D, 
E,  F  à  zéro.  Donc  le  cas  où  les  trois  racines  de  l'équation  (25)  de- 
viennent égales  est  celui  dans  lequel  on  a  simultanément 

(64)  .  A=B  =  C,        l)  =  E=:F=:o. 

Il  serait  facile  de  prouver  directement  que,  si  l'équation  (25)  a 
toutes  ses  racines  égales,  les  conditions  (64)  seront  vérifiées.  En 
effet,  si  l'on  remplace,  dans  l'équation  (25),  s  par 

A  +  B  +  C 
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on  obtiendra  une  autre  équation  de  la  forme 

(65)  S^  —  ps -t-  q  z=:  o, 

la  valeur  de  p  étant 

A^+B^+C^— AB-AC-BC      ^,      ^       „ 

P= ^ 3 hD2  +  E^+F% 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(66)  ;,=  (A^-5)!^(A:r_Ç)!±lii^^^„,^E=+F>. 

Cela  posé,  admettons  que  les  trois  racines  de  l'équation  (25)  de- 
viennent égales.  Celles  de  l'équation  (65)  devront  toutes  s'évanouir. 
On  aura  donc  /?  —  o,  ^  =  o,  et  par  suite 

Or  cette  dernière  formule  entraîne  évidemment  les  conditions  (64). 
Lorsque  les  quantités  A,  B,  C,  D,  E,  F  vérifient  l'équation  (20),  la 
surface  (i)  a  une  infinité  de  centres,  et  l'équation  (25)  ou  (38)  a  au 
moins  une  racine  égale  à  zéro.  Si  l'on  fait  coïncider  cette  racine  avec 
celle  que  nous  avons  désignée  par  x,  la  formule  (53)  deviendra 

(68)  ^\,n'--hec--K, 

et  représentera  un  cylindre  dont  la  génératrice  sera  parallèle  à  l'axe 
des  ^.  Si  deux  racines  de  l'équation  (25)  devenaient  égales  à  zéro, 
alors,  en  faisant  coïncider  ces  racines  avec  la  valeur  ni,  de  s  qui  vérifie 
l'équation  (57),  on  réduirait  la  formule  (56)  à  la  suivante 

(69)  .l>f=K, 
de  laquelle  on  tirerait  les  deux  équations 
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propres  à  représenter  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  ^.  Il 
est  inutile  de  chercher  ce  qui  arriverait  si  l'équation  (25)  avait  trois 
racines  nulles  :  car  cela  ne  peut  arriver,  à  moins  que  les  quantités 
A,  B,  C,  D,  E,  F  ne  s'évanouissent  simultanément  dans  l'équation  (i), 
c'est-à-dire  à  moins  que  cette  équation  ne  cesse  de  renfermer  les 
coordonnées^,  y,  z. 

Les  formules  (56),  (6i),  (68)  et  (69)  étant  comprises  comme  cas 
particulier  dans  l'équation  (53),  il  suit  évidemment  de  ce  qui  précède 
que  l'équation,  en  coordonnées  rectangulaires,  de  toute  surface  du 
second  degré  qui  a  un  centre  ou  une  infinité  de  centres,  peut  être 
ramenée  à  la  forme  (53).  Ajoutons  que  les  coefficients  représentés 
par  ^i,,  oib,  8  dans  la  formule  (53),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
racines  de  l'équation  (54),  seront  les  trois  valeurs  de 

K 

correspondantes  aux  points  d'intersection  de  la  surface  avec  les  nou- 
veaux axes  des  coordonnées.  C'est  ce  que  l'on  peut  aussi  démontrer 
directement,  car  si  l'on  cherche,  par  exemple,  le  point  d'intersection 
de  la  surface  avec  l'axe  des  l,  il  faudra  poser  yj  =  o,  '(  =  o,  et  l'on 
tirera  en  conséquence  des  formules  (53)  et  (63) 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  cette  dernière  équation  fournira  pour  le 

K 

rayon  vecteur  r  une  valeur  réelle  si  le  rapport  y  est  une  quantité 

positive,  et  une  valeur  imaginaire  si  ce  rapport  devient  négatif.  Dans 
le  premier  cas,  la  valeur  réelle  de  r  sera  la  moitié  de  la  distance  com- 
prise entre  les  deux  points  où  la  surface  rencontrera  l'axe  des  ^,  c'est- 
à-dire,  en  d'autres  termes,  la  moitié  d'un  axe  réel  de  la  surface  pro- 
posée. Dans  le  second  cas,  l'axe  des  l,  sans  cesser  d'être  un  axe  de  la 
surface,  cessera  de  la  rencontrer. 
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Soient  maintenant  a-,  b-,  c-  les  valeurs  numériques  des  trois  rap- 

K     K     K 

ports  — ->  — >  ;^j  en  sorte  qu'on  ait 

(72)  x=-^''        ^=-^''        ^=±^'' 

CAS  Ue)  >i^ 

a,  b,  c  désignant  des  quantités  positives.  Si  l'on  remplace  les  lettres 
i,  Tp  'C  par  les  lettres  x,  y,  z,  la  formule  (53),  divisée  par  K,  deviendra 


(78)  ±:^±4±-'r=i 


—  ±  ^-  _ 

a-        b^        C' 


Cette  dernière  comprend  huit  autres  formules,  savoir  :  1"  l'équation 

qui  représente  un  ellipsoïde  dont  les  trois  axes  sont  2a,  2b,  2c; 
2°  les  trois  équations 

(75)  ^  +  1^-^=^ 

a^         6-        c^ 

/p2  y2  ^2 

(76)  .^■-i^  +  3i='' 

^      ^  a;-         y^        z^ 

(77)  •     -^  +  i^  +  ^=i, 

dont  chacune  représente  un  hyperboloïde  à  une  nappe  [voir  la  for- 
mule (io3)  de  la  quatorzième  Leçon];  3°  les  trois  équations 


(78)  ^-f:,-^=i. 

^  a^        o^        C 


r 
b' 


(79)  a-    ■    ^.        ,.-■' 

-T^î  -yî  ^ 

(80)  ï-Tï  +  -i='' 

a-        6^        c^ 

dont  chacune  représente  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  [t'o«V  l'équa- 
tion (124)  de  la  quatorzième  Leçon];  4°  l'équation 

(80  -?.-^^-^  =  ^ 
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qui  ne  représente  rien,  attendu  qu'on  ne  peut  y  satisfaire  par  des  va- 
leurs réelles  des  coordonnées.  Si  deux  des  trois  quantités  <â>,  '\i[>,  G  de- 
viennent égales  entre  elles,  les  ellipsoïdes  ou  les  hyperboloïdes  ci- 
dessus  mentionnés  seront  de  révolution.  Si  l'on  suppose  X  =  ■\?^  =  e, 
la  formule  (yS)  se  réduira  évidemment,  soit  à  l'équation 

(82)  ^'-  +  /- 4- 5^=1  a-, 
qui  représente  une  sphère;  soit  à  l'équation 

(83)  J7-  +  J-  + ;:-  =  —  «-, 

qui  ne  représente  rien.  Enfin,  si  une  ou  deux  des  quantités  A,,  aPo,  a 
s'évanouissent,  une  ou  deux  des  quantités  a,  b,  c  deviendront  infinies, 
et  la  formule  (73)  cessera  de  renfermer  les  trois  coordonnées  oc, y,  z. 
Ainsi,  par  exemple,  en  supposant  s  =  o,  on  aura  c  =  cc;  et  la  for- 
mule (73),  réduite  à 


(84) 

a-         b- 

renfermera  : 

;  I"  l'équation 

(85) 

x^         y* 
a-        0^ 

qui  représente  un  cylindre  elliptique  dont  la  génératrice  est  parallèle 
à  l'axe  des  z--,  2°  les  deux  équations 


X'        y 
(86)  „~  -  ^ 


(87)  -^.-^t' 


dont  chacune  représente  un  cylindre  hyperbolique,  ayant  encore  pour 
génératrice  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  z;  3"  l'équation 

x^        v^ 

(S8)  -i?-i-ï  =  '- 

qui  ne  représente  rien.  Si  l'on  égalait  à  zéro  deux  des  quantités  X, 
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Dîj,  3,  si  l'on  supposait,  par  exemple,  di,  =  o,  s  =  o,  alors  on  aurait 
/>  =  3c,  <?  =  ce;  et,  par  suite,  la  formule  (73),  réduite  à 

(89)  ±f.--.. 

comprendrait  l'équation 

(90)  x'=a-, 

qui  représente  deux  plans  perpendiculaires  ti  l'axe  des^,  et  l'équation 

(91)  ^2=:_«% 

qui  ne  représente  rien. 

Le  cas  où  le  second  membre  de  la  formule  (i)  s'évanouit  mérite 
une  attention  particulière.  Dans  ce  cas,  l'équation  (53)  se  réduit  à 

(92)  '  Jl,|-+Dbri'^-+- 3C2=:o. 

Si,  de  plus,  on  désigne  par  a-,  h^,  c-  les  valeurs  numériques  des 
rapports  — ?  -—-,  --,  en  sorte  qu'on  ait 

'      ^  !Â0  UJ)  ci  ^ 


a,  b,  c  désignant  trois  quantités  positives,  et  si  l'on  remplace  encore 
les  lettres  i,  y],  '(  par  les  lettres  x,  r,  z,  la  formule  (92)  deviendra 

(94)  •        ±^±^±^  =  0. 

cr         b-        c^ 

Cette  dernière  comprend  quatre  autres  formules;  savoir  :  1"  l'équa- 
tion 

(9^)  ^  +  :^'  -^- i^  =  o, 

a-         b-        c- 

qui  représente  l'origine  des  coordonnées,  attendu  qu'on  ne  peuf  y 
satisfaire  qu'en  posant  à  la  fois  x  =  o,  y  =  o,  ^  =  0;   2"  les  trois 

OKnvrcs  o'f  6'.—  S  .  11 ,  t .  V.  34 


.r- 

•>■- 

-ij  " 

a- 

7^ 

c- 

.r- 

^2 

1'- 

^-♦^ 

C^ 

-  Z^' 

y- 

-2 

,/■- 

7,-^  + 



—  — , 

C- 

a- 
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équations 

(96) 

(97) 

(98) 

dont  chacune  représente  un  cône  à  base  elliptique,  qui  a  pour 
sommet  l'origine,  et  pour  axe  l'un  des  axes  coordonnés.  Si  deux  des 
quantités  ,.1,,  iib,  G  devenaient  égales,  l'un  des  trois  cônes  pourrait 
être  considéré  comme  ayant  pour  base  un  cercle  tracé  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe.  Si  l'on  supposait  X-,  =  Db  =  S,  alors,  dans 
chacun  des  trois  cônes,  la  base  serait  circulaire,  et  deux  génératrices 
opposées,  comprises  dans  un  même  plan  passant  par  l'axe,  seraient 
perpendiculaires  entre  elles.  Enfin,  si  un  ou  deux  des  coefficients  4.,, 
1)1),  s  se  réduisaient  à  zéro,  une  ou  deux  des  quantités  a,  h,  c  de- 
viendraient infinies,  et  la  formule  (94)  cesserait  de  renfermer  les 
trois  coordonnées  x,  y,  z.  Ainsi,  par  exemple,  en  supposant  s  ==  o, 
on  trouverait  C"  ==  oc;  et  la  formule  (94)»  réduite  à 

o, 


o, 


(99) 

-±  •^"  --  y: 

a-         b- 

renfermerait  : 

i*'  l'équation 

(100) 

~  +  ^  = 

a-        b- 

(jui  représente  l'axe  des  z,  attendu  qu'on  ne  peut  y  satisfaire  qu'en 
supposant  à  la  fois  x  =^  o, y  =  o;  1^  l'équation 


(10,) 


y- 


qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 


y    . 


y 


et  représente,  en  conséquence,  deux  plans  passant  par  l'axe  des  z.  Si 
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l'on  supposait  en  même  temps  iib  —  o  et  C  =  o,  on  aurait  h  --  ce, 
c  =  ce,  et  la  formule  (9^),  réduite  à 

(  1 02  )  ^-  =  o, 

représenterait  le  plan  même  des  v,  z. 

Il  est  essentiel  d'observer  que  la  méthode  par  laquelle  on  réduit 
l'équation  (i)  à  la  formule  (53)  est  indépendante  de  la  valeur 
attribuée  à  la  quantité  K,  et  qu'en  conséquence  les  axes  de  la  sur- 
face (i)  ne  changeront  pas  de  direction  si  l'on  fait  varier  la  quantité  K 
sans  changer  les  valeurs  des  coefficients  A,  B,  C,  D,  E,  F.  Cela  posé, 
concevons  que,  k  désignant  une  quantité  positive,  on  prenne  succes- 
sivement 

K  =  /.,         K  3=  -  /. ,        K  —  o. 

A  la  place  de  l'équation  (i),  on  obtiendra  les  trois  suivantes  : 

(io3)  A 0^-4-  By-+  C-:-+  2I)  )'g  -h  aE^^  +  aF^/  =  k, 

(104)  Kx^'-\-  B  K"-h  C-3- -1-  2\)yz  +  i^zx  +  2F.r>'  ;~  —  k, 

(ro5)  koc-+  B/'H-  C---4-  2  \)yz  -h  2E^j7  -t-  iY xy  =:  o, 

qui  représenteront  trois  surfaces  dont  les  axes  seront  les  mêmes,  et 
qui  pourront  être  converties,  par  la  méthode  indiquée,  en  trois  autres 
équations  de  la  forme 

(106)  .^>l'-^^S'orr^^^-=  k, 

(107)  ol>^-4-\ll.ri-+ 3C- —  — />% 

(108)  .l>|-4-Dl>Y)^+3C'  — o. 

Or,  en  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  s'assurera  facilement  ({ue 
l'équation  (108)  est  propre  à  représenter  :  i"  un  point  unique,  savoir, 
l'origine,  dans  le  cas  où  .1,,  \\\^,  Z  sont  des  quantités  de  même  signe 
et  différentes  de  zéro;  2"  un  cône  du  second  degré,  dans  le  cas  où  .1,, 
1)1),  8  reçoivent  des  valeurs  difï'érentes  de  zéro,  mais  de  signes  divers; 
'^°  une  droite,  savoir,  l'un  des  axes  coordonnés,  lorsque  deux  des 
coefficients  cl>,  ii!>,  G  sont  des  quantités  de  même  signe,  le  troisième 
étant  nul  ;  4*^  deux  plans  passant  par  l'un  des  axes  coordonnés,  lorsque 
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deux  des  coefficients  dont  il  s'agit  sont  de  signes  contraires,  le  troi- 
sième étant  nul;  5"  un  des  plans  coordonnés,  dans  le  cas  où  deux  des 
quantités  X,  i)l),  S  s'évanouissent.  De  plus,  on  reconnaîtra  sans  peine 
que  les  équations  (io6)  et  (107)  représentent,  dans  le  premier  cas, 
un  ellipsoïde  et  une  surface  imaginaire;  dans  le  second  cas,  deux 
hyperboloïdes  dont  l'un  se  compose  d'une  seule  nappe,  tandis  que 
l'autre  offre  deux  nappes  distinctes  ;  dans  le  troisième  cas,  un  cylindre 
elliptique  et  un  cylindre  imaginaire;  dans  le  quatrième  cas,  deux 
cylindres  hyperboliques;  enfin,  dans  le  cinquième  cas,  deux  plans  et 
une  surface  imaginaire.  Ajoutons  que,  dans  le  second  cas  et  dans 
le  quatrième,  les  trois  surfaces  représentées  par  les  équations  (io3), 
(io4),  (io5)  s'approchent  indéfiniment  l'une  de  l'autre  à  mesure 
que  l'on  s'éloigne  de  l'origine  des  coordonnées.  Il  résulte,  en  effet, 
de  la  remarque  faite  dans  la  treizième  Leçon  (page  212),  que,  si  par 
l'origine  on  mène  un  plan  quelconque,  les  droites  d'intersection  de 
ce  plan  avec  la  surface  (io5)  seront  les  asymptotes  des  courbes  sui- 
vant lesquelles  il  coupera  les  surfaces  (io3)  et  (104). 

Nous  avons  prouvé  qu'il  suffisait  de  transformer  les  coordonnées 
rectangulaires  œ,  y,  z  de  l'équation  (i)  en  d'autres  coordonnées  E,  y],  'C 
rectangulaires  elles-mêmes  et  relatives  à  de  nouveaux  axes  convena- 
blement choisis,  pour  réduire,  dans  tous  les  cas  possibles,  l'équa- 
tion (i)  à  la  formule  (53).  La  transformation  de  coordonnées  dont  il 
est  ici  question  s'opère  à  l'aide  de  certaines  valeurs  particulières 
attribuées  dans  le^  formules  (28)  aux  angles  a„,  ^^^,  y,,;  a,,  p,,  y,; 
ao,  |3o,  Y2>  Gt  en  vertu  desquelles  le  polynôme 

A^-+  Bj^4-  Cc-4-  2Dfz  -+-  2E-0C  +  2 Fa;y 
devient  identiquement  égal  au  trinôme 

Or  il  est  clair  que  la  même  transformation  changera  la  fonction  li- 
néaire et  homogène  de  a;,  y,  z,  représentée  par  la  somme 

Gx  +  Hj  -{-Iz, 
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en  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  E,  r],  '(,  c'est-à-dire  en  un 
trinôme  de  la  forme 

(,',  X.,  A  désignant  de  nouvelles  constantes,  et  que  par  suite  elle  ré- 
duira l'équation  (i:^),  c'est-à-dire  l'équation  générale  des  surfaces  du 
second  degré,  à  la  formule 

(109)  Jio^^4-»)i,Y]'-+  eî;-'+g^-h3t-n  4-5C  =  k. 
De  plus,  la  dernière  des  équations  (39)  donnera 

(110)  Jl,iil.e=:ABC-AD2-BE2-CF-+  2DEF. 

Cela  posé,  si  l'expression  (19)  a  une  valeur  différente  de  zéro,  on 
pourra  en  dire  autant  du  produit  al, iiï)3.  Donc  alors  aucun  des  coeffi- 
cients rX,  oii),  a  ne  s'évanouira.  Si,  dans  la  même  hypothèse,  on  prend 

^'''^  ""^^—Vx'       ->'«  =  - ^'        -=^--^' 

le  point  (.Ty,  r„,  ^0)  sera  évidemment  un  centre  de  la  surface.  Car  il 
suffira  de  transporter  l'origine  à  ce  point,  et  de  remplacer  en  con- 
séquence E,  Y],  s  par  ^-h-^„,  Y]  4- jo.  C  +  ^o»  pour  réduire  l'équa- 
tion (109)  à  la  formule 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  l'équation  (i  12)  est  semblable  pour 
la  forme  à  l'équation  (53). 

Concevons  maintenant  qu'un  seul  des  coefficients  al,,  ift),  £  s'éva- 
nouisse, et  que  l'on  ait,  par  exemple,  G  =  o.  Alors,   la  valeur  du 

rapport  — ^  devenant  infinie,  ou  indéterminée,  la  surface  (109)  n'aura 

plus  de  centre,  ou  en  aura  une  infinité,  suivant  que  la  quantité  -5  sera 
ou  ne  sera  pas  égale  à  zéro.  Dans  la  même  hypothèse,  si  l'on  fait 
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il  sufïira  do  transporter  l'origine  au  point  (x^,,  r^,  :j„)  pour  ramener 
l'équation  (109^  à  la  forme 

(ii4)  .l,^^  +  -ill.r;^  +  5Ç  =  o. 

On  conclura  de  celle-ci  que  la  surface  proposée  a  pour  axe  Taxe  des  '(. 

Il  ,  c 

,  >  — j  et  - 
.Ào    1)1,         2 


Soient  maintenant  «-,  b'-  les  valeurs  numériques      »  — >  et  -  la  valeur 


du  produit  ^  —  1  en  sorte  qu'on  ait 

et  supposons  que  l'on  remplace  les  lettres  H,  y],  *(  par  les  lettres  x,  y,  z, 
la  formule  (ii4)  deviendra 

a-        b'         c 
et  renfermera  :  i"  l'équation 


(i'7) 


—  +  7- 
a-         b- 


qui  représente  un  paraboloïde  elliptique  \voir  la  formule  (09)  de  la 
quatorzième  Leçon];  2"  l'équation 

(n8)  ^-.11^^, 

a-         b-         C 

qui  représente  un  paraboloïde 'hyperbolique  [ro«>Ia  formule  (G8)  de 
la  quatorzième  Leçon].  Si  l'on  avait  .1,  =  \)\,,  on  trouverait,  par  suite, 
«  —  6,  et  l'équation  (ii4)  ou  (i  17)  représenterait  un  paraboloïde  de 
révolution.  Enfin,  si  l'on  supposait  -•)  =  o,  on  trouverait  c  —  ce,  et 
l'équation  (i  iG)  coïnciderait  avec  la  formule  (99). 

(Concevons  encore  que,  dans  l'équation  (109),  deux  des  coelfi- 
cients  A,,  Db,  G  s'évanouissent,  et  que  l'on  ait,  par  exemple,  ail,  —  o, 
C  =  o.  Alors,  si  l'on  suppose  toujours  la  valeur  de  a?,,,  déterminée 
parla  première  des  équations  (11 1),  et  si,  de  plus,  on  désigne  par jo 
et  z^  deux  valeurs  de  y]  et  de  'C  propres  à  vérifier  la  formule 

(119.)  ae  )•„+.•) :;„  =  K  —  c,l)X^ —  gir„, 
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il  suffira  de  transporter  l'origine  au  point  (^o»  Jo'-o)  pf>ur  réduire 
l'équation  (109)  à 

(120)  x^'--h3t-n-^r^i:  =  o. 

Lorsqu'on  a  -s  -~  o  et  que,  dans  la  formule  (120),  on  remplace  les 
lettres  l,  y]  par  les  lettres  ce,  y,  cette  formule  se  réduit  à 

(121)  As  a:- -+- 3t  y  ^=:  o . 

Cette  dernière  représente  évidemment  un  cylindre  qui  a  pour  base 
une  parabole  comprise  dans  le  plan  des  -t,  y,  et  pour  génératrice  une 
droite  parallèle  k  l'axe  des  z.  Elle  représenterait  le  plan  des  r,  :;  si 
l'on  avait  3t  —  o.  Ajoutons  que,  dans  le  cas  même  où  5  n'est  pas  nul, 
on  peut  transformer  l'équation  (120)  de  manière  qu'elle  devienne 
semblable  à  l'équation  (t2i).  Pour  y  parvenir,  il  suffit  de  remplacer 
la  lettre  l  par  la  lettre  x,  et  de  poser 

(122)  —  ~  y, 

ce  qui  revient  à  prendre  pour  axe  des  y  une  droite  perpendiculaire  à 
l'axe  des  ^  et  menée  par  l'origine  de  manière  à  former  avec  les  demi- 
axes  des  •/]  et  des  '(  positives  deux  angles  dont  les  cosinus  soient  res- 
pectivement 


En  effet,  si  l'on  nomme  ê„,  6",,  ê^  les  trois  angles  formés  par  la  droite 
dont  il  s'agit  avec  les  demi-axes  des  ^,  '/]  et  Z,  prolongés  dans  le  sens 
des  coordonnées  positives,  on  aura 

COsêo^rrO,  C0s6,  =  — ■.  COSêo  — 


et  l'équation 

J  =  ;  COSêy -h  Y]  COSêi -f-  C  COsSj 

se  réduira  évidemment  à  la  formule  (122),  en  vertu  de   laquelle 
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l'équation  (120)  deviendra 

(l23)  .l,X--F  (OC^  +  ^-j-VrzrO. 

Celle-ci  est  semblable  à  l'équation  (121)  et  représente  de  même  un 
cylindre  à  base  parabolique. 

Si,  dans  les  calculs  qui  précèdent,  on  échange  entre  eux  les  axes 
des  coordonnées,  on  obtiendra  successivement  toutes  les  formules 
qui  se  trouvent  comprises  comme  cas  particuliers  dans  l'équa- 
tion (109). 

En  résumé,  l'on  voit  que  les  surfaces  courbes  qui  peuvent  être 
représentées  par  cette  équation  se  réduisent  à  la  surface  de  la 
sphère,  a  celles  de  l'ellipsoïde,  de  l'hyperboloïde  à  une  ou  deux 
nappes,  du  paraboloïde  de  révolution,  du  paraboloïde  elliptique  ou 
hyperbolique,  du  cône  à  base  circulaire  ou  elliptique,  enfin  du 
cylindre  droit  qui  a  pour  base  un  cercle,  une  ellipse,  une  parabole 
ou  une  hyperbole.  De  plus,  il  arrive  quelquefois  que  l'équation  (109) 
représente  un  ou  deux  plans,  une  ou  deux  droites,  ou  un  point 
unique,  ou  même  qu'elle  ne  représente  rien.  11  est  bon  d'observer 
que,  dans  le  cas  où  l'équation  (109)  représente  une  surface  cylin- 
drique, les  droites  que  l'on  peut  considérer  comme  axes  de  cette 
surface  sont  en  nombre  infini.  En  effet,  en  vertu  des  définitions 
ci-dessus  adoptées,  on  peut  appeler  axe  d'une  sur/ace  cylindrique 
à  base  elliptique  ou  hyperbolique,  non  seulement  la  droite  qu'on 
nomme  ordinairement  axe  du  cylindre,  et  qui  renferme  les  centres 
des  ellipses  ou  hyperboles  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  aux 
génératrices,  mais  encore  les  axes  de  ces  mêmes  courbes,  attendu 
qu'un  plan  perpendiculaire  à  l'un  de  ces  axes  coupe  toujours  la  sur- 
face cylindrique  suivant  deux  génératrices  également  distantes  du 
point  où  il  rencontre  cet  axe.  De  même,  si  l'on  coupe  un  cylindre 
parabolique  par  des  plans  perpendiculaires  aux  génératrices,  les 
axes  des  diverses  paraboles  qui  seront  les  courbes  d'intersection 
pourront  être  considérés  comme  autant  d'axes  de  la  surface  du 
cylindre   dont  il  s'agit.  Dans  le  cylindre  droit  à   base   circulaire, 
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tous  les  rayons  des  cercles  compris  dans  des  plans  parallèles  au  plan 
de  la  base  sont  des  axes  de  la  surface. 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  que  les  surfaces  représentées 
par  les  équations  (53)  et  (109)  ont  leurs  axes  parallèles,  et  que  par 
suite  on  peut  en  dire  autant  des  surfaces  représentées  par  les  équa- 
tions (i)  et  (i5). 

Problème  II.  —  Trouver,  s'il  y  a  lieu,  le  centre  de  la  courbe  du  second 
degré  représentée  par  le  système  des  deux  équations 

(  A^-+Bj^-T-C^^-i-2D/^  + 2E^a^  +  2F^7=:K, 

(  ^  COSA  +  J  COS]X  +  ^  COSV  =  A". 

Solution.  —  Soient  ocq,  y^,  z^  les  coordonnées  du  centre  de  la 
courbe.  Si  l'on  transporte  l'origine  à  ce  centre  en  remplaçant  œ,  y,  z 

par  X  H-  Xq,  y  4- jo»  ^  ^~  ^o»  les  formules  (124)  deviendront 

[  Aa7-  + Bj--+- Cs2+ 2Dj^  +  2Ex;;r  +  2F^7 

(125)  +2[(A^o+F7o+E5o).37  +  (F^o+Byo+I)^o)7  +  (E^o  +  D/o  +  C^o)-.1 
f        =K  — (A^^  4-3/^  +  G^^  -!-2D/o-o+2E:ro-3?o+ 2F.2C0J0), 

(126)  .     :c  cos?. +/ cos/j. -t- x;  cosv  =  A-  —  (.^o  cosA  h-j'o  cosfz  4- ^0  cosv); 

et  le  système  de  ces  deux  dernières  ne  devra  pas  être  altéré  quand  on 
y  remplacera  x  par  —  x,  y  par  ~ y  et  z  par  —  z.  Or  cette  condition 
sera  remplie  si  l'on  suppose 

(127)  .Tq  cosl -h yocos IX -h  ZqCosv --= /{, 

et 

,     Q.        Aa7o+F.ro-HE^„  _  F^o+B/o+D^o  _  Ea?o4-Djo+Cso 

(I2o)  iT — — —  —  • 

^         '  COSA  COSfX  cosv 

Alors,  en  effet,  l'équation  (126)  sera  réduite  à  la  formule 

(2)  :r  cosA +y  cos/jt.  +  scosv  =  o, 

qui  n'est  pas  altérée  par  le  changement  de  signe  des  coordonnées 

OEuvrcs  de  G.  —  S.  \\,  t.  V.  35 
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X,  y,  z,  et  de  laquelle  on  tire,  en  la  combinant  avec  la  formule  (128), 

(129)  (Ao^o  +  Fjo H- E^o)^  +  (Fa^o  +  B jo  +  D^o)y  +  (E^o -+- D/o  +  C^o)^  =  o- 
De  plus,  si  l'on  a  égard  à  l'équation  (129),  la  formule  (123)  deviendra 

(i3o) 

(       =K— (A^^  +B70  +  G^o"  +  2Dyo-o+2E5oa7o+2F^o7o), 

et  remplira  encore  la  condition  prescrite.  Les  formules  (127)  et  (128) 
suffisent  pour  déterminer  les  coordonnéesiCo»  Jo'^o  du  centre  cherché. 
La  première  exprime  que  ce  même  centre  est  compris  dans  le  plan 
représenté  par  l'équation  (126),  c'est-à-dire  dans  le  plan  de  la  courbe 
donnée.  D'autre  part,  comme,  pour  obtenir  le  point  où  la  surface  (i) 
est  rencontrée  par  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  centre  dont 
il  s'agit,  il  faut  assujettir  les  coordonnées  x,  y,  z  de  la  surface  (i)  à 
l'équation 

(i3i)  —  =  —  =  —, 

et  que  les  formules  (128)  et  (i3i)  entraînent  l'équation  (98)  de  la 
Leçon  précédente,  savoir 

,  ^   ,  A^  +  Fr  +  Es       F^  +  Br-t-Di;       E^4-Dr  +  Cs 

(l32)  -^ = ^ —  — y 

cosA  cos|x  cosv 

on  peut  affirmer  que  le  point  de  rencontre  sera  précisément  le  point 
de  contact  de  l'ellipsoïde  avec  un  plan  tangent  parallèle  au  plan  de 
la  courbe. 

On  résout  facilement  les  équations  (127)  et  (128)  en  opérant 
comme  il  suit.  Si  l'on  désigne  par  t  la  valeur  commune  des  trois 
fractions  comprises  dans  la  formule  (128),  on  aura 

[  A^o+ F/o  + Eso  =  ^cosA, 

(i33)       •  <  F^o+ 'ÎJo+D-o=  ^cosf/, 

'  EuCo  + Djo-^  G-3o= 'cosv. 

Ces  dernières  équations,  étant  semblables  aux  formules  (17),  se 
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résoudront  de  la  même  manière  et  donneront  pour  o^o»  Jo>  ^o  des 
valeurs  égales  à  celles  que  fournissent  les  équations  (i8)  quand  on 
remplace  dans  les  seconds  membres  les  quantités  G,  H,  I  par  les 
produits  —  /  cos A,  —  ^cos[jt,,  — /cosv.  On  aura  donc 

(BG  —  D^)  cos>  +  (DE  —  GF)  cosfz  +  (FD  —  BE)  cosv 


ABG  —  D^  A  —  E^ B  -  F^  G  +  2  DEF 

_  (DE- 

-  GF)  cosX  +  (GA  —  W)cosix  -i-  (EF  —  AD)  cosv 

ABG  — D^A  — E^B  — F^G+^DEF 

_  (FD- 

-  BE)  cosX  +  (EF  —  AD)  cosjui  +  (AB  —  F^)  cosv 

ABG  —  D^A  —  E^B  —  F^G  +  2  DEF 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes  de  ^y,  jo»  ^0  dans  l'équa- 
tion (i2'7)  et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

/  P^(BG  — D2)cos2X4-(GA  — E2)cosV 
(i35)         I  +(AB -F2)cos2v  +  2(EF  — AD)cos;jicosv 

(  +  2(FD  —  BE)  cosv  cosX  +  2  (DE  —  GF)  cosX  cosi^i, 

on  trouvera 

,  „.,  ,      ABG-D2A-E«B-F2C  +  2DEF  , 

(i36)  t= p k, 

et,  par  suite,  on  tirera  des  équations  (i34) 

(BG  —  D2)  cosX  +  (DE  —  GF)  cosjut  +  (FD  —  BE)  cosv 


P 


A, 


'       .                 (DE  — GF)cos>.  +  (GA  — E2)cosfx  +  (EF  — AD)cosv  , 
V'^7)    (J'o— p k, 

I  .   —  (FD  —  BE)  cosÀ  +  (EF  —  AD)  cos/x  +  (AB  —  F^)  cosv 
I   Zq  —  p  —  fc. 

Celles-ci  fourniront  un  système  unique  de  valeurs  finies  de  x^,  jo»  ^0» 
lorsque  la  quantité  P  ne  sera  pas  nulle.  Donc  alors  la  courbe  proposée 
aura  un  centre  unique.  Ce  centre  sera  l'origine  elle-même,  si  la  quan- 
tité ^  s'évanouit. 

Si  la  quantité  P  se  réduisait  à  zéro,  les  valeurs  de  ^o»  Jo»  ^0  devien- 
draient infinies  ou  indéterminées.  Dans  le  premier  cas,  la  ligne  du 
second  degré  représentée  par  le  système  des  équations  (124)  ne  pour- 
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rait  être  qu'une  parabole;  dans  le  second  cas,  cette  ligne  se  transfor- 
merait en  un  système  de  deux  droites  parallèles. 

Si  l'on  transporte  l'origine  au  centre  de  la  courbe  (124),  les 
équations  de  cette  courbe  deviendront  semblables  aux  formules  (i) 
et  (2).  On  conclut  de  cette  remarque  que,  pour  trouver  les  axes  de 
la  courbe  (124),  il  suffit  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

Problème  III.  —  Déterminer  les  axes  de  la  courbe  du  second  degré 
représentée  par  les  deux  équations 

(i)  Kx^-  -\-'Q  Y^  -^  Cz"^  +  ■?.!) y z  +  iY.z X  -^  aF^a?/ =  K, 

(2)  ^  COS}> +7C0SfJ(.  H-^  cosv  =:  o. 

Solution.  —  Si  l'on  transforme  les  coordonnées  a:?,  y,  z,  supposées 
rectangulaires,  en  d'autres  coordonnées  rectangulaires  l,  r,,  'C,  et  si 
l'on  prend  pour  axe  des  '(  la  droite  perpendiculaire  au  plan  repré- 
senté par  la  formule  (2),  les  équations  de  la  courbe  proposée  se 
changeront  en  deux  autres  de  la  forme 

(i38)  .l,?2-M)lj-r]2+3C'+2CDr]C  +  2CC4  +  25^^Yj  =  K,         C  =  o, 

et  par  conséquent  la  courbe,  étant  rapportée  à  des  axes  rectangulaires 
situés  dans  son  plan,  aura  pour  équation 

(189)  o.l> ^2  +  ill' -n-  -i-  2  fcf]  =  K . 

Lorsque  l'équation  précédente  peut  être  vérifiée  par  des  valeurs 
réelles  des  coordonnées  l,  ri,  elle  représente  une  ellipse,  ou  une 
hyperbole,  ou  le  système  de  deux  droites  parallèles  et  situées  à  égales 
distances  de  l'origine,  suivant  que  la  différence 

est  une  quantité  positive,  ou  négative,  ou  nulle.  Ajoutons  que  l'ellipse 
se  réduit  à  un  point,  et  l'hyperbole  au  système  de  deux  droites  qui  se 
coupent,  toutes  les  fois  que  le  second  membre  de  l'équation,  ou  la 
quantité  K,  s'évanouit.  Cela  posé,  admettons  d'abord  que  la  courbe 
soit  une  ellipse.  Cette  ellipse  aura  deux  axes  qui  se  couperont  à 
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angles  droits,  et  si  l'on  nomme  a,  h,  les  deux  demi-axes,  a,  h  seront 
les  valeurs  maximum  et  minimum  du  rayon  vecteur  r  mené  de  l'ori- 
gine à  un  point  de  la  courbe.  La  question  se  réduira  donc  à  chercher 
la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  la  fonction  r  déterminée  par 
l'équation 

(i3)  ;.2=3a^-2H-j^+-;% 

en  supposant  les  variables  x,  y,  z  liées  entre  elles  par  les  équa- 
tions (i)  et  (2).  Or,  pour  y  parvenir,  il  faudra  égaler  à  zéro  la  diffé- 
rentielle du  rayon  vecteur  r  ou  de  son  carré  r-,  et,  comme  on  tire  de 
l'équation  ([3) 

-  d{r')  =;  r  dr  ::=  X  dx  -t-  r  dy  -\-  z  dz^ 

on  obtiendra,  en  opérant  comme  on  vient  de  le  dire,  la  formule 

(  1 4o  )  X  dx  -\-  y  dy  -\~  z  dz  =z  o, 

de  laquelle  on  devra  éliminer  c^o;,  dy,  dz  à  l'aide  des  équations  diffé- 
rentielles de  la  courbe  donnée,  c'est-à-dire  à  l'aide  des  deux  formules 

(i4i)  (A^  +  F/  +  E^)^^+(F^  +  Bj-4-D^)r/y4-(Ex  +  D/  +  Gx;)(/x;  =  o, 
(142)  cosA  <ij7  4- cos/u.dy  +  cosv  r/^  =  0. 

Observons  maintenant  que,  pour  effectuer  l'élimination  de  dy  et  dz 
entre  les  formules  (i4o).  (i4i)'  (^^42),  il  suffira  de  les  ajouter,  après 
avoir  multiplié  deux  d'entre  elles,  par  exemple,  les  formules  (i4o) 
et  (142),  par  des  coefficients  indéterminés,  puis  de  choisir  ces  coeffi- 
cients de  manière  que  l'équation  résultante  ne  renferme  plus  ni  dy,  . 
ni  dz.  Alors,  le  premier  membre  de  cette  équation  se  trouvant  réduit 
à  la  différentielle  dx  multipliée  par  un  facteur,  le  facteur  dont  il 
s'agit  devra  lui-même  s'évanouir.  Or,  si  l'on  désigne  par  —  s  et 
par  —  l  les  deux  coefficients  indéterminés  dont  il  est  ici  question, 
l'équation  résultante  se  présentera  sous  la  forme 

{kx  -f-  F/  -f-  Es  —  SX  —  t  cos>0  dx 
4-  (Fa?  -}-  B  j  -i-  \Sz  —  sy  —  t  cosjj!.)  dy 
+  (Ea:  H-  Dy  -i-Gs  —  sz  —  t  cosv)  dz  =10; 
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et  si,  après  avoir  choisi  les  coefficients  s,  t  de  manière  à  faire  dispa- 
raître les  différentielles  dy  et  dz,  on  égale  encore  à  zéro  le  coefficient 
de  la  différentielle  dx,  on  aura  évidemment 

I  A jc  +  Fj  +  Es  =  5,37  +  ;  cos>^, 
(i43)  j  F^  +  B/ -hDs  =  .9j  4- ^cosfii, 

l  'Ex  -\-Dy  +  Cz=isz  -h^cosv. 

Si  l'on  ajoute  ces  dernières  formules,  après  avoir  multiplié  la  pre- 
mière par  Xy  la  seconde  par  j,  la  troisième  par  z,  on  trouvera,  en 
ayant  égard  aux  équations  (i)  et  (i3), 

K  =  srK 
La  valeur  de  s  sera  donc 

(24)  s^\ 

Si  l'on  adopte  cette  valeur  de  s  et  si  l'on  observe  d'ailleurs  que  les 
équations  (i43)  peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

!(A  —  5).cc  +  Fj  +  Es  zzr  ;cos>., 
Fa:-h{B  —s)y  -i-Dzz=  tco?,iJ., 
Ex  4-  DjH-  (C  —  s)z  =:  icosv, 

on  reconnaîtra  qu'il  suffit  de  remplacer  les  quantités  A,  B,  C  par  les 
différences  A  —  ,y,  B  —  s,  C  —  s:  i"  dans  les  seconds  membres  des  for- 
mules (i34);  2°  dans  la  valeur  de  P  que  fournit  l'équation  (i35), 
pour  obtenir,  d'une  part,  les  valeurs  des  coordonnées  x,  y,  z  cor- 
respondantes au  maximum  et  au  minimum  du  rayon  vecteur  r,  et, 
d'autre  part,  le  coefficient  de  t  dans  l'équation  (2),  ou  plutôt  dans 
celle  qu'on  en  déduit  par  la  substitution  des  valeurs  de  x,y,  z.  Or, 
en  divisant  par  t  l'équation  dont  il  s'agit,  on  trouvera 


(i45) 


[(B  — 5)(C— 5)-D2]cos2X 
+  [(C  —  5)(A  —  5)  -  E'-]  cos> 
+  [(A  -  5)  (B  —  .v)  —  F^]  cos^v 
-i-  2[EF  —  (A  —  .v)I)]cos/jt.cosy 
+  2[FD  — (B— 5)E]cosvcosA 
+  2 [DE  —  (C  —5) F]  cosÀ  cosiJ.  =  o, 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

s^-  [(B  +  Ocosn  +  (C  4-  A)  cos2;jL  +  (A  +  B)  cos^v 


,  ,„,     ,  —  2D  cos/^cosv  — 2ECOSVCOSÀ  —  aFcosÀcosal^ 

(146)     {  ^^ 

+  (BG  —  D2)  cos^X  +  (CA  —  E)  cos^/x  +  (AB  —  F^)  cos'-v 

+  2(EF  — AD)  cosp  COSV  +  2(FD  —  BE)  cosv  cos  A  4-  2  (DE  —  CF)  cosX  cos/ji  =  o. 

De  plus,  on  tirera  des  formules  (i34),  après  y  avoir  remplacé  ^«^  Jo. 
z.^  par  œ,  y,  z,  et  A,  B,  C  par  A  —  ^,  B  —  ^,  C  —  s, 


[(B  —  s){C  —  s)  —  D^]  cosA  +  [DE  —  (G  -  s)F]  cosfz  -h  [FD  -  (B  —  .s-)E]  cosv 

(lAn)    (  —  y 

[DE  -  (C  -  5)  F]  cos  X  +  [(C  -s)  {A -s)-  E']  cos|ul  +  [EF  -  (A  -  s)  D]^^j 


[FD  -  (B  -  s)E]  cosX  +  [EF  -  (A  -  s)D]  cos^  +  [(A  -s){li-s)~  F^]  cosv' 

Enfin,  si  l'on  nomme  a,  j3,  y  les  angles  formés  par  le  rayon  vecteur 
maximum  ou  minimum  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives, 
on  aura 

/j/g-.  cosa  __  cos(3 cosy 

et,  par  suite. 


cosa 


[(B  -s){C  —  s)-  D']  cosX  4-  [DE  —  (C  -  s)V]  cos/ji  +  [FD  -  (B  -  5)E]  cosv 

(i49)    I  = CQS[3 

[DE  -  (C  -  s)F]  cosX  +  [(C  -  5)  (A  -  5)  -  E^]  cos//  +  [EF  -  (  A  -  .9)ï)lçosv 

cosy 


\        [FD  -{B-s)  E]  cosX  +  [EF  -  (A  -  s)D]  cos//  4-  [(A  -  5)  (B  -  5)  -  F^^]"^^^ 

Lorsque  la  courbe  proposée  est  une  ellipse,  ainsi  que  nous  l'avons 
d'abord  admis,  l'équation  (146)  fournit  nécessairement  deux  valeurs 


réelles  de 

K 


s 


correspondantes  à  la  valeur  maximum  et  à  la  valeur  minimum  du 
rayon  vecteur  r.  Alors,  si  l'on  désigne  par  a  et  h  les  demi-axes  de 


(i5o) 
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l'ellipse,  les  deux  racines  de  l'équation  (146)  seront 

K  K 

et  l'on  aura,  en  conséquence, 

k('-^  +  ^^-W(B  +  C)  cos^/.  +  (C  +  A)  cos^/ji  +  (A  +  B)  cos^v 

—  2D  COS/J.  COSV  —  2ECOSV  cosA  —  2F  cosA  COS/Jl, 

~l-  =  (BC  —  D^)  cos->-  +  (CA  —  En  cosV  +  (  AB  —  F^)  cos^v 

H-  2(EF  —  AD)  cos;xcosv  -t-  2(FD  —  BE)  cosv  cos>.  +  2(DE  —  CF)  cosa  cospi. 

De  plus,  à  chacune  des  deux  valeurs  de  s,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  à  chacun  des  axes  de  l'ellipse,  correspondront  des  valeurs 
.réelles  de  a,   p,  y,  déterminées  par  la  formule  (149)  réunie  à  l'é- 
quation 

(i5i)  cos- a  +  003^(3  +  cos^y  =  I, 

et  ces  valeurs  représenteront  les  angles  formés  par  l'un  des  axes  de 
l'ellipse,  prolongé  dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives. 

L'ellipse  que  nous  venons  de  considérer  se  transformera  en  un 
système  de  deux  droites  parallèles,  si  l'une  des  quantités  ^5,  b  devient 
infinie.  Alors  celle  des  deux  quantités  qui  conservera  une  valeur 
finie  représentera  la  moitié  de  la  distance  entre  les  deux  parallèles, 
et  les  angles  a,  [ii,  y,  déterminés  par  les  équations  (i49)>  seront  pré- 
cisément ceux  que  formeront  les  deux  parallèles  et  la  distance  dont  il 
s'agit  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives. 

Si  les  quantités  a,  b  devenaient  égales,  l'ellipse  se  changerait  en 
un  cercle,  et  les  valeurs  des  angles  a,  [3,  y  deviendraient  indéter- 
minées. 

Concevons,  maintenant,  que  la  courbe  proposée  devienne  une 
hyperbole.  Alors  le  rayon  vecteur  r  admettra  une  valeur  minimum 
qui  sera  la  moitié  de  l'axe  réel  de  l'hyperbole;  et  si  l'on  nomme  ia 
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cet  axe,   l'équation  (i4^)  aura  nécessairement   une   racine  réelle, 

savoir, 

K 

Donc,  par  suite,  les  deux  racines  de  l'équation  (i4<j)  seront  réelles. 
De  plus,  à  chacune  de  ces  racines  correspondront  des  valeurs  réelles 
de  a,  j3,  y,  déterminées  par  le  système  des  formules  (149)»  (i^i),  et 
propres  à  représenter  les  angles  que  fait  une  certaine  droite  pro- 
longée dans  un  sens  ou  dans  un  autre  avec  les  demi-axes  des  coor- 
données positives.  D'autre  part,  on  peut  affirmer  :  j"  que  les  deux 
valeurs  de  s  et  les  directions  des  droites  correspondantes  à  ces  valeurs 
seront  indépendantes  de  la  quantité  K,  qui  ne  se  trouve  comprise  ni 
dans  l'équation  (i46),  ni  dans  la  formule  (149);  ^"^  que  l'une  des 
deux  droites  coïncidera  toujours  avec  l'axe  réel  de  l'hyperbole  pro- 
posée. Enfin,  il  suit  de  la  remarque  faite  dans  la  treizième  Leçon 
(page  212)  que,  si  l'on  fait  varier  K  dans  les  équations  (i)  et  (2),  les 
diverses  hyperboles  représentées  par  ces  équations  auront  toutes  les 
mêmes  asymptotes,  et,  par  conséquent,  les  mêmes  axes.  Seulement, 

K 

lorsque  la  quantité  K  changera  de  signe,  le  rapport  —  en  changera 

pareillement,  en  sorte  que  l'axe  réel  ia  ne  pourra  plus  correspondre 
il  la  même  racine  de  l'équation  (i4^)»  ni  conserver  la  même  direction. 
Il  résulte  de  ces  observations  que  l'équation  (146)  a  pour  racines, 
dans  l'hypothèse  admise,  deux  quantités  de  signes  contraires,  dont 
l'une  fait  connaître  les  axes  réels  des  hyperboles  correspondantes  à 
des  valeurs  positives  de  la  quantité  K,  et  l'autre  ceux  des  hyperboles 
correspondantes  ii  des  valeurs  négatives  de  la  même  quantité.  On 
doit  ajouter  que  ces  deux  espèces  d'axes  réels  coïncident  avec  les 
deux  droites  qui  divisent  en  parties  égales  les  angles  formés  par  les 
asymptotes  communes  à  toutes  les  hyperboles  dont  il  s'agit,  et  que 
ces  deux  droites,  perpendiculaires  entre  elles,  sont  précisément  celles 
que  l'on  détermine  ii  l'aide  des  formules  (149)  d  (*5i). 

Lorsque  la  quantité  K  s'évanouit,  les  équations  (i)  et  (2)  repré- 
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sentent  les  asymptotes  communes  aux  diverses  hyperboles,  et  les 
angles  a,  p,  y,  déterminés  par  les  formules  (i49)  et  (i5i),  répondent 
toujours  aux  deux  droites  que  nous  venons  d'indiquer. 

La  recherche  des  axes  de  la  courbe  représentée  par  les  équations  (i) 
et  (2)  deviendrait  beaucoup  plus  facile,  si  l'on  substituait  à  ces 
mêmes  équations  la  formule  (l'^g).  Alors,  en  effet,  on  devrait  rem- 
placer, dans  la  formule  (i46),  les  quantités  A,  B,  F  par  .1,,  di,  ^,  le 
cosinus  de  l'angle  v  par  l'unité,  et  les  quantités  C,  D,  E,  cosX,  cosix 
par  zéro.  On  trouverait  de  cette  manière 

(i52)        -,  '    5-— (=iU -T- i)î>)-5  +  ='^^''' —  ^'^—  o- 

Cette  dernière  équation,  qui  s'accorde  avec  la  formule  (i5)  de  la 
onzième  Leçon  de  Calcul  différentiel,  a  évidemment  deux  racines 
réelles,  savoir. 


(.53) 

s  = 


rh 

-+- 
1 

•+- 

2 

/  frh 

2 

lii^Y 

4-  P, 

ol>. 

//„(. 

— 

\\\>y 

-r-P: 

vl 

2 

) 

et  ces  deux  racines  sont  des  quantités  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires,  suivant  que  la  différence  X\)b  —  éF^  est  positive  ou  néga- 
tive. Dans  le  premier  cas,  on  tire  des  formules.(i5o) 


6V a'b' 


Nous  ferons  remarquer,  en  terminant  cette  Leçon,  que  les  for- 
mules (39),  (i5o),  (i54)  indiquent  certaines  propriétés  des  courbes 
ou  des  surfaces  du  second  degré.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  con- 
sidère une  ellipse  représentée  par  l'équation  (ï39),  et  si  l'on 
nomme  r„,  r^  les  rayons  vecteurs  menés  du  centre  de  l'ellipse  aux 
points  où  elle  rencontre  les  axes  des  ^  et  des  y],  on  aura 


d\s  ZIZ   —^  i  1l'>  -^ 
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et,  par  suite,  la  première  des  équations  (i54)  donnera 

/       -^-^  I  1  I  I 

Cette  dernière  formule  comprend  un  théorème  que  l'on  peut  énoncer 
comme  il  suit  : 

Théorème  I.  —  Si,  dans  une  ellipse,  on  mène  arbitrairement  du  centre  à 
la  <;irconférence  deux  rayons  vecteurs  qui  se  coupent  à  angles  droits,  et 
si  l'on  divise  successivement  l'unité  par  le  carré  de  chacun  de  ces  rayons 
vecteurs,  la  somme  des  quotients  sera  une  quantité  constante  égale  à  la 
somme  qu'on  obtiendrait  en  faisant  coïncider  les  deux  rayons  vecteurs 
avec  les  deux  demi- axes  de  l'ellipse. 

Lorsque  l'équation  (iSq)  représente  une  hyperbole,  on  obtient,  en 
changeant  seulement  le  signe  de  la  quantité  K,  une  seconde  hyper- 
bole qui  a  le  même  centre,  les  mêmes  asymptotes  et  les  mêmes  axes, 
avec  cette  différence,  que  l'axe  réel  de  la  première  est  perpendicu- 
laire à  l'axe  réel  de  la  seconde.  Nous  dirons  que  ces  deux  hyperboles 
sont  conjuguées  l'une  à  l'autre.  Cela  posé,  en  substituant  à  l'ellipse 
un  système  de  deux  hyperboles  conjuguées,  on  reconnaîtra  facilement 
que  le  théorème  I  devra  être  remplacé  par  la  proposition  suivante  : 

Théorème  11.  —  Si,  après  avoir  tracé  deux  hyperboles  conjuguées 
l'une  à  l'autre,  on  mène  arbitrairement  du  centre  commun  de  ces  deux 
hyperboles,  soit  à  l'une  d'elles,  soit  à  l'une  et  à  l'autre,  deux  rayons 
vecteurs  qui  se  coupent  à  angles  droits,  et  si  l'on  divise  successivement 
l'unité  par  le  carré  de  chacun  de  ces  rayons  vecteurs,  la  somme  des 
quotients  sera  une  quantité  constante,  pourvu  que  dans  cette  somme  on 
prenne  toujours  avec  le  signe  -f-  le  quotient  relatif  à  l'une  des  hyper- 
boles, et  avec  le  signe  —  le  quotient  relatif  à  l'autre.  Par  conséquent,  la 
somme  dont  il  s'agit  sera  toujours  égale  à  la  différence  entre  les  quo- 
tients qu'on  obtiendrait  si  l'on  divisait  successivement  l'unité  par  le  carré 
du  demi-axe  réel  de  la  première  hyperbole  et  par  le  carré  du  demi-axe 
réel  de  la  seconde. 
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Revenons  maintenant  à  la  surface  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion (i)  et  concevons  que  l'on  désigne  par  r„,  r,,  r.y  les  racines  carrées 

des  valeurs  numériques  des  rapports  -.-?  j7>  -^^  en  sorte  qu'on  ait 
K,  K^,  K__^. 

On  tirera  de  ces  dernières  équations,  réunies  aux  formules  (72)  et  à 
la  première  des  équations  (39), 

(lo6)  ± --  zh  ^  ^  — -- —  4-  —  +  --• 

r-        r[        r-        a-        6-        c- 

Si  la  surface  (i)  est  celle  d'un  ellipsoïde,  on  aura  simplement 

,  ^  ,  I         I         I        1        I        1 

(107  —  +  —  +  —  =—-+--,--+--• 

r'I        ri        r:,       a-        b-        c- 


Dans  le  même  cas,  r^,  r, ,  To  représenteront  trois  rayons  vecteurs  qui 
se  couperont  à  angles  droits,  et  l'on  pourra,  en  conséquence,  énoncer 
la  proposition  suivante  : 

Théorème  IH.  —  Si,  du  centre  d'un  ellipsoïde,  on  mène  arbïlrairemenl 
à  la  surface  trois  rayons  vecteurs  qui  se  coupent  à  angles  droits,  et  si  l'on 
divise  successivement  l'unité  par  chacun  de  ces  rayons  vecteurs,  la  somme 
des  carrés  des  quotients  sera  une  quantité  constante,  égale  à  la  somme 
qu'on  obtiendrait  en  faisant  coïncider  les  trois  rayons  vecteurs  avec  les 
moitiés  des  trois  axes  de  l'ellipsoïde. 

Lorsque  l'équation  (i)  représente  un  hyperboloïde,  on  obtient,  en 
changeant  seulement  le  signe  de  la  quantité  K,  un  second  hyperbo- 
loïde qui  a  le  même  centre  et  les  mêmes  axes,  avec  cette  différence, 
que  l'un  des  deux  hyperboloïdes  présente  deux  nappes  distinctes, 
l'autre  une  seule  nappe,  et  que  les  deux  axes  réels  du  second  sont 
perpendiculaires  à  l'axe  réel  du  premier.  Nous  dirons  que  ces  deux 
hyperboloïdes  sont  conjugués  l'un  à  l'autre.  Cela  posé,  en  examinant 
avec  un  peu  d'attention  les  diverses  combinaisons  de  signes  que  peut 
offrir  l'équation  (i56),  on  établira  sans  peine  le  théorème  suivant  : 
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Théorème  IV.  —  Si,  après  avoir  tracé  deux  hyperboloïdes  conjugués 
l'un  à  l'autre,  on  mène  arbitrairement  du  centre  commun  de  ces  deux 
hyperboloïdes,  soit  à  l'un  d'eux,  soit  à  l'un  et  à  l'autre,  trois  rayons 
vecteurs  qui  se  coupent  à  angles  droits,  et  si  l'on  divise  successivement 
l'unité  par  le  carré  de  chacun  de  ces  rayons  vecteurs,  la  somme  des 
quotients  sera  une  quantité  constante,  pourvu  que  dans  cette  somme  on 
prenne  avec  le  signe  -+-  tout  quotient  relatif  à  un  rayon  de  V  hyperboloide 
à  une  nappe,  et  avec  le  signe  —  tout  quotient  relatif  à  un  rayon  de 
l'autre  hyperboloide.  Par  conséquent,  la  somme  dont  il  s'agit  sera  tou- 
jours égale  à  la  différence  qu'on  obtiendrait  si,  après  avoir  divisé  l'unité 
par  les  carrés  des  moitiés  des  axes  réels  des  deux  hyperboloïdes,  on  re- 
tranchait le  quotient  relatif  à  l'axe  réel  du  second  de  la  somme  des  quo- 
tients relatifs  aux  deux  axes  réels  du  premier. 
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SEIZIÈME  LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLE  DE  L  ARC  D  LINE   COLRBE   QUELCONQUE.    SUR    LES   COURBES   ET   LES   SURFACES 
COURBES    QUI    SE    COUPENT    OU    SE    TOUCHENT    EN    UN    POINT    DONNÉ. 


Concevons  qu'une  courbe  quelconque  étant  représentée  par  deux 
équations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z,  on  appelle  s 
l'arc  de  cette  courbe  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mo- 
bile {x,y,z).  Si  l'on  attribue  à  l'abscisse  x  un  accroissement  très 
petit  ^x,  les  variables  y,  z,  s  croîtront  elles-mêmes  de  quantités  po- 
sitives ou  négatives,  qui  seront  très  petites  (abstraction  faite  de  leurs 
signes),  et  qui  seront  représentées  par  Ax,  Aj,  A:;,  De  plus,  il  est 
clair  que  la  corde  de  l'arc  ±^s,  ou,  en  d'autres  termes,  la  distance 
du  point  (x,yyz)  au  point  (x  ^\x,  y  ■\- ^y,  5  + As),  sera  numéri- 
quement égale  à 

v/A^2 -^  A/^  +  As^ 

Cela  posé,  pour  déterminer  facilement  la  différentielle  de  l'arc  s,  il 
suffira  de  recourir  à  un  principe  assez  évident,  savoir,  qu'un  très 
petit  arc  de  courbe  se  confond  sensiblement  avec  sa  projection  sur  la 
tangente  menée  par  un  de  ses  points,  c'est-à-dire  que  le  rapport  du 
petit  arc  à  sa  projection  se  réduit  sensiblement  à  l'unité.  En  effet,  la 
projection  de  l'arc  étant  la  même  chose  que  la  projection  de  la  corde, 
et  le  rapport  de  la  corde  à  sa  projection  étant  égal  au  cosinus  de 
l'angle  formé  par  la  corde  avec  la  tangente,  ou,  en  d'autres  termes,  à 
une  quantité  qui  diffère  très  peu  de  l'unité,  il  suit  immédiatement  du 
principe  ci-dessus  énoncé  qu'un  très  petit  arc  se  confond  sensible- 
ment avec  sa  corde,  c'est-à-dire  que  le  rapport  d'un  arc  infmimenl 
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petit  à  sa  corde  a  l'unité  pour  limite  (').   Cette  proposition   étant 
admise,  on  en  déduit  la  formule 

([)  I  =  lim 


de  laquelle  on  tire 

(2)  dszzzzïi^dx^--\- dy- -^  dzK 

On  aura  par  suite 

(  3  )  ■  ds'-=dx^-\-  dy"-  +  dz'': 

Si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante  et  si  l'on  fait,  pour 
abréger, 

dx  ~~^  '  dx~^' 

la  formule  (2)  donnera 

(4)  ds-±^i-t-  7'23r7'^2  dx. 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  l'équation  (4),  on  doit  réduire  le 
double  signe  ±  au  signe  +,  lorsque  l'arc  s  croît  avec  l'abscisse  x, 
et  au  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

Si,  dans  les  équations  (5)  de  la  treizième  Leçon,  on  substitue  au 
radical  \/dx''  -^  dy-  ^-  dz'-^  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (2),  on  ob- 
tiendra l'un  des  deux  systèmes  de  formules 

,^,  dx  -       dy  dz 

(5)  C0Sa=-7-,.  cOSfi—  -^,  C0S7=:-r-, 

ds  ^         ds  '        ds 

,^,  dx  dy  dz 

(o)  cosa:- ^,         cosS  — ■;-,         cosy:^— — -. 

ds  ^  ds  '  ds 

Le  premier  système  devra  être  employé  pour  la  détermination  des 
angles  a,  j^,  y  formés  par  la  tangente  à  la  courbe  avec  les  demi-axes 

(')  On  pourrait  considérer  cette  dernière  proposition  comme  évidente,  et  la  substituer 
au  principe  énoncé  plus  haut.  Mais  il  parait  convenable  de  faire  servir  à  la  mesure  de  la 
longueur  d'un  très  petit  arc  de  courbe,  passant  par  un  point  donné,  celle  de  toutes  les 
droites  qui  s'en  rapproche  le  plus  dans  le  voisinage  du  point  dont  il  s'agit  {voir  ci-après 
la  vingt-et-unièmc  Leçon). 
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des  coordonnées  positives,  si  cette  tangente  a  été  prolongée  dans  le 
même  sens  que  l'arc  s.  Au  contraire,  les  angles  dont  il  s'agit  seront 
déterminés  par  le  second  système  de  formules  si  la  tangente  a  été 
prolongée  en  sens  inverse.  C'est  ce  que  l'on  prouvera  sans  peine  à 
l'aide  des  raisonnements  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  dans  le  cas 
des  courbes  planes  (voir  la  page  88). 

L'angle  aigu  formé  par  la  tangente  au  point  (x,y,z)  avec  l'axe 
des  œ  est  ce  qu'on  nomme  V inclinaison  de  la  tangente  ou  V inclinaison 
de  la  courbe  par  rapport  à  cet  axe.  Si  l'on  désigne  par  t  cette  incli- 
naison, l'angle  T  sera  évidemment  égal  ou  à  l'angle  a  ou  au  supplé- 
ment de  a.  On  aura  donc  cost  =  ±  cosa,  et  l'on  tirera  de  là  première 
des  équations  (5)  ou  (6) 

,    ,  ,    dœ  ,  ,     ds 

il)  cosr  =  ±-r-5  secr-=±-,-- 

'  ds  dx 

Si,  dans  ces  dernières,  on  substitue  à  ds  sa  valeur  tirée  de  la  for- 
mule (4),  et  si  l'on  observe  que  z  représente  un  angle  aigu  dont  le 
cosinus  et  la  sécante  sont  nécessairement  positifs,  on  trouvera 


(8)  cosr—    ,  ^=>  sécT  =  v/i -t- r'"4- s'^ 

Pour  montrer  une  application  des  formules  ci-dessus  établies,  con- 
sidérons l'hélice  représentée  par  les  équations  (38)  de  la  treizième 
Leçon.  La  valeur  de  cosy  déterminée  par  la  dernière  des  formules  (4o) 
de  la  même  Leçon  sera  constante,  et  les  formules  (5)  ou  (G)  donne- 
ront 

ds=±  -^  z=z±d 


cosy  \cosy 

En  appliquant  à  l'équation  qui  précède  les  raisonnemenLs  par  les- 
quels nous  avons,  dans  la  septième  Leçon,  déduit  la  formule  (25)  de 
la  formule  (24),  et  désignant  par  A:;  un  accroissement  fini  attribué  à 
la  variable  z,  on  trouvera 

9  às  =  ±—~' 

cosy 
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D'ailleurs,  y  étant  l'angle  formé  par  la  tangente  à  l'hélice  avec  l'axe 
(les  z,  ±:  — ^  représente  évidemment  la  portion  de  la  tançjente  qui  a 

COSy  '  ^  HT 

pour  projection  sur  cet  axe  la  longueur  dz  Iz.  On  peut  donc  énoncer 
la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Pour  obtenir  un  arc  d'hélice  compris  entre  deux  points 
{x,  r,  z)  et  (^x  ^  ^x,  y  H-  Ay,  z  H-  A:;),  il  suffit  de  mener  par  le  premier 
une  tangente  à  i hélice  et  de  chercher  la  portion  de  cette  tangente  qui  se 
trompe  renfermée  entre  les  plans  menés  perpendiculairement  à  l'axe  de 
r  hélice  par  les  deux  extrémités  de  l'arc. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  compte  l'arc  s  à  partir  du  point  où  l'hé- 
lice rencontre  l'axe  des  a-,  et  si  l'on  suppose  la  quantité  s  positive  en 
même  temps  que  l'angle  p  et  l'ordonnée  z,  alors,  en  substituant  aux 
points  (x,y,z),  (x~-àx,y^£^y,z-+-ùiz),  les  deux  extrémités  dc^ 
l'arc  s,  savoir  :  le  point  où  l'hélice  rencontre  l'axe  des  x,  et  le  point 
(x,y,z),  on  obtiendra,  au  lieu  de  l'équation  (9),  la  formule 

cosy 

que  les  équations  (38)  et  {l\o)  de  la  treizième  Leçon  réduiront  h 

1 

(10)  .V  =  (1 -f-a-)-R/->. 

11  résulte  de  cette  dernière  que,  pour  évaluer  l'arc  s,  il  suffît  de  mul- 
tiplier la  projection  de  cet  arc  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de 

l'hélice,  c'est-à-dire  le  produit  Ryo  par  le  facteur  constant  (i  +  ay. 

Considérons  maintenant  deux  courbes  quelconques.  Soient  x,  y,  z 
les  coordonnées  de  la  première  courbe  et  s  l'arc  de  cette  courbe  com- 
pris entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  (x,y,  z).  Soient  de  même 
^,  Tj,  'C  les  coordonnées  de  la  seconde  courbe  et  ç  l'arc  de  cette  seconde 
courbe  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  (£,y],'(^.  On 
trouvera 

(11)  ds-  -=  dx-  -T  dy-  -f-  dz-,         dç-  ~  d't.-  +  dn'-  +  dX^ . 
OEiii',es,lc  C—  S.  II,  t.  V.  37 
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De  plus,  si  les  tangentes  menées  à  la  première  courbe  par  le  point 
(x,  y,  z)  et  à  la  seconde  courbe  par  le  point  (^,  yj,  'C)  sont  prolongées 
dans  les  mêmes  sens  que  les  arcs  s  et  ç,  elles  formeront,  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives,  des  angles  dont  les  cosinus  seront 
respectivement  égaux,  pour  la  première  tangente,  à 


dx       dv       dz 
ds        ds        ds 


et  pour  la  seconde  tangente,  à 

dE        df]        d'C, 
dç'       dq         dq 

Par  suite,  si  l'on  nomme  o  l'angle  que  les  deux  tangentes  forment 
entre  elles,  on  aura  [en  vertu  de  l'équation  (48)  des  Préliminaires] 

dx  dE,        dy  df]        dz  dZ,  dx  di  H-  dy  dri  -\-  dz  d'C, 

ds   dq         ds   dq         ds  dq  ds  dq 

Les  deux  tangentes  deviendront  parallèles  lorsqu'on  aura 

(i3) 
ou  bien 

11  faut  observer  d'ailleurs  que  les  formules  (i3)  et  (r4)  peuvent  être 
remplacées  par  la  seule  formule 

dc^  _drn  _  d^ 
^  '  '  dx        dy        dz  .    ■ 

de  laquelle  on  déduit 

dl  __d-(]  _dK__^  \/dl^-hdr}^-^dZ^  —  ^-  ^. 
dx  ""  dy  '^  dz  ^/^^2  ^  ^^2  ^  ^-i  ds 

Ajoutons  que  les  deux  tangentes  comprendront  entre  elles  un  angle 
droit,  si  l'on  a  coso  =  o,  et  par  conséquent 

(16)  dx  dc,-^  dy  dn  ^  dz  dt,^=io. 


dl        dx 
dq        ds 

df]        dy 
dq         ds 

d^  __  dz 
dq  ~  ds 

dt.            dx 

df]             dy 

d^            dz 

dq  ~~        ds 

dq              ds  ' 

dq  "        ds 
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Si,  dans  l'équation  (12),  on  substitue  pour  ds  et  de,  leurs  valeurs 
tirées  des  formules  (i  i),  on  obtiendra  la  suivante  : 

^         ,  dx  de  -^-  dy  df\  -i--  dz  d'C 

(17)  cosô^--*-  ^        ^  '  . 


\ldx''  +  dy  -^^  dz""  sJdX"-  +  rf/i2  +  d'Ç'- 

Lorsque,  dans  cette  dernière,  on  ne  détermine  pas  le  signe  du  second 
membre,  elle  fournit  deux  valeurs  de  l,  renfermées  entre  zéro  et-n, 
qui  représentent  l'angle  aigu  et  l'angle  obtus  compris  entre  les  deux 
tangentes   prolongées    indéliniment   de  part  et  d'autre  des  points 

Lorsque  les  deux  courbes  se  rencontrent  en  un  même  point,  elles 
sont  censées  former  entre  elles  les  mêmes  angles  que  les  tangentes 
menées  par  le  point  dont  il  s'agit.  Alors  on  a,  pour  le  point  de  ren- 
contre, 

(18)  Iz.-^x,  ■(^-^y,  ?  =  ,.; 

et  les  angles  que  les  deux  courbes  forment  entre  elles  coïncident  évi- 
demment avec  les  valeurs  de  0,  renfermées  entre  zéro  et-,  qui  véri- 
fient l'équation  (17). 

On  dit  que  deux  courbes  tracées  dans  l'espace  sont  normales  l'une 
il  l'autre  lorsqu'elles  se  coupent  à  angles  droits,  et  qu'elles  sont  tan- 
gentes, ou  qu'elles  se  touchent,  lorsqu'elles  ont,  en  un  point  qui  leur 
est  commun,  une  tangente  commune,  c'est-à-dire  lorsque  l'angle  aigu 
compris  entre  les  deux  courbes  s'évanouit.  Dans  le  premier  cas,  la 
i'ormule  (16),  ou 

,  dv  dt\        dz  dt 

est  vérifiée  pour  le  point  d'intersection  ;  dans  le  second  cas,  les  coor- 
données du  point  de  contact  vérifient  la  formule  (i5),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  les  deux  équations 

,  dn        dy  d'C, dz 

di,        dx  di        dx 

Il  est  essentiel  d'observer  que,  dans  les  diverses  formules  ci-dessus 
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établies,  les  différentielles  disparaîtront  toutes  en  même  temps  quand 

on  aura  éliminé  ds,  d:,,  dy,  dr\,  dz  et  dl,  à  l'aide  des  formules  (n) 

réunies  aux  équations  différentielles  des  courbes  proposées. 

Rien  n'empêcbe  de  substituer,  dans  les  équations  de  la  seconde 

courbe,  les  lettres  x^  y,  z  aux  lettres  ^,  y],  '(  et  de  prendre  ensuite 

l'abscisse   x,  correspondante  à   un   point   de  l'une    ou    de   l'autre 

courbe,    pour   variable    indépendante.    Alors    les    premiers    et   les 

seconds  membres  des  formules  (20)  devront  être  remplacés  par  les 

valeurs  des  dérivées  - 

dv ,  dz , 

dx  ^  "^  '  dx        '  ' 

tirées  des  équations  des  deux  courbes,  et,  pour  que  ces  courbes  se 
touchent  au  point  dont  l'abscisse  est^,  il  suffira  que  les  valeurs  des 
quatre  quantités 

relatives  au  point  dont  il  s'agit,  restent  les  mêmes  dans  le  passage  de 
la  première  courbe  à  la  seconde.  Au  reste,  cette  proposition  est  évi- 
dente, car,  si  les  conditions  qu'on  vient  d'énoncer  sont  remplies,  il 
est  clair  que,  pour  l'abscisse  x,  les  deux  courbes  auront  non  seule- 
ment un  point  commun,  mais  encore  la  même  tangente. 

Nous  allons  maintenant  établir  un  théorème  qui  est  fort  utile  dans 
la  théorie  des  contacts  des  courbes  et  que  l'on  peut  énoncer  comme 
il  suit  : 

Théorèmk  II.  —  Etant  données  deux  courbes  qui  se  touchent,  si,  à 
partir  du  point  de  contact,  on  porte  sur  ces  courbes,  prolongées  dans  le 
même  sens,  des  longueurs  égales,  mais  très  petites,  la  droite  qui  joindra 
les  extrémités  de  ces  longueurs  sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la 
tangente  commune  aux  deux  courbes. 

Démonstration.  —  Supposons  que  les  longueurs  égales,  portées  sur 
la  première  et  la  seconde  courbe  à  partir  du  point  de  contact,  abou- 
tissent, d'une  part,  au  point  {x,y,z),  de  l'autre,  au  point  (;,y],'C)- 
Soient  de  plus^  et  ç  les  arcs  renfermés  :  1"  entre  un  point  fixe  de  la 
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première  courbe  et  le  point  (x,yiz)',  2"  entre  un  point  fixe  de  la 
seconde  courbe  et  le  point  (^,  ■/],'().  Tandis  que  les  coordonnées 
x,y,  s,  ^,  y], '(  varieront  simultanément,  la  différence 

ç  —  .s- 

restera  invariable  et  l'on  aura,  en  conséquence,  ç  --  ^  4-  const. 

(21)  dq=zds. 

Soient  d'ailleurs  a,  ^,  y  les  angles  que  forme  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  la  tangente  commune  aux  deux  courbes,  pro- 
longée dans  le  même  sens  que  les  arcs  5  et  ç;  «  la  longueur  de  la 
droite  menée  du  point  (H, -/],'()  au  point  {x,y,z),  enfin  A,  u,,  v  les 
angles  que  forme  cette  droite  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives.  On  aura  sensiblement 

-  dx        di  -        dy        dr\  dz        dt 

(22)  COSa  —  -  ,-  HZ  -y^,  cosô  r-  ^;^  ;=  — -,  cosy  =  ^-  =:  -7  , 

ds         dq  ^        ds         de,  '         ds        dç 


(23)  ^=,^\cc  ^l-f  ^-  {y  --qY-v-  {z  -K)', 

(24)  COsXizr" ^,  COS/J.  =  ^^ ,  COSV  z= 


et  l'on  tirera  des  formules  (i  i)  réunies  à  l'équation  (21) 

dx-  -\-  dy-  +  c/3- ZH  d'ï^-  +  dn"-  +  d'Ç,^, 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(25)    (dx  -H  de)  (dx  —  de)  -i-  {dy  -r-  dn  )  {dy  —  dn  )  t-  {dz  -i-  dZ)  {dz  —  d^)  ■—  o. 
Or  les  équations  (22)  donneront 

,    c ,  dx  +  de        dy  -i-  dn        dz  -h  d^         ,  , 

(  26  ) --  -^ -—  — =  ds  -\-dq  =  2  ds. 

cosa  cosp  cosy 

De  plus,  en  appliquant  aux  seconds  membres  des  formules  (24)  le 
principe  énoncé  à  la  page  9'),  on  reconnaîtra  que  les  quantités  cosA, 
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cosLt,  cosv  peuvent  être  déterminées  approximativement  par  les  for- 
mules 

^        dx  —  de  dy  —  dn  dz  —  dC 

(27)  cos/:= — -, ■-•,  cosfJL=-^^^ ,  cosv— — -^ 

On  aura  donc,  à  très  peu  près, 

,    _ ,  dx  —  di        dy  —  dr\        dz  —  dt         , 

(28)  ^-^  —  — = —  dn. 

cosA  cos/JL  cosv 

Cette  dernière  équation  sera  d'autant  plus  exacte  que  les  points 
(.T,y,z)  et('H,Y],*C)  se  trouveront  plus  rapprochés  du  point  de  con- 
tact des  deux  courbes.  Si  maintenant  on  remplace,  dan§  la  for- 
mule (20),  les  sommes 

dx  +  dl,     dy  -\-  df],     dz  +  âf^ 

par  les  quantités  cosa,  cosj^,  cosy,  qui  sont  entre  elles  dans  les  mêmes 
rapports,  et  les  différences 

dx  —  dl,     dy  —  dr\,     dz  —  dt, 

par  des  quantités  proportionnelles  à  ces  différences,  savoir  :  cosX, 
cosu.  et  cosv,  on  trouvera  définitivement 

(29)  cosa  cos).  +  cosj3  cosp. -+- cosy  cosv  —  o. 

Donc  la  droite  menée  du  point  {x, y,  z)  au  point  (;,  y],  '()  sera  sensi- 
blement perpendiculaire  à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  sensiblement  parallèle  au  plan  normal. 
On  pourrait,  dans  le  théorème  qu'on  vient  d'établir,  remplacer  la 
seconde  courbe  par  une  droite  tangente  à  la  première,  et  l'on  obtien- 
drait alors  la  proposition  suivante  : 

Thkorkmi:  111.  —  Si,  à  partir  d' un  point  donné  sur  une  courbe,  on 
porte  sur  celle  courbe  et  sur  sa  tangente,  prolongées  dans  le  même  sens, 
des  longueurs  égales  et  très  petites,  la  droite  qui  joindra  les  extrémités 
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de  ces  longueurs  sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la  tangente,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  sensiblement  parallèle  au  plan  normal. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  désigne  par  i  chacune  des 
longueurs  égales  portées  sur  la  courbe  et  sur  la  tangente  ti  partir  du 
point  donné.  Les  angles  formés  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives  par  la  droite  qui  joindra  les  extrémités  de  ces  deux  lon- 
gueurs seront  des  fonctions  de  /';  et,  si  l'on  fait  converger  i  vers  la 
limite  zéro,  ces  angles  convergeront,  en  général,  vers  certaines 
limites,  et  s'approcheront  indéfiniment  de  ceux  qui  déterminent  la 
direction  d'une  certaine  normale  avec  laquelle  la  droite  dont  il  s'agit 
tendra  de  plus  en  plus  à  se  confondre.  Cette  normale,  qui  mérite 
d'être  remarquée,  est  celle  que  nous  appellerons  normale  principale. 
Pour  en  fixer  la  direction,  il  suffirait  de  recourir  aux  formules  (27) 
et  au  principe  énoncé  ii  la  page  93.  On  peut  aussi  arriver  très  facile- 
ment au  même  but  par  la  méthode  que  nous  allons  indiquer. 

Désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  de  la  courbe  qui 
coïncide,  non  plus  avec  l'extrémité,  mais  avec  l'origine  de  la  lon- 
gueur i,  c'est-à-dire  les  coordonnées  du  point  par  lequel  on  mène 
une  tangente  à  la  courbe.  Soit  toujours  s  l'arc  compté  sur  la  courbe 
entre  le  point  {x,  j,  ^)  et  un  point  fixe  placé  de  manière  que  la  lon- 
gueur i  serve  de  prolongement  ii  l'arc  s.  Soient  encore  a,  ^,  y  les 
angles  que  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  la 
tangente  au  point  {x,  y,  z)  prolongée  dans  le  même  sens  que  l'arc  s. 
Si  l'on  prend  cet  arc  pour  variable  indépendante,  l'extrémité  de  la 
longueur  i,  portée  sur  la  courbe,  aura  évidemment  pour  coordonnées 
trois  expressions  de  la  forme 


.dx 
'dl 

-+- 

i- 

2 

/d^x 
\  ds^ 

.dy 

+ 

2 

(d\Y 
\  ds-" 

.dz 
'ds 

+ 

i- 

2 

/d'z 
\'ds'^ 

I 

K), 
I,  J,  K  devant  s'évanouir  avec  i;  tandis  que  l'extrémité  d'une  autre 
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longueur  égale  à  /,  portée  sur  la  tangente  et  comptée  dans  le  même 
sens  que  la  première,  aura  pour  coordonnées 


.dx 


(3.) 


X  ^  i  ç,o% y. -^z  X -\- i      -, 
ds 

-  .dY 

<    K  4- «  COSp  --  V  4- f-r-, 

1  "  i         -^  f^g 


i  cosy 


—  G  +  i 


ds 


Cela  posé,  si  l'on  nomme  «  la  distance  comprise  entre  les  extrémités 
des  deux  longueurs,  et  \,  ix,  v  les  angles  formés  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives  par  la  droite  qui,  partant  de  l'extrémité  de 
la  seconde  longueur,  se  dirige  vers  l'extrémité  de  la  première,  on 
aura  évidemment 


(32) 


8  =    — 
2 


(33)      cosX  = 


d"^  X 
'd? 


d-  X 

ds- 


+  1 


4-1 


COS/Jl 


d'^y 

ds^-^ 

'ï 

-4 

/d^z 

i-  / 

d'y 
ds'^ 

4- 

') 

K 


cosv 


2  \  ds'^ 


et,  par  suite, 

/      cosX      cos/a. 


cosv 


d-x       -        d'Y        T        d'^z        j^ 
ds-  ds-  ds- 


(34: 


Si,  maintenant,  on  fait  converger  «vers  la  limite  zéro,  les  valeurs  nu- 
mériques de  I,  J,  K  décroîtront  indéfiniment,  et,  en  passant  aux 
limites,  on  tirera  de  la  formule  (34) 


(35) 


cosX  '_^  cos// cosv 

d'^x         d^y  d-z 

ds'  ds'^  ds'^ 


[(S?y+(s^)' +(£)]' 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  ■ 

COS>.  COSfJt. cosv  _  I 


(36) 


d\c         d^v         -d"' 


y  '""'^         \i,d^xY-^{d^yf-^{d}zYY 


Les  angles  \,  a,  v  déterminés  par  cette  dernière  formule  sont  ceux 
qui  se  trouvent  compris  entre  la  normale  principale  prolongée  dans 
un  certain  sens  et  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  La  même 
formule  devrait  être  remplacée  par  la  suivante 

, .  ■  cosX       cos/jt.       cosv  I 

(37)- 


d'x     .    dy  d-'z  [(d-'a:y-^{d\r)^+{d-'zy]\ 

si  la  normale  principale  avait  été  prolongée  en  sens  contraire.  Ajou-. 
tons  que  les  équations  (36)  et  C^'j)  sont  renfermées  l'une  et  l'autre 
dans  la  seule  équation 


38' 


CCS  A   _  cos^  co?y 


d'-u:  d'-y  d^  z 

de  laquelle  on  tire 

cosX  ^  cos/jL cosv 


''•^.     ""^^       '^  "  \id^xf+{d'yY-^-(^d'-zYY- 

II  serait  facile  de  s'assurer  directement  que  la  droite  qui  passe  par 
le  point  (^,  j,  ^),et  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  posi- 
tives des  angles  déterminés  par  la  formule  (38),  est  une  des  normales 
menées  par  le  point  (r-,  j,  z)  à  la  courbe  donnée.  En  effet,  si  l'on 
différentie  l'équation  (3),  en  considérant  toujours  .9  comme  variable 
indépendante,  on  aura 

(  39  )  dx  d-  X  +  dy  d'-y  +  dz  d-  -;  =  o  ; 

puis,  en  ayant  égard  à  la  formule  (38)  et  à  l'équation  (G),  de   la 
treizième  Leçon,  on  trouvera 

coscz  cos}.  +  cos|3  cos,a  +  cosy  cosv -— o. 

Donc,  la  droite  en  question  sera  perpendiculaire  à  la  tangente,  ou,  en 
d'autres  termes,  elle  sera  normale  à  la  courbe  proposée. 

OEiivres  Je  C.  —   S.   U,  t.  V.  38 
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En  prenant  toujours  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  on  tire  des 
«''quations  (5) 


d  cos  oc 

d'-x 

d  cos  ,3 

d\y 

«y  cos  y 

d-z 

ds      " 

--cfs^'    ■ 

ds       " 

-  ds^-' 

ds 

~  ds' 

Par  conséquent,  la  formule  (38)  peut  être  réduite  à 

^  COSÀ     COSfJl.     COSV 

dcosoc       ticos(3       Scosy 

Si  l'on  cessait  de  prendre  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  la 
formule  (35)  deviendrait  inexacte.  Mais  la  formule  (4i)  existerait 
toujours;  et,  en  substituant  dans  celle-ci,  à  la  place  de  cos  a,  cos|^, 
cosy,  leurs  valeurs  tirées  des  formules. (5),  on  trouverait 

,   •  ces  A  cos a  COSV     • 

(42)  _  r       _  . 


\ds  J  \ds  J        ■   \ds 

Observons  encore  que,  dans  le  cas  où  la  courbe  donnée  se  réduit 
à  une  courbe  plane,  la  normale  principale  est  évidemment  celle  qui 
reste  comprise  dans  le  plan  de  la  courbe. 

Les  angles  X,  jj.,  v  étant  une  fois  déterminés  par  les. formules  (35) 
ou  (42),  il  devient  facile  d'obtenir  les  équations  de  la  normale  prin- 
cipale. En  effet,  si  l'on  nomme  l,  y],  "C  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  cette  droite,  on  aura  [en  vertu  de  la  formule  (20)  des 
Préliminaires] 
(43)  izi-  =  L"_zi2'  =  ?^;         - 

^       /  COSA  COSfJL  COSV 

puis  on  en  conclura,  en  supposant  que  l'arc  s  est  pris  pour  variable 
indépendante, 

et,  en  admettant  une  autre  hypothèse, 

'E  —  X         Tt  —y   _    Z  —  z  . 


(45) 


i'Èy"miÊ) 
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Lorsque  deux  surfaces  courbes  se  rencontrent  en  un  point  donné, 
elles  sont  censées  former  entre  elles,  au  point  dont  il  s'agit,  les 
mêmes  angles  que  leurs  plans  tangents.  On  dit,  en  particulier,  que 
deux  surfaces  sont  normales  l'une  à  l'autre  en  un  point  qui  leur  est 
commun,  lorsque  les  plans  tangents  menés  par  ce  point  sont  perpen- 
diculaires entre  eux,  et  qu'elles  sont  tangentes,  ou  qu'elles  se 
touchent,  quand  ces  plans  coïncident.  Dans  le  dernier  cas,  les. nor- 
males auj:  deux  surfaces  coïncident  pareillement.  Cela  posé,  soient 

(46)  «=:0,       _      i'— O, 

les  équations,  en, coordonnées  rectangulaires,  de  deux  surfaces  qui  se 
touchent  au  point  (^,  r,  ^).  En  vertu  de  la  formule  (6)  (quatorzième 
Leçon),  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  normale  commune  aux 
deux  surfaces  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  seront 
proportionnels,  d'une  part,  aux  trois  dérivées 


et  de  l'autre,  aux  dérivées 


On  aura  donc 


:47) 


du 

du 

Ou 

dx^ 

ày' 

'dz' 

âv 

âv 

Ov 

dx^ 

w 

âz' 

du 

du 

du 

âx 

àv 

âz 

dv  ~ 

di>  '' 

"   âv 

âx 

dy 

âz 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  vérifiée  pour  le  point  (^,)',"::), 
les  deux  surfaces  auront  en  ce  point  une  normale  commune,  et  seront 
taniçentes  l'une  à  l'autre. 

Pour  que  la  formule  (47)  subsiste,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  qu<^ 
les  équations  différentielles  des  deux  surfaces,  savoir 

/  au   ,         au  ,        au  , 

l  -  -  dx  4-  -r-  (1  y  +  -^  dz  =z  o, 

\  âx  âv    ^        âz 

(48)  / 

ai'   ;         ai'    ,  âv  , 

-r—  dx  H — r—  dy  -±r  -V-  "-  ^=  o» 

âx  ây  •-  âz 


300  \PPLICAT10NS   DU   CALCUL  INFIMTÉSIMA-L. 

s'accordent,  quand  on  y  substitue  pour  x,  y,  z-  les  coordonnées  du 
point  commun,  et  se  réduisent  alors  à  une  seule  équation  entre  les 
différentielles  do-,  dy,  dz. 

Si  les  équations  des  deux  surfaces  étaient  résolues  par  rapport  à  z, 
et  ramenées  à  la  forme 

(49)  ■  -^/i-p./)» 

leurs  équations  différentielles-seraient  de  la  forme  ^ 

(  50  )  dz  =zp  dx  -f-  q  dy. 

Alors  les  deux  surfaces  se  toucheraient  au  point  («r,  v,  z),  si,  dans  le 
passage  de  la  première  à  la  seconde,  les  deux  quantités  p  et  q  con- 
servaient les  mêmes  valeurs. 
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DIX-SEPTIÈME  LEÇON. 


Di;    PLAN    OSCULATECR    D  UM5    COURBK    QUELCONQUE    ET    l)E    SES    DEUX    COURBURES. 
RAYON    DE    COURBURE,    CENTRE    DE    COURBURE    ET    CERCLE    OSCULATEUR. 


Considérons  sur  une  courbe  donnée  un  point  quelconque  P,  et 
concevons  que  l'on  ait  mené  en  ce  point  une  tangente  à  Ja  courbe.  On 
pourra  faire  passer  par  cette  tangente  une  intinité  de  plans  tangents, 
dont  l'un  renfermera  la  normale  principale.  Ce  dernier,  qui  se  con- 
fond avec  le  plan  de  la  courbe,  toutes  les  fois  que  celle-ci  devient 
plane,  mérite  une  attention  particulière.  On  le  nomme  plan  oscula- 
leur.  Pour  l'obtenir,  il  sufïit  évidemment  de  tracer  un  plan  tangent 
qui  renferme  avec  le  point  P  un  second  point  Q  de  la  courbe  pro- 
posée, et  de  chercher  la  position  que  tend  à  prendre  ce  même  plan, 
dans  le  cas  où  le  second  point  se  rapproche  indéfiniment  du  premier. 
En  effet,  soit  Ha  longueur  de  l'arc  PQ  compris  entre  les  deux  points, 
et  supposons  que,  la  tangente  étant  prolongée  du  même  côté  que 
l'arc  PQ,  la  longueur  i  portée  sur  la  tangente  aboutisse  au  point  R. 
La  droite  QR,  comprise  dans  le  plan  mobile,  sera  sensiblement  pa- 
rallèle, pour  de  très  petites  valeurs  de  i,  à  la  normale  principale;  et, 
par  conséquent,  l'angle  formé  par  cette  normale  avec  le  plan  mobile 
sera  sensiblement  nul.  Donc  cet  angle  aura  zéro  pour  limite;  c'est- 
à-dire  que  le  plan  mobile  tendra  de  plus  en  plus  à  se  confondre  avec 
le  plan  tangent  qui  renferme  la  normale  principale,  ou,  en  d'autres 
termes,  avec  le  plan  oseulateur. 

Concevons,  maintenant,  que  les  coordonnées  rectangulaires  de  la 
courbe  étant  x,  y,  z,  la  tangente  et  la  normale  principale,  menées  par 
le  point  P,  forment  avec  les  démi-axes  des  coordonnées  positives,  la 
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première,  les  angles  a,  (3,  y,  et  la  seconde,  les  angles  X,  [x,  v.  Suppo- 
sons d'ailleurs  que  l'on  prenne  pour  variable  indépendante  l'arc  s 
compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  (x,y,z).  Si  l'on  fait 
coïncider  ce  dernier  point  avec  le  point  P,  on  trouvera  (voir  la 
treizième  et  la  seiziènle  Leçons) 

(,) 

(2) 


cosa 

coS(3 

COSfJL 

cosy 

dx     " 
cosX 

dz 

COS.V 

d~2c 

d'z 

(^)) 


Gela  posé,  imaginons  que  par  le  point  {x,  y,  z)  on  élève  un  demi- 
axe  perpendiculaire  au  plan  osculateur.  Ce  demi-axe  coupera  néces- 
sairement à  angles  droits  la  tangente  et  la  normale  principale.  Donc, 

si  l'on  nomme 

L,     M,     N 

les  angles  qu'il  sera  censé  former  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives,  on  aura  les  deux  équations 

(  cosa  cosL  +  cosS  cosM -h  cosv  cosN  =  o,     ■       ' 
(3)    .  ^  '      ■ 

{  cosX  cosL  +  cos|UL  cosM  +  cosv  cosN  =  o, 

que  les  formules  (i)  et  (2)  réduiront  à 

(  cosLf/j7    H-cosMflfy    +cosN<i;;   =0, 

(4) 

(  cosL  c/-.r  +  cosM  <^-j  +  cosN  <i-j  =  o. 
Ces  dernières  équations  peuvent  être  remplacées  par  la  seule  formule 

■  ■  cosL  cosM  _  cosN 

dy  d-  z  —  dz  d-y        dz  d-  x  —  dx  d'^z        d  v  d-  y  —  dy  d'-x 

de  laquelle  on  tire 

'  cos  L cosM  cosN 

l    dy  d-  z  —  dz  d-y        dz  d^x  —  dx  d-  z        dx  d^y  —  dy  d' x 

I  \'{^y  d'^z  —  dz  d^y)-+  {dz  d^ x  —  dx  d'^ z)'^ -^  {dx  d'y  —  dy  d'Kx)- 

\  \/dxU^P^dz^)  ((d^^-{-{d-'yy-+{d'^^-Y^d^d'x  +  dyd'y-hdz  d^z)' 


(8) 
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Si,  de  plus,  on  a  égard  aux  équations 

(  dx-  +  dy-  -h  dz-  =:  ds-, 

i  dx  d-x -{- df.d'-y -{- dz  d^z  zm  o, 

on  trouvera  détînitivêment 

cosL  cosM  cosN  ,  '  i 


:9) 


dy  d-z  —  dz  d-y      dz  d-x  —  dx  d^z       dx  d'y  —  dy  d'-x  ds\/{d'-x)  ■'  -h  {d'y)  -  +  (  f/-5 ) 

La  f'ormul(3  (8)  fournit  évidemnient  deux  systèmes  de  valeurs  de 
cosL,  cosM,  cosN,  et  ces  deux  systèmes  correspondent  aux  deux 
directions  suivant  lesquelles  on  peut  prolonger  la  perpendiculaire 
méfiée  par  le  point  (ce,  y,  z-)  au  plan  osculateur. 

Il  ne  sera  pas  inutile  d'observer  que  la  formule  (5)  peut  être  rem- 
placée par  les  deux  suivantes  : 

cosL  cosM  cosN 


(>o) 


•   ''>'<l)  *'<S)  "^'"{È. 

cosL  cosM  cosN 


cos^dcosy  —  cosy<r/cos|3       cosy<icosa  — cosa<icosy       cosa<:/cos[3  —  cos[3f/c()sa' 


dont  la  dernière  se  déduit  immédiatement  des  éq.uations.(3)  combi- 
nées, non  plus  avec  les  formules  (i)  et  (2),  mais  avec-la  formule  (4i) 
de  la  seizième  Leçon. 

On  arriverait  encore  à  la  formule  (\o)  si  l'on  supposait  que  L,  M,  N 
désignent  les  angles  compris  entre  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives  et  une  droite. perpendiculaire  au  plian  qui,  passant  par  le 
point  (x,  j,  ::)  et  par  la  tangente  en  ce  point,  est  parallèle  'à  une  autre 
tangente  menée  par  un  second  point  infiniment  voisin  du  premier. 
En  effet,  soient 

A.r,     A/,     A-;,     Acoga,     Acos^S,     Acosy 

les  accroissements  que  prennent  les  quantités 

X,     y,     z,     cos2<,     cosj3,     cosy 
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dans  le  passage  du  premier  point  au  second.  Les  valeurs  de 

cosL,     cosM,     cosN 

seront  évidemment  déterminées,  dans  l'hypothèse  admise,  par  la 
première  des  équations  (3)  jointe  à  la  formule  • 

(cosa  +  A  cosa)  cosL  -+-  (cos|3  +  Acos{3)  cosM  +  (cosy  +  A  cosy)  cosN  =:  o, 

que  l'on  pourra  réduire  (en  vertu  de  l'équation  dont  il  s'agit)  à 

(il)  cosLA  cosa  +  cosMA  cosjS -t- cosNAcosy  =  o. 

Or,  si  le  second  point  vient  à  se  rapprocher  indéfinimQnt  du  premier, 
les  différences  infiniment  petites 

Acos.a,     Acos{3,     A  cosy 

deviendront  sensiblement  proportionnelles  aux  différentielles 

rfcosa,     rfcos|3,     dcosy, 

et,  en  passant  à  la  limite,  on  tirera  de  la  formule  (i  i), 

(12)  cosLc/cosa  +  cos  M  (icos|3  +  cos  Nacosy  =  o. 

Cela  posé,  comme  l'équation  (12),  combinée  avec  la  première  des 
équations  (3),  reproduira  la  formule  (10),  nous  pouvons  affirmer 
que  les  angles  L,  M,  N,  déterminés  par  la  formule  (10),  appartiennent 
à  une  droite  perpendiculaire  au  plan  qui  renferme  la  tangente  menée 
par  le  point  (x,  j,  z),  et  quiest  parallèle  à  une  autre  tangente  infini- 
ment voisine  de  la  première.  Dohc  ce  dernier  plan  ne  diffère  pas  du 
plan  osculateur. 

Si  l'on  cessait  de  prendre  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  les 
formules  (2)  et  (8)  deviendraient  inexactes  en  même  temps  que  la 
seconde  des  équations  (7),  mais  les  formules  (9),  (10),  et  par  suite 
les  formules  (5),  (G),  continueraient  de  subsister;  d'où  l'on  peut 
conclure  que  les  équations  (4),  propres  à  remplacer  la  formule  (5), 
subsisteraient  pareillement.  Au  reste,  il  est  facile  de  vérifier  directe- 
ment cette  conclusion.  En  effet,  lorsqu'on  cesse  de  prendre  s  pour 
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variable  indépendante,  on  doit,  dans  la  seconde  des  formules  (4), 
substituer  aux  différentielles 


d-x,     d-y,     d-z. 


les  expressions 


'^"Ci) 

1^  d-x 

dx   „ 
ds  ^■^' 

H^) 

:=d'-y 

~%d^s, 
ds 

H^) 

s^d'-Z 

dz   „ 
ds 

Or,  si,  après  cette  substitution,  on  a  égard  à  la  première  des  for- 
mules (4),  on  verra  la  seconde  reprendre  sa  forme  primitive. 

Quelle  que   soit  la  variable  que  l'on  considère  comme   indépen- 
dante, on  tire  de  la  première  des  formules  (7) 

(  1 3  )  dx  d''-  X  '\-  dy  d-y  4-  dz  d-  z  :rr  ds  d- s  ; 

et,  par  suite,  la  formule  (G)  peut  être  réduite  à 

cosL  cosM  cosN 


dy  d'^z  —  dz  d-y        dz  d^x  —  dx  d^  z        dx  d-y  —  dy  d-  ./• 

(i4) 


ds[{d'-xy\^{d'-yf-^{d^zy---{d-'sYf 


Dans  le  cas  particulier  où  l'on  prend  j?  pour  variable  indépendante, 
et  oij  l'on  désigne  par  v',  z' ,  y",  z"  les  dérivées  de  y  et  de  :;  du  pre- 
mier et  du  second  ordre,  on  tire  de  la  même- formule 

,  .,  cosL 


y'  z"—  y"  Z' 


cosM 

— 

cosN 

~ 

± 

.11 

[y' 

-Il 

/'-- 

'Y 

'  + 

-l'i 

'+ r 

i 

Les  angles  L,  M,  N  étant  déterminés  par  la  formule  (8),  (i4)  , 
ou  (ij),  il  devient  facile  d'obtenir  l'équation  du  plan  osculateur  qui 
passe  par  le  point  {x^y,z).  En  effet,  si  l'on  désigne  par  H,  y;,  'C  h's 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  ce  plan,  on  trouvera  |  en  vertu 
de  la  formule  (66)  des  Préliminaires] 

(16)  (?  —  ^)cosL  +  (Y)  —  J-)  cosM  +  (Ç  — ^)  cosN  =.  o, 

OEiiiTcs  fie  C.-  s.  Il,  l.  V.  *  39 
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puis,  en  ayant  égard  à  la  formule  (i4)' 

\  (;  — ^O  {dfd-z  —  dzd-y)  +  (y)  —  y)\dzd^x  —  dxd-z) 

(  -^  i^Z,  —  z)  {dx  d- y  —  dy  d'x)--o. 

Si  l'on  prenait  x  pour  variable  indépendante,  il  faudrait  à  la  for- 
mule (i4)  substituer  la  formule.(i  5),  et  par  suite  l'équation  du  plan 
osculateur  se  réduirait  à 

-(■8)  (y^"_j"-')(£_^)_-"(r)- v)+7"(C-~-)=:o. 

Soit  maintenant  A^  l'accroissement  positif  ou  négatif  que  prend  la 
variables,  quand  on  passe  du  point  (^,  r,  :;)  au  point 

{x  -h  A^,  y  -+-  Aj,  ::  -+-  A;: ). 

L'angle  compcis  entre  les  tangentes  extrêmes  de  l'arc  infiniment  petit 
±  A^  sera  ce  qu'on  nomme  Vaiigle  de  contingence.  Désignons  par  co  ce 
même  angle  et  par  ù  l'angle  infiniment  petit  compris  entre  les  plans 
osculateurs  qui  correspondent  aux  extrémités  de  l'arc,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  entre  les  perpendiculaires  aux  plans  dont  il  s'agit. 
J.es  quantités  oj,  12  ne  pourront  s'évanouir  constamment  que  dans 
certains  cas  particuliers,  savoir  :  la  première,  lorsque  la  courbe  pro- 
posée se  changera  en  une  droite,  et  la  seconde,  lorsque  cette  courbe 
deviendra  plane.  Mais,  en  général,  to  et  (î  conserveront  des  valeurs 
finies  différentes  de  zéro,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  des  limites 
vers  lesquelles  convergeront  les  rapports 

_^   ri)         _^  i^ 
~~  A.S  A5 

•  pendant  que  l'arc  =t  Is  décroîtra  indéfiniment.  Ces  limites,  qui  seront 
équivalentes,  si  l'on  considère  une  courbe  plane,  l'une  à  la  courbure 
de  cette  courbe,  l'autre  à  zéro,  serviront  à  mesurer  dans  tous  les  cas 
ce  que  nous  appellerons  W  première  et  la  seconde  courbure  de  la  courbe 
proposée.  En  raison  des  deux  courbures  que  nous  venons  de  signaler, 
toute  courbe  qui  n'est  pas  comprise  dans  un  plan  se  nomme  courbe  à 


CALCUL  DIFFÉHENTIEL.  307 

double  courlmre.  Si  l'on  représente  par 

II 

V   A 

ces  mêmes  courbures  p,  S{.  seront  les  rayons  des  cercles  auxquels  elles 
])ourront  être  attribuées,  et  l'on  aura,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 

(■9) 
(20) 


I 

p  ~ 

lim( 

I 

lim( 

~  A.9 

Lorsque  l'arc  ±  ^s  est  très  petit,  sa  corde  sj^x^  -h  Ay^  -+-  A^^  est  sen- 
siblement perpendiculaire  aux  plans  normaux  menés  à  la  courbe  que 
l'on  considère  par  les  deux  points  (x,  y,  z),  (x  +  Aa?,  y  h-  Ay,  z  -\-  Iz), 
et  la  plus  courte  distance  du  point  {x,y,z-)  à  la  ligne  d'intersection 
des  deux  plans  est  sensiblement  équivalente  au  rayon  p.  En  eH'et, 
soit  r  cette  plus  courte  distance.  Si  l'on  trace  un  plan  qui  renferme  la 
longueur  r  et  qui  soit  perpendiculaire  aux  deux  plans  normaux,  la 
corde  sj^x-  +  Ay^  +  A^-  formera  un  très  petit  angle  avec  le  plan  dont 
il  s'agit,  c'est-à-dire  qu'elle  formera  un  très  petit  angle  avec  sa  pro- 
jection sur  le  même  plan.  Donc  cette  projection  sera  équivalente  à  la 
corde  multipliée  par  un  cosinus  très  peu  différent  de  l'unité  et  pourra 
être  représentée  par  un  produit  de  la  forme 


.     ( I  -t-  I )  v'A./-"-'  4-  Aj-  -h-  Ag-, 

I  désignant  une  quantité  infiniment  petite.  De  plus,  dans  le  triangle 
formé  par  la  longueur  r  et  par  la  projection  de  la  corde,  l'angle 
opposé  au  côté  r  sera  sensiblement  droit,  tandis  que  l'angle  opposé  à 
la  projection  de  la  corde  sera  précisément  l'angle  des  plans  normaux, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'angle  w  compris  entre  les  tangentes 
menées  par  l'extrémité  de  l'arc  =h  ùis.  On  aura  donc 


sin(^-s) 


sinw  sinw  ±:  A.« 


(  I  +'  l  )  v/Aic^  -^  ^y'■  -i-  As-"       ( I  +  I  )  w  y/Aj;2  +  Aj-  -+- A^^  ±  A.ç 
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£  étant  un  nombre  infiniment  petit,  et,  par  suite,  en  faisant  converger 
l'arc  ±  As  vers  la  limite  zéro,  on  trouvera 


ou 


I 

—  1 1  m                — 

I 

liin/' 

—  iiiii          ,      — 

±As 
Vimr  —  p, 

~  P 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  importe  d'observer  que  le  plan  osculateur  mené  par  le  point 
(a7,  r,^),  étant  sensiblement  parallèle  à  la  tangente  qui  passe  par  le 
point  (œ  -i-  Ax,  y  -\-  \y,  z  -h  Az),  sera  encore  sensiblement  perpen- 
diculaire aux  plans  normaux  menés  par  les  deux  extrémités  de  l'arc 
±:  As  et  à  leur  commune  intersection.  Donc  la  normale  qui  est  per- 
pendiculaire à  cette  commune  intersection,  et  sur  laquelle  on  compte 
la  longueur  r,  se  confondra  sensiblement  avec  la  normale  comprise 
dans  le  plan  osculateur,  c'est-à-dire  avec  la  normale  principale.  De 
cette  remarque  et  de  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus  il  suit  évidem- 
ment que,  pour  obtenir  le  rayon  p,  il  sulïit  de  construire  la  normale 
principale  correspondante  au  point  (x,  y,  z),  et  de  chercher  la  portion 
de  cette  droite  comprise  entre  le  point  (x,  y,  z)  et  un  plan  normal  infi- 
niment rapproché  de  la  droite  elle-même.  Le  rayon  p,  mesuré  de  cette 
manière  sur  la  normale  principale,  est  ce  qu'on  nomme  le  rayon  de 
courbure  de  la  courbe  proposée,  relatif  au  point  (x,y,z),  et  l'on 
appelle  centre  de  courbure  celle  des  extrémités  du  rayon  de  courbure 
qui  peut  être  considérée  comme  le  point  de  rencontre  de  la  normale 
principale  et  d'un  plan  normal  infiniment  voisin.  Le  cercle  qui  a 
ce  dernier  point  pour,  centre  et  le  rayon  de  courbure  pour  rayon 
se  nomme  cercle  de  courbure,  ou  cerck  osculateur.  Il  touche  la  courbe 
proposée  et  a  la  même  courbure  qu'elle.  Ajoutons  que,  si  par  la  tan- 
gente au  point  (x,j,^)  et  par  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur 
on  fait  passer  un  nouveau  plan,  le  centre  de  courbure  sera  évidem- 
ment situé,  par  rapport  au  nouveau  plan,  du  même  côté  que  le  point 
(x  -\-  Ax,  y  -h  Ar,  z  ■+■  As)  et  que,  par  conséquent,  ce  centre  coïnci- 
dera toujours  avec  l'un  des  points  du  demi-axe  dont  la  direction  est 
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déterminée  par  -les  angles  X,  a,  v  propres  à  vérifier  Ja  formule  (35) 
de  la  seizième  Leçon. 

Si,  dans  la  valeur  de  -  fournie  par  l'équation  (19),  on  veut  rem- 

r 

placer  la  quantité  infiniment  petite  co  par  les  angles  finis  a,  p,  y,  ou 
plutôt  par  les  différentielles  de  leurs  cosinus,  il  suffira  de  recourir 
aux  formules 

cosol)  =rcosa(cosa  h-  Acosa)  +  cosj3(coSt3  +  Acos{3)  4-cosy(cosy  +  Acosy), 
I  =r  cos-a -t- cos-|3  +  cos-y, 
I  —  (cos^a  +  Acosa)^+  (cosj3  +  Acosî3)--h  (cosy  +  A  cosy)-, 

desquelles  on  tire 

2(1  —  cosw)  —  cos^a  —  2  cosoc(cosa  +  A  ces  a)  -t-  (cosa  +  Acosa)- 
+  cos^{3  —  2  cos|3(cos;3  +  Acos.S)  +  (cos|3  4- Acosj3)- 
H-cos-y  —  2  cosy  (cosy  +  Acosy)  -+-  (cosy  +  A  cosy  )-, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(21)  (2  sin  -  I  =  (Acosa)-+ (Acos;3)-  + (Acosy)-. 


En  divisant  par  A*-  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation,  Ton 
en  conclura 


Acosa 

A.S 


A^cos^y-       /A  cosy y 
"~A7^/  '^  \~A7 


puis,  en  faisant  converger  A^  vers  la  limite  zéro,  et  ayant  égard  à  la 
formule  (19),  on  trouvera 


dco^ay       /dcoi^Y       /dco?,y\- 
ds     j         \     ds      I         \     ds 


(22) 

et  parsuite 

,   o^,  I  _   r/a?cosst\-       /(icos|3\-       /dcosy 

p  '^  \\^  .  ds     J        \     ds      /        \     ds 

On  prouverait  avec  la  même  facilité  que  l'équation  (20)  peut  être 


(27) 
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romplacée  par  la  suivante  :  , 

■I 
/'d(;osM\-       /c/cosN 


(24) 


d  cosL 
ds 


ds 


di 


11  résulte  évidemment  des  formules  (23)  et  (24)  que  la  première 
courbure  -  est  généralement  nulle,  dans  le  cas  où  les  angles  a,  p,  y 

r 

deviennent  constants,  et  la  seconde  courbure  ^,  dans  le  cas  oi^i  les 

tJX. 

angles  L,  M,  N  deviennent  constants  à  leur  tour,  ce  qui  s'accorde  avec 
les  remarques  déjà  faites. 

Si,  dans  la  formule  (23),  on  substitue  aux  cosinus  des  angles  a, 
^,  Y  leurs  valeurs  déduites  de  la  formule  (i),  on. trouvera 


(25) 


d 


dx 
ds 


ds 


+ 


ds 
dT 


dz  \  2 


ds 
ds    / 


puis,  en  développant,  et  ayant  égard  à  l'équation  (i3), 

(26) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


1  —  Vid'-^y-+  {d\yY+  jd'z)-—  (d'-sy-y 
p  "  ds' 


1 

I    _       \{dœ- -h  dy-  ■+■  dz^)[{d^' xY -^  (d-yy-h  (d-zy-]  —  {dx  d-x  -^  ffy  d"y  -^dzd'zy\- 

p  ds^ 

1. 
[(  dy  d-z  —  dz  d'-y)'-  +  (  dz  d-  x  —  dx  d'-  zY  ■+-  { dx  d-y  —  dy  d-  .r  )  -  ]  - 

1 

[{dy  d'Z  —  dzd-y)--h  {dz  d-x  —  dx  d^zY -h.{dx  d-y  —  dyd-xYY 

__  ^  ___  _  . 

( dx-  -+-  dy- -\-  dz-)-  .      _ 

Si  l'on  prend  .9  pour  variable  indépendante,  les  formules  (23)  et  {•!(}) 
donneront 


(28) 


i  _[{d-xy+  {d\ry ^ {d-^ zyf 


p  ds- 

Mais,  en  prenant  x  pour  variable  indépendante,  on  tirera  de  la  for- 
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mule  (27) 
(29) 


Enfin,  si,  à  partir  du  point  {x,y,  z),  on  porte  sur  la  courbe  donnée 
et  sur  sa  tangente,  prolongées  dans  le  même  sens,  des  longueurs  infi- 
niment petites,  égales  à  i,  et  si  l'on  nomme  h  la  distance  comprise 
entre  les  extrémités  de  ces  deux  longueurs,  on  aura,  en  vertu  de  la 
formule  (3?.)  de  la  Leçon  précédente, 


(3o) 


ds- 


d-yy 

ds^ 


(d'-zV 


=  iim 


s  étant  la  variable  indépendante;  et  Ton  conclura  de  l'équation  r3o), 
combinée  avec  la  formule  (28), 


(3. 


lim 


On  pourra  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

TiiKORKMi:  l.  —  Pour  obtenir  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  en  un 
point  donné,  il  suffit  de  porter  sur  cette  courbe  et  sur  sa  tangente,  pro- 
longées dans  le  même  sens,  des  longueurs  égales  et  infiniment  petites,  et 
de  diviser  le  carré  de  l'une  d' elles  par  le  double  de  la  distance  comprise 
entre  leurs  extrémités.  La  limite  du  quotient  est  la  valeur  exacte  du 
rayon  de  courbure.  Nous  avions  déjà  établi  ce  théorème  pour  les 
courbes  planes;  mais  on  voit  qu'il  s'étend  de  même  aux  courbes  à 
double  courbure. 

Si  l'on  suppose  que  le  plan  des  x, y  devienne  parallèle  au  phn  os- 
culateur,  les  valeurs  de  cosL  et  cosM  s^évanouiront,  tandis  que  celle 
de  cosN  deviendra  égale  à  =h  i.  Alors  on  tirera  des  formules  (4) 

(32)  dz--=-o,         d'^z=^o,- 

et  l'équation  (27)  se  trouvera  réduite  ii 

I   __i_fl-^d'y  —  dyd-œ 


(33 


{dx^-  +  dy''-Y 
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Comme  celte  dernière  coïncide  avec  la  formule  (20)  de  la  sixième 
Leçon,  elle  prouve  que,  dans  l'hypothèse  admise,  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  courbe  donnée  est  aussi  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
projetée  sur  le  plan  des  a?-,  r,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sur  le  plan 
osculateur.  D'ailleurs,  le  plan  des  x,  y  étant  arbitraire,  l'hypothèse 
que  nous  avons  faite  se  trouve  applicable  ii  tous  les'  points  de  la 
courbe  que  l'on  considère.  Enfin,  il  est  clair  que  la  normale  princi- 
pale de  cette  courbe  se  confond  toujours  avec  la  normale  de  la  courbe 
plane  qu'on  obtient  en  projetant  la  proposée  sur  le  plan  des  oc,  yr 
Ces  observations  fournissent  immédiatement  le  théorème  que  nous 
allons  énoncer. 

Théorème  II.  —  Le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  tracée  dans 
V espace  se  confond  toujours  en  grandeur  et  en  direction  açec  le  rayon 
de  courbure  de  celte  courbe  projetée  sur  le  plan  osculateur. 

Les  remarques  faites  ci-dessus  (pages  100  et  101),  relativement  aux 
rayons  de  courbure  des  courj^es  planes,  peuvent  être  évidemment 
étendues  à  des  courbes  quelconques,  et  il  peut  arriver  qu'en  certains 
points  situés  sur  une  courbe  à  double  courbure,  le  rayon  de  courbure 
devienne  nul  ou  infini,  ou  change  brusquement  de  valeur.  Le  second 
cas  aura  généralement  lieu,  toutes  les  fois  que  la  courbe  projetée  sur 
le  plan  osculateur  présentera  un  point  d'inflexion. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  les  formules  générales  que  nous 
avons  établies  à  un  cas  particulier,  et  nous  prendrons  pour  exemple 
l'hélice  représentée  par  les  formules  (38)  de  la  treizième  Leçon, 
savoir  :  ' 

(34)  jt  =  R  cos/j,    .     /  =  H  sin/^         z  —  aWp. 

Si,  pour  plus  de  commodité,  on  suppose  que  p  soit  la  variable  indé- 
pendante, on  trouvera 

I     dx  ■:=  —  R  sin  />  dp,  dy  =r       l{  cos/>  dp,  dz  ^^^  a  R  dp, 

(  d-x -^—WzQ'ipdp''-,         d'\y  =:  —  l\  i'in p (tp- ,         d''z=ro. 
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ou,  ce  qui  roviont  au  même, 


\m) 


d'x   __  d- y         d- 
cos/>    ~  sin/>  o 


K  dp, 
—  U  dp-. 


et,  par  suite, 

(37)                        •           ds  =  ±{\  +  a''-)n\dp,         d^s^o, 
,oos  cosa cos[3 cosy 


—  sin/j        cosp  a  J 


\'  I  4-  a- 

Coinme,  en  vertu  de  la  seconde  des  équations  (37),  la  différen- 
tielle cl-s  restera  nulle,  quel  que  soit  /;,  il  en  résulte  qu'on  pourra 
employer  les  formules  dans  lesquelles  l'arc  s  est  pris  pour  variable 
indépendante.  Cela  posé,  on  tirera  de  la  Iprmule  (38)  (seizième 
Leçon) 

(39)  cos>.  ^  cos^^  cosv  ^_^^ 

cos/0        sin/?  o  ' 

de  la  formule  (5)  combinée  avec  la  formule  (36) 

cosL  cosM         cosN  r 


(4o 


—  «  sin/>        a  cosp         -~  i  i/i  _,_  ^(i 

et  de  l'équation  (23)  combinée  avec  la  formule  (38) 


(4i)     - 


P        V^i  +  a^ 


/d&mpy-       /dcospY-l'        ,  I 


dp  __  I 

ds  ~~  (i  -H  a-)K 


(42)  p  — (l_^«2-)i:i_. 

De  plus,  l'équation  (16),  qui  représente  le  plan  osculateur,  deviendra 

«[(4-- ^)  sin/>.— (-0  —  j)  cos/>]  4- C  —  -  —  o 
et  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

(+3)  C— -  —  «(y)  COS/>  —  i;  sillyw). 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  l.  V.  •  /Jq 
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Knfin,  l'on  tirera  de  l'équation  ('2/4)  combinée  avec  la  formule  (^o) 


<«'      i=v^ 


d?,inp\-       /dcosp 


)T=(r 


ds     !         \      ds  \  (  I  +  rt-  )  K 


Il  est  essentiel  d'observer  que,  si  à  la  place  de  la  formule  (38) 
(seizième  Leçon)  on  employait  la  formule  (36)  (ibidem),  le  double 
signe  —  de  la  formule  (3())  se  réduirait  au  signe  -t- .  Ajoutons  que,  si 
l'on  substitue  l'angle  y  déterminé  par  l'équation 

('16)  cosy=  -7=^=:^ 

\Ji  +  d- 

\\  la  quantité  a,  les  formules  (4^),  (4^)  et  (4^)  deviendront  respecti- 
vement 

, ,    ,  cosL         cosM  cosN 

(47)  .  — ; =: -  = :=:rtCOSV, 

'  sin/>        —  cos/>     .  langy  ' 

•(.48)  P  =  — -^  —  K  coséc^y, 

(40)  ,'k---— r=2Rcoséc27. 

^  SHiycosy  ' 

Il  résulte  évidemmenfde  la.formule  (39)  que  la  normale  principale 
de  l'hélice  au  point  (^x,  y,  z)  coïncide  avec  la  perpendiculaire  abaissée 
de  ce  point  sur  l'axe  des  z,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  avec  la  géné- 
ratrice de  la  surface  hélicoïde  représentée  par  l'équation 


nsiïi 


'\  \ 


(5o)  ^  —  aRarclangM  ^  j  1 

{voir  la  treizième  Leçon).  Donc  le  plan  qui  passe  par  cette  généra- 
trice et  par  la  tangente  à  l'hélice,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  le 
plan  qui  touche  la  surface  hélicoïde  au  point  (x,  y,  z),  se  confondra 
nécessairement  avec  le  plan  osculateur  de  l'hélice.  On  arriverait  à  la 
même  conclusion  en  comparant  l'équation  (43)  à  la  formule  (129) 
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(le  la  quatorziènio  Leçon.  Car,  si  l'on  pose  dans  cette  formule 

,T  —  l\  cosp,        j=r:Rsin/^, 

on  retrouvera  précisément  l'équation  (4^)- 

L'équation  (48),  qui  détermine  le  rayon  de  courbure  p,  pourrait 
être  directement  déduite  du'  théorème  I.  En  efifet,  concevons  qu'à 
partir  du  point  (  r,  y,  g)  on  porte  sur  l'hélice  et  sur  sa  tangente, 
prolongées  dans  le  même  sens,  deux  longueurs  égales  et  infiniment 
petites,  désignées  par  i.  Soit  «  la  distance  comprise  entre  les  extré- 
mités de  ces  deux  longueurs,  et  supposons  que  la  première  aboutisse 
au  point  de  l'hélice  qui  a  pour  coordonnées  x  4-  àx,  y  -h  Ay,  z  -f-  \z. 
La  seconde  aboutira  sur  la  tangente  en  un  point  dont  l'ordonnée  sera 
encore  z-i-Az  (voirie  théorème  J  de  la  seizième  Leçon),  et,  par  suite, 
elle  aura  pour  projection  sur  le  plan  des  x,  y 

±:tangyAc. 
Soit  I  cette  même  projection.  Comme  on  a  généralement 

z  =  al{p,         tangy  — -, 
on  trouvera 
(Si)  I  =r:d=  tangy  Ac  =  ±  l{  A/?. 

Donc  la  projection  dont  il  s'agit  sera  équivalente  à  celle  de  l'arc  ±A.v, 
c'est-à-dire  à  la  projection  de  la  longueur 

(02)  i=zdzA.s 

portée  sur  l'hélice  que  l'on  considère.  On  peut  ajouter  que  la  pre- 
mière projection  se  comptera  sur  la  tangente  au  cercle  représenté  par 
la  formule 

(53)       .  ^2  +  j2_i^2^ 

Enfin,  il  est  clair  que  la  distance  «,  comprise  entre  deux  points  cor- 
respondant à  la  même  ordonnée,  sera  parallèle  au  plan  des  x,  y  et 
ne  diflTérera  pas  de  sa  projection  sur  ce  plan.  Donc,  si,  dans  ce  même 
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plan,  on  porte,  à  partir  du  point  (j;,  y),  sur  le  cercle  et  .sur  sa  tan- 
gente prolongés  dans  le  même  sens,  deux  longueurs  infiniment 
petites  égales  à  1,  «  sera  la  distance  comprise  entre  les  extrémités  (1<> 
ces  deux  longueurs.  Cela  posé,  puisque  le  rayon  de  courbure  du 
cercle  est  précisément  le  rayon  R,  on  aura,  en  vertu  du  théorème  I, 


R  = 

lim 

P 

et, 

comme  ce 

théorème 

donnera  encore 

P  = 

lim 

i- 

—  ? 

on 

en 

conclura 

(54 

) 

P 

lim 

P' 

puis,  en  ayant  égard  aux  équations  (^i),  (52)  et  (37),  on  trouvera 
définitivement 

....  p         ,.      /    A.v    \-  ds- 

(0,))  ]ï  =  '""(]rA7;  =ïw^^'  +  «--^«^^^-^ 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  (48). 
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DIX-HUITIÈME  LEÇON. 


DÉTKKMLNATION  ANALYTIQUE  DU  CKMKK  DE  COURBURE  d'uNE  COURBE  QUELCONQUE. 
SUR  LES  DÉVELOPPÉES  d'uNE  COURBE  QUELCONQUE,  ET  SUR  LA  SURFACE  QUI  EST  LE 
LIEU  GÉOMÉTRIQUE  DE  CES  DÉVELOPPÉES.  SUR  LES  COURBES  QUI  SONT  OSCULATRICES 
l'une    de    l'autre    EX    CN    POINT    DONNÉ. 


Soit  p  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  quelconque,  correspon- 
dant au  point  (^7,  y,  z);  soient  E,  7],  t  les  coordonnées  de  l'extrémité 
de  ce  rayon,  appelée  centre  de  courbure,  et  X,  a,  v  les  angles  formés 
avec  les  demi-axes  des  coor^lonnées  positives  par  la  droite  menée  du 
point  (x,  y,  z)  au  point  (ç,  ■/],  t).  On  aura 

(I)  ■ =r:  COS/,  ^  ~  COSU, =  COSV. 

?  P  P 

De  plus,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  (page  309),  les  angles  X,  ;x,  v 
seront  déterminés  par  la  formule  (35)  (seizième  Leçon),  dans  la- 
quelle l'arc  s  représente  la  variable  indépendante.  Or,  si  l'on'a  égard 
à  l'équation  (24)  de  la  dix-septième  Leçon,  on  reconnaîtra  que  cette 
formule  peut  s'écrire  comme  il  suit 

,     ,  COSX  __  COSfZ  COSV  p 

d'-œ         d^y    ~'   d^  z         ds- 

et  l'on  en  tirera 

,  „ ,  •  ^  d-x  d'-Y  d-  z 

o)  COSA==p-j— -,  COSU  =  p— ^,  COSV^rO-.— -• 

a.v'  '         '    ds-  '    ds- 

On  pourrait  encore  établir  directement  ces  dernières  formules  par  la 
méthode  qui  nous  a  conduits  aux  équations  (iG)  de  la  septième  Leçon, 
(^ela  posé,  on  aura,  en  prenante  pour  variable  indépendante, 

/  /  X  l  —  ^  __  '^  —  y  _  C  — ^  __  p^ 

^^^  ■  d^x   ~    d'y    "   d^z    ~ 'du'"' 
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et,  par  suite. 


(5) 


E  —.r  =--  p- 


d-a: 
ds- 


.d'y 

-'-y^'^'-d^- 


d-'z 

-'=p'd^' 


Si  l'on  cessait  de  prendre  s  pour  variable  indépendante,  on  devrait 
remplacer 


par 


d'à:       d-y       d'-z 
ds''         ds'        ds' 


,  d.T         ,dy         ,dz 

d  -,-       d-i-       d  -r- 

ds  ds  ds 


ds 


ds  ds 


et  l'on  trouverait  en  conséquence 


, dx  , dy 

d--  ■                          d-f- 

ds  ds 

(d)                   COSA=ip— ,-j  _      COSfJir^p — - — , 


d 


ds 
dx 


ds 
dy 


cosv  =  0 


dz 
ds 


„      ds  ,      ds 

(7)       ^-^^p-~dr'     -'-y  =  p"-di- 


ds 
d: 


d 


ds 


ds 


puis,  en  remettant  pour  p-  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (27)  (dix- 
septième  Leçon), 


ds  d'x  —  dx  d's 


8  )     '  -n  —  y 


{dy  d-z  —  dz  d'yy'-\-{dz  d'-x  —  dx  d'z)'  -\-  {dx  <Py  —  dy  d^x) 
dsd-y  —  dyd's 


-.  ds\ 


<=  —  - 


dy  d'z  —  dz  d-y}'  -j-  {dz  d'x  —  dx  d'z)'  -\-  (  dx  d.'-y  —  dy  d'x) 
ds  d'z  —  dz  d' s 


- — -:;ds'\ 


:.  ds\ 


{dv  d^z  —  dz  d-y)'  -h  {dz  d'x  —  dx  d-z)' -h  {dx  d^y  —  dy  d-x)-    . 
ou,  cf*  qui  revient  au  même, 

d  y  { dy  d'x  —  dx  d'y }  -v-  dz{  dz  d' x  —  dx  d' z  ) 


( dy  d-  z  —  dz  d'y  ;-  -h  {dz  d- x  — •  dx  d'z)'+  { dx  d'y  —  dy  d' x ) 
dz  {dz  d'y  —  dv  d' z)  -^  dx{dx  d'y  —  dy  d- x) 


•C-  x  = 

^'^•^  ~  {dyd^z  -^dJWy)^^{dz d'^ x  —  dx  d'- z)'' -H  ( dx  d'y  —  dy  d'x)' 

dx{dxd'z~dzd^x)  +  dy{dyd''z  —  dzd'y)     . 

"        {dy  d-z  —~dz  d'-yy--\- {dzd'x  ^  dx  d- z)"- -[- (  dx  d'y  —  dyd'x)' 


^ {dx'  +  dy'  +  dz'), 

{dx'+dy'+dz'), 
{dx'  +  dy'-+-  dz'). 
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Dans  le  cas  particulier  où  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante, 
les  formules  (7)  et  (9)  se  réduisent  à 

I  y'   ,•"  -1_    -'  ^"  (    y'  -"  _    y"'z')-  -+-   Z"-  +    y"-       . 

,        .)  y(:;y'-^">-')  +   r"     ,  -'(-', •"-_:;'■;,,■')  4-   y"  . 

\r      __r'iy'^"-y"-J)-^^-\._     y'jv'z"- y"z')U- z"         ,  _,,^ 

On  peut  employer  indifféremment  les  formules  (7),  (8),  (9)  ou  (10) 
pour  déterminer  les  coordonnées  H,  y],  t  du  centre  de  courbure.  Ajou- 
tons que  ces  coordonnées  vérifieront  en  général  le  système  des  trois 
équations 

(11)      ',  il  —  x)  dx  -\-  {-ri  —  y  )  dy  -'r  {^  —  z)  dz  -- o, 

'    (;  —  x)  d^x-^  {■/]  ~y)  d-y  +  [X—  z)  d-z  —  dx-  —  dy- —  dz-  =z  o, 

dont  les  deux  premières  seront  évidemment  satisfaites  pour  tous  les 
points  (H,  Tp '()  situés  dans  le  plan  normal  et' à  la. distance  p  du 
point  (x.  Y,  -).  Quant  à  la  dernière  des  formules  (i  /),  on  peut  l'éta- 
blir, soit  en  ajoutant  les  formules  (8)  respectivement  multipliées 
par  d'-x,,d'-y,  d'-z-,  soit  en  ajoutant  les  équations  (i)  après  les  avoir 
multipliées  membre  à  membre  par  les  équations  (6),  et  simplifiant 
l'équation  résultante  à  l'aide  de  la  formule 

il  — x)dx  ~{-(-n—y)dy -i-{Z  — z)dz  —  o. 

11  est  essentiel  d'observer  que  l'on  retrouve  la  seconde  et  la  troisième 
des  formules  (11),  lorsqu'on  diffërentie  la  première  et  la  seconde,  en 
opérant  comme  si  les  trois  inconnues  E,  v],  C  étaient  des  quantités  con- 
stantes. 

Quand  le  point  (x,  y,  z)  vient  à  se  déplacer  sur  la  courbe  donnée, 
le  centre  de  courbure  se  déplace  en  même  temps.  Si  le  premier  point 
se  meut  d'un  mouvement  continu*  sur  la  courbe  dont  il  s'agit,  le 
second  décrira  une  nouvelle  courbe.  Or,  pour  obtenir  les  équations 
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de  celte  dernière,  il  suffira  évidemment  d'exprimer  en  fonction  d'une 
seule  variable  a-,  ou  j,  ou  :;,  etc.  les  valeurs  de  E,  r^,  '(  tirées  des  for- 
mules (7),  puis  d'éliminer  cette  variable  entre  les  trois  formules. 
Les  deux  équations  résultant  de  l'élimination  ne  renfermeront  plus 
que  les  trois  variables  H,  r^,  C  et  représenteront  précisément  la  ligne 
qui  sera  le  lieu  géométrique  de'tous  les  centres  de  courbure  de  la 
ligne  donnée.  Pour  établir  les  principales  propriétés  de  cette  ligne 
on  différentiera  les  deux  premières  des  formules  (11),  en  faisant 
varier  toutes  les  quantités  qu'elles  renferment.  En  opérant  ainsi  on 
trouvera 

(i2>  ■   il  — œ)d'^-]- {■n-~f)dri  +  {^  — z)dX  =  pdp 

et 

(  1 3  )  da:  d'I  -+-  dy  dn  -\-  dz  dt,^=i  o. 

Il  suit  de  l'équation  (t3)  que  la  tangente  menée  à  la  nouvelle  courbe 
par  le  point  (ç,  ■/],  '()  forme  un  angle  droit  avec  la  tangente  menée  à 
la  courbe  donnée  par  le  point  {x,  y,  ^).  Donc  la  tangente  à  la  nou- 
velle courbe  est  comprise  dans  le  plan  normal  à  la  courbe  proposée. 
De  plus,  si  l'oji  nomme  ^  l'arc  de  la  nouvelle  courbe  compris  entre  un 
point  fixe  et  le  point  mobile  (E,  ■/],  t),  on  aura 

(  1 4  )  •       ■  dX'-\'dr:-  +  ^C'  —  dq\ 

et  l'on  tirera  de  l'équation  (12) 
(.5) 


<°_ 

Ç  —  X  dt,        '(]  —  y  dr\        s  —  ^  d^ 

~      p       dç    '        p       dç            p       dç 

dç  " 

Or,  il  résulte  évidemment  de  cette  dernière  formule  que  le  rapport 

do 

est  équivalent  au  cosinus  de  l'angle  aigu  ou  obtus  formé  par  le  rayon 
de  courbure  p  avec  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe.  Quand  la  pro- 
posée est  plane,  cette  tangente  se  confond  avec  le  rayon  de  courbure 
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ou  avec  son  prolongement,  et  par  conséquent  le  rapport  ~  se  réduit 

au  cosinus  d'un  angle  nul  ou  au  cosinus  de  l'angle  û,  c'est-à-dire 
à  ±  I.  On  a  donc  alors 

et  l'on  en  conclut,  comme  on  l'a  fait  dans  la  septième  Leçon,  que 
l'arc  =b  Aç  est  la  différence  des  rayons  de  courbure  correspondant  à 
ses,  deux  extrémités.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même  quand  la  courbe 

donnée  cesse  d'être  plane,  et,  dans  ce  cas,  le  rapport  -^  obtient  gêné- 
es 

ralement  une  valeur  numérique  différente  de  l'unité. 

Concevons  maintenant  qu'un  fil  inextensible  d'une  longueur  connue 
soit  fixépar  une  de  ses  extrémités  en  un  certain  point  de  la  courbe 
proposée,  et  que  ce  fil,  d'abord  appliqué  sur  la  tangente  menée  à  la 
pourbe  par  le  point  dont  il  s'agit,  vienne  à  se  mouvoir  en  demeurant 
toujours  tendu,  de  telle  sorte  qu'une  partie  s'enroule  sur  l'arc  ren- 
fermé entre  le  point  fixe  et  le  point  variable  (x,  y,  z).  L'autre  partie, 
qui  restera  droite  et  touchera  la  courbe  donnée  au  point  (^,  j,  z), 
sera  terminée  par  un  point  mobile  qui  décrira  une  nouvelle  courbe. 
Cela  posé,  on  se  trouvera  naturellement  conduit  à  désigner  ces  deux 
courbes  à  l'aide  des  dénominations  déjà  employées  dans  la  septième 
Leçon,  page  ii6.  Nous  dirons  en  conséquence  que  la  seconde  courbe 
est  une  développante  de  la  première  et  que  la  première  est  une  déve- 
loppée de  la  seconde.  Leurs  propriétés  respectives  peuvent  être  facile- 
ment établies  par  la  méthode  que  nous  allons  indiquer. 

Soient  ^,  y],  '(  les  coordonnées  du  point  de  la  développante  qui  cor- 
respond au  point  {x,  y,  z)  de  la  développée  et  r  la  distance  entre  ces 
deux  points.  On  aura  évidemment 

(>7) 

ou 

(i8) 

la  formulé  (17)  deVant  être  adoptée   lorsque  la   longueur  r   sera 

OEuvres  de  C—  S.\\,X.\.  l\V 


i  —  ^__'n—y 
dx  '           dy 

dz           ds' 

l—x _ n —y 
dx             dy 

dz               ds 
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comptée,  à  partir  du  point  (x,  y',  z)  de  la  développée,  sur  la  tangente 
prolongée  dans  le  même  sens  que  l'arec,  et  la  formule  (i8)  dans  le 
cas  contraire.  De  plus  on  aura,  dans  la  première  hypothèse. 


('9)        ,. 

r-^s==:,c, 

(20)        .       . 

drz^—ds; 

et  dans  la  seconde 

(21) 

r  —  s  z=ic, 

(22) 

dr  =  ds, 

c  désignant  une  quantité  constante.  Par  suite,  on  tirera  de  la  for- 
mule (17)  ou  (18) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

djc  '  dy  dz 

(24).        l-œ=:-r-^_.  -r^^y^-r-y  ^-,^-r-, 

Si  l'on  différentie  ces  dernières  équations,  on  trouvera 
(25)'  4=-/-rf^,         d-nz^-rd^^,         dX^^-vd-^^,     • 

et  comme  on  aura  d'ailleurs 

(  26  )  dr"^  =  ds^  =■  dx-  +  dy-  +  dz-, 

\dr  r^\dr  \dr)  '  dr     dr        dr     dr        dr     dr 


\dr  J        \dr 

on  conclura  des  équations  (25)  respectivement  multipli.ées  par  dx, 
dy,  dz,  -, 

(  27  )  dxdl-\-  dy  dn  -^dzd^  —  o. 

Il  résulte  de  cette  dernière  formule  que  les  tangentes  menées  par  les 
■  points  (^,y],(:)  et  {x,y,z)  à  la  développante  et  à  la  dévîiloppée  se 
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coupent  h  angles  droits.  Donc  la  tangente  à  la  développée  est  toujours 
normale  à  la  développante.  Cette  proposition,  que  nous  avions  déjà 
établie  pour  les  courbes  planes,  s'étend,  comme  on  le  voit,  aux 
courbes  ii  double  courbure. 

Lorsque  la  développée  est  connue,  comme  nous  l'avons  supposé 
dans  ce  qui  précède,  il  suffît,  pour  obtenir  les  équations  de  la  déve- 
loppante, de  substituer  dans  les  formules  (24)  les  valeurs  de  x,  y,  z 
exprimées  en  fonction  de  s,  de  remplacer  en  outre  r  par  c  qz  ,y,  puis 
d'éliminer  s  entre  ces  mêmes  formules.  En  effet,  on  parviendra  de 
cette  manière  à  deux  équations  entre  "i,  r\  et  '(  qui  représenteront  évi- 
demment la  courbe  décrite  par  l'extrémité  de  la  longueur  r. 

Supposons  à  présent  que  l'on  cherche,  non  plus  une  développante, 
mais  une  développée  de  la  courbe  à  laquelle  appartiennent  les  coor- 
données variables  x,  y,  z.  Si  l'on  appelle  ^,  y),  t  les  coordonnées  du 
point  de  cette  développée  qui  correspond  au  point  {x,y,z)  de  la 
développante,  et  si  l'on  désigne  toujours  par  r  là  distance  entre  ces 
deux  points,  on  devra,  dans  la  formule  (23),  remplacer  x,y,  z  par  ^, 
Y],  C  et  réciproquement.  On  aura  donc 

(28)  ■         ^-l  ^.y  —  -n  _z  —  X  ^      r 

dc^        •      dn  dt,  dr 

et,  par  conséquent,  . 

î>       /  -,  ^dr  ,         ,  ^  dr  ,c.        ,  -  s  dr 

(2Ô)       d-^  =  {c  —  oc)  —  ,         d-n  =  {-n—y)—,         dX  —  {:,—  z)--.- 

On  aura  de  plus 

(3o)    •    •  \i^a:y-+{-n-yy-+{^-zy=rK 

Si  l'on  dilTérentie  trois  fois  de  suite  l'équation  (3o)  en  prenant  l'arc  s 
pour  variable  indépendante,  et  ayant  égard  aux  formules  (29),  on 
trouvera 

i{l  —  x)dx   -^{■n—y)dy   -i-{';~z)dz-  —  o, 
(3i) 

(  {^  —  3:)d'-a:+_{r)-~y)d\v  +  {^  —  z)d'z:z^ds\ 

(32)       il  —  x)  d{rd^x)  +  (yî  —y)  d{rd\v)  +  (^  _  c)  d{rd'-z)  ^  o. 
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puis  on  en  conclura 

H  —  ^  -n  —  V  Ç  —  -3 


dyd{rd'^z) — dzd\rd'^y)        dzd{rd-œ)  —  dxd{rd^z)        dx  d{r  d'^y)  ^  dy  d{r  d^x) 

d'^x\^dy  d[r  d'^z)  —  dz  d{rd-y)]  +  d'-y[dz  d{rd''x)  —  dxd{r  d-z)]  -+-  d'^z[dx d{r  d'^y)  —  dy  d{r  d^x)] 

■-+ . : _:: . \ _^ 

— ■  -1 

\{dy  d{r  d- z)  —  dz  d{r  d-.yy\-  -^  \_dz  d{r  d^-x)  —  dx d{r  d'^z)Y -h  [dx  d{r  d'-y)  —  dy  d { r  d- x )]--\'- 


{ds^\[d{rd'x)f^[d{rd'y)Y^[d{rd'z)Y\  —  [dx  d{r  d' x)  +  dy  d{r  d' y)  +  dz  d{r  d'-  z)Yy 

On  tirera  de  cette  dernière  formule,  en  renversant  deux  des  fractions 
qu'elle  renferme,  et  élevant  chacune  d'elles  au  carré, 

ds^Wdj  r  d'-x )]^  -^\d(r  d-y)]"-  +[d{r  d'- z)Y  \  —  [dx  d{  r  d'œ)  +  dy  d( rd'-y)  +  dz  d{ r  d^z)^ 
-7-^  (  dx  d- y  d^  z  —  dx  d-  z  d^y  -j-  dy  d-  z  d^  x  —  dy  d''-  x  d^  z  -{-  dz  d^-  x  d^ y  —  dz  d^y  d^  x  )* , 


ds 


[{ 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

^  Y"|  dr'- 


\ 


(33) 


d'-x\^       fd-y 

d- X  d^  X 
ds'^   -ds^ 


+ 


\\d7' 


d- z\^~\  di 
~ds 

d\r  d\y        d'-z  d^z 
ds^    ds'^         ds'^    ds^  I  '  ds 
d^y\^       fd^z\^       f  dx  d^ x  .      dy  d^y 


dr 


ds^  ]     '    \  ds^  )         \ds    ds^     '    ds    ds^ 


f  dx  d^y  d^z  ^-  dx  d^z  d^y  +  dy  d'^z  d^x  —  dy  d-x  d^ 


dz  d'zYn 
ds  'ds^j  J 

dzd'^xd^y  —  dzd^yd^x'^     ^ 


ds^  ' 

Si,  dans  l'équation  (33),  on  substitue  pour  x,  y,  z  leurs  valeurs 

exprimées  en  fonction  de  s,  elle  ne  renfermera  plus  que  la  variable  s 

.  .  .       dr 

et  l'inconnue  r  avec  le  coefficient  différentiel  -r-  et  sera  ce  qu'on 

nomme  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  r  et.y.  Or,  il 
résulte  des  principes  du  calcul  intégral  qu'on  peut  satisfaire  à  cette 
équation  différentielle  en  prenant  pour  r  une  infinité  de  fonctions 
de  s  correspondant  aux  diverses  valeurs  que  peut  recevoir  une  cer- 
taine constante  arbitraire.  Si,  après  avoir  déterminé  l'une  de  ces 
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fonctions,  on  remplace  dans  les  formules  (3o)  et  (3i)  les  variables  x, 
y,  z,  r  par  la  seule  variable  s,  il  ne  restera  plus  qu'à  éliminer  s  entre 
ces  formules  pour  obtenir,  entre  les  coordonnées  \,  yj,  {^,  deux  équa- 
tions propres  à  représenter  une  développée  de  la  courbe  que  l'on  con- 
sidère. Cela  posé,  il  est  clair  que  cette  .courbe  aura  une  infinité  do 
développées  qui  correspondront  aux  diverses  valeurs  de  r,  ou,  ce  qui 
revient  au,  même,  aux  diverses  valeurs  de  la  constante  arbitraire. 
Ajoutons  que  toutes  ces  développées  seront  situées  sur  la  surface  à 
laquelle  appartiendra  l'équation  en^,  yj  et '(  produite  par  l'élimina- 
tion de  ^  entre  les  formules  (3i). 

La  surface  dont  nous  venons  de  parler,  ou  le  lieu  géométrique  de 
toutes  les  développées,  jouit  de  plusieurs  propriétés  remarquables 
que  l'on  déduit  facilement  des  équations  (3i),  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  des  suivantes 


(34) 


D'abord,  il  est  clair  que,  si  l'on  attribue  à  l'arc  s  et  aux  quantités  qui 
en  dépendent,  c'est-à-dire  à     • 

„^  dx        dy        dz        d"^  x        d-y        d^z 

-^  ds         ds        ds         ds-         ds-        ds- 

des  valeurs  déterminées,  les  équations  (34)»  dans  lesquelles  %,  r\,  'C 
resteront  seules  variables,  représenteront  deux  plans  dont  la  com- 
mune intersection  sera  une  droite  comprise  dans  la  surface  dont  il 
s'agit.  Donc  cette  surface  renfermera  une  infinité  de  droites  corres- 
pondant aux  diverses  valeurs  de  s.  et  sera  du  nombre  de  celles  que 
l'on  nomme  surfaces  réglées.  On  peut  observer,  d'ailleurs,  que  la  pre- 
mière des  équations  (3i)  ou  (34)  est  précisément  celle  du  plan 
normal  mené  par  le  point  {x,y,z)  à  la  courbe  donnée.  Quant  à  la 
seconde  des  équations  (34),  on  peut,  en  vertu  des  formules  (3),  la 
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réduire  à 

(36)  (ç  —  a-)  cosX  -+-  {-n  —y)  cos^j.  -y  {^  —  z)  cosv  =  p, 

et  l'on  reconnaît  alors  immédiatement  :  i^  qu'elle  est  vérifiée  par  les 
valeurs  de  ^,  yj,  C  tirées  des  formules  (i),  c'est-à-dire  par  les  coor- 
données du  centre  de  courbure;  2"  qu'elle  représente  le  plan  mené 
par  ce  même  centre  perpendiculairement  au  rayoi^  de  courbure  dont 
la  direction  forme,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  les 
angles  X,  a,  v.  Enfin,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(87)  a:  =  o{s),         y  =  y^{s),         z  =  ^{s),' 

les  équations  (34)  deviendront  respectivement 

(38)  l^-o{s)]o'{s)  +  [-n-xis)]yJ{s)-+-[t:-^{s)]'y{s)  =  o, 

(39)  [ç  -o{s)]  o"{s)  +  In  -  x{s)]  y: (s)  -^  [C  -^{s)]  ^"{s)  =  1,  . 

et  l'équation  (38),  qui  représente  un  plan,  quand  on  attribue, à  s  une 
valeur  constante,  deviendra  évidemment  propre  à  représenter  la  sur- 
face ci-dessus  mentionnée,  si  l'on  convient  de  regarder  la  quantité  s 
comme  une  fonction  de  ^,  y],  C  déterminée  par  l'équation  (39),  Cette 
convention  étant  admise,  if  sera  fiicile  d'obtenir  l'équation  différen- 
tielle de  la  môme  surface.  En  efï'et,  il  suffira,  pour  y  parvenir,  de 
différentier  la  formule  (38),  en  y  faisant  varier  à  la  fois  les  quan- 
tités ^,  Y],  'C  et  s.  Or,  en  opérant  ainsi,  et  ayant  égard  à  l'équation  (39), 
dont  le  premier  membre  sera  précisément  le  coefficient  de  ds,  on 
retrouvera  pour  l'équation  différentielle  cherchée 

(40)  .  ^'{s)dl  +  y^{s)d-n-\-^Y{s)cK  =  o. 

Il  résulte  de  celle-ci  {voir  la  quatorzième  Leçon)  que  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives  forment,  avec  la  normale  menée  par  le 
point  (^,  7],  '()  à  la  surface  réglée,  des'angles  dont  les  cosinus  sont 
proportionnels,  et  même  égaux,  si  l'on  prolonge  la  normale  dans  un 
sens  convenable,  aux  dérivées 

/  /  N        (^^^  I,    \        dy  , , ,    ,        dz 

9'(^)=^,         7'M)=i^         ^'(^)=^- 
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Donc  cette  normale  et  la  tangente  menée  par  le  point  (x,y,z)  à  la 
courbe  donnée  sont  deux  droites  parallèles.  Donc,  puisque  le  plan 
tangent  mené  par  le  point  (^,  '/],  l)  à  la  surface  réglée  doit  renfermer 
la  génératrice  de  cette  surface  et,  par  conséquent,  le  centre  de  cour- 
bure de  la  courbe  proposée,  il  coïncidera  nécessairement  avec  le  plan 
mené  par  ce  centre  perpendiculairement  aux  deux  droites,  c'est- 
à-dire  avec  le  plan  normal  à  la  courbe.  Il  suit  de  ces  observations 
que  chaque  plan  normal  à  la  courbe  touchera  la  surface  réglée  dans 
tous  les  points  de  la  génératrice  par  laquelle  il  passera.  Donc,  la  sur- 
face dont  il  s'agit,  c'est-à-dire  le  lieu  de  toutes  les  développées  de  la 
courbe,  sera  une  surface  développable. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  l'équation  (4o)  coïncide  avec 
l'équation  (27),  de  laquelle  on  la  déduit,,  en  substituant  aux  diffé- 
rentielles dx,  dy,  dz  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (^7),  savoir 

o'{s)ds,         yj{s)ds,         ^' (s)  ds,  , 

et  supprimant  ensuite  le  facteur  ds  commun  à  tous  les  termes. 

Nous  observéron.s  en  outre  que,  dans  le  cas  où  la  variable  s  cesse 
d'être  indépendante,  il  suffit,  pour  obtenir  la  seconde  des  équa- 
tions (3i),  de  différentier  la  première,  puis  d'avoir  égard  à  celle-ci  et 
aux  formules  (29).  On  peut  en  conclure  que  l'équation  en  ^,  yj  et  t, 
produite  par  l'élimination  de  s  entre  les  formules  (3i),  représentera, 
dans  tous  les  cas  possibles,  la  surface  qui  sera  le  lieu  géométrique 
des  développées  de  la  courbe  donnée.  Enfin,  comme  les  formules  (3i) 
se  confondent  avec  les  deux  premières  formules  (u),  on  pourra 
encore  affirmer  que  cette  surface  passe  par  la  nouvelle  courbe  qui 
est  le  lieu  géométrique  des  centres  de  courbure  de  la  proposée. 

Il  serait  facile  de  prouver  directement,  et  sans  recourir  au  calcul, 
que  la  surface  développable  qui  touche  constamment  le  plan  normal 
à  une  courbe  quelconque  est  en  même  temps  le  lieu  des  développées 
de  cette  courbe.  C'est,  en  effet,  ce  que  l'on  peut  démontrer  à  l'aide 
des  considérations  suivantes. 

Si  l'on  fait  rouler  sur  une  surface  développable  le  plan  tangent  à 
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cette  surface,  avec  plusieurs- droites  menées  par  un  point  pris  à 
volonté  dans  ce  plan,  chaque  droite  tracera  évidemment  sur  la  surface 
une  développée  de  cette  courbe.  Donc  la  surface  développable  sera  le 
lieu  de  toutes  les  développées;  et  le  plan  tangent  qui  passera  par  les 
tangentes  aux  développées,  ou,  en  d'autres  termes,  par  plusieurs 
droites  normales  à  la  courbe  décrite  (voirls.  page  822),  se  confondra 
nécessairement  avec  le  plan  normal  à, cette  courbe.  Si,  maintenant, 
on  veut  que  la  courbe  décrite  se  réduise  à  une  courbe  donnée,  il 
suffira  de  faire  coïncider  la  surface  développable  avec  celle  qui  est 
constamment  touchée  parle  plan  normal  à  la  courbe  proposée,  et  de 
choisir  convenablement  le  point  mobile.  S'il  restait  quelques  doutes 
à  cet  égard,  on  les  éclaircirait  à  l'aide  des  principes  que  nous  établi- 
rons dans  les  Leçons  de  la  seconde  année. 

Pour  montrer  une  application  des  formules  qui  précèdent,  consi- 
dérons l'hélice  représentée  par  les  équations  (38)  de  la  treizième 
Leçon,  savoir 

(4u  a:  z=  Rcosp,         j  =  Rsin/?,         z  =  alip.. 

Si  l'on  prend  pour  variable  indépendante  l'arc  s,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  l'angle/?,  on  aura 

(     dx  T=  —  Il  sin  />  dp,  dy  =-  ■     R  cos/>  dp,  dz^=:  a\\  dp, 

(42)  ,<  «r/^jr  =  — R  cos/xi/j»^,         d^f^=  —  Rsin pdp^,         d-z=:o, 

\  d'^x^s      W^ïnp  dp^,         d^y=^ — Rco'^pdp^,         d^z=zo. 

On  trouvera  de  plus  (t'Of>  la  dix-septième  Leçon)  • 

(43)  ds  =  ±{i  +  a^y-Rdp, 

(44)  .  p=(n-a^)R.  ,  • 

Cela  posé,  les  formules  (5)  donneront 

(45)  c=  — a^Rcos/),         n  =— a^Rs'inp,         t^=:aRp. 

Si  l'on  élimine/?  entre  ces  dernières,  on  obtiendra  entre  les  coor- 
données ^,  Y],  t  deux  équations  propres  à  représenter  la  ligne  des 
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centres  de  courbure.  Or,  comme  on  tire  des  formules  (45) 
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(46) 


f +-o^  =  «^RS 


il  est  clair  que  cette  ligne  sera  une  seconde  hélice,  comprise,  ainsi 
que  la  première,  dans  la  surface  hélicoïde  qui  a  pour  équation 


(4;) 


y  _ 


tanj 


«R 


et  tracée  sur  un  cylindre  droit  qui  a  pour  base,  dans  le  plan  des  x,  y, 
un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  un  rayon  égal  au 
produit  a-R.  Nous  pouvions  aisément  prévoir  ce  résultat,  puisque 
nous  savons  que,  pour  obtenir  le  centre  de  courbure  correspondant  à 
un  point  {x,y,z)  de  l'hélice  donnée,  il  suffit  (?;oï>  la  dix-septième 
Leçon)  de  porter  sur  la  génératrice  de  la  surface  hélicoïde,  à  partir 
du  point  {x,y,z),  la  longueur  p  =  (i  +  (T!-)R,  et,  par  conséquent,  à 
partir  de  l'axe  du  cylindre,  la  longueur  p  —  R  =  «-R. 

Quant  aux  formules  (3o),  (3i)  et  (3^),  elles  se  réduiront,  dans  le 
cas  présent,  la  première  à 

(48)  l^+Y]^— 2R(^cosyO  +  -0sin/>)  +  R^+(C  — aR/>)2=:/-% 

les  deux  suivantes  à 


(  I  sin /?  —  Yi  cos/?  ^=  a{X  —  a  W.p), 
(  (^  cos/j  +  Y]  sin/j  =  —  «--R, 


(49) 

et  la  dernière  à 

(5o)  (^  cos/>  +  n  sin/?  —  R)  dr  -h  (y]  cos/?  —  Hsin/>)  r  dp  r=  o. 

De  plus,  l'équation  (33)  donnera 

(5i) 

et  l'on  en  conclura 


dr^ 

dp- 


a^       , a-  r* 

1  -f-  a-  '    "^  (i  -r  a-)-'  ïï^ ' 


(02) 


dp 

OEiwres  de  C.  —  S.  If,  t.  V. 


i/7 


42 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 


d 


r') 


(53) 


dp  ±' 


\/i 


2  \^ 


Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  coordonnées  du  centre  de  courbure, 
c'est-à-dire  les  valeurs  de  ^,  y],  '(  fournies  par  les  équations  (4^)» 
vérifient  les  formules  (49)-  Si,  d'ailleurs,  on  ajoute  ces  formules, 
après  avoir  élevé  au  carré  les  deux  membres  de  chacune  d'elles,  on 
trouvera 


?^ 


(54) 

et,  par  conséquent, 

(55)  p 


a''l\--h  a-(C  —  aWpY, 


al\ 


a^V 


puis,  en  substituant  la  valeur  précédente  de  p  dans  la  seconde  des 
formules  (49)»  on  obtiendra  l'équation 


(56) 


c.  cos 


«K 


n  sm  — rr  I  cos 
ait 


V- 


a'ii' 


an\ 


K       ■         K 

n  cos— 77  —  c  sin— 77  i  sin 

ali  a[{ 


V- 


a'IV 


Cette  dernière  équation,  étant  celle  qui  résulte  de  l'élimination 
de  p  entre  les  formules  (49)»  représente  la  surface  développable  qui 
touche  constamment  le  plan  normal  à  l'hélice  proposée,  et  qui  est  le 
lieu  géométrique  des  développées  de  cette  courbe.  Ajoutons  que, 
pour  obtenir  les  deux  équations  d'une  de  ces  développées,  il  suffira 
de  joindre  à  la  formule  (56)  celle  que  produit  l'élimination  de/? 
entre  les  équations  (48)  et  (55),  après  qu'on  a  substitué  dans  l'équa- 
tion (48)  une  des  valeurs  de  r  qui  vérifient  la  formule  (53).  On  peut 
d'ailleurs,  dans  la  recherche  dont  il  est  ici  question,  remplacer  la 
formule  (48)  par  la  suivante  :    . 


(57) 


Y)- 


+  RM(i  +  «^)  =  r% 
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à  laquelle  on  parvient  en  combinant  la  formule  (48)  avec  l'équa- 
tion (54).  Quant  à  l'équation  (53),  on  pourra  la  présenter  sous  la 
forme 

R(H-an" 


(58) 


cl 


Va           _^               R(H-ani 
,  p  ±  arc  cos =  o, 


et  l'on  en  conclura,  en  raisonnant  comme  à  la  page  1 15, 

R(H-a^ 


(^9) 


Lv/i  4-rt- 


p  —  arc  cos 


r-^Y- 


Donc  la  différence  finie  de  l'expression 


a  ,  R(i  +  (7-) 

^ p  ~z  arc  cos 


/• 


s'évanouira,  ou,  en  d'autres  termes,  cette  expression  conservera  une 
valeur  constante,  tandis  qu'on  fera  varier  l'angle /^  On  aura  donc,  en 
désignant  par  8  une  constante  arbitraire, 


v/x  -+-  a^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 
(6o)  r—- 


a            ,                R ( iH-  «- ) 
p  =t  arc  cos  — ^ — ; 


R(i4-rt-) 


cos 


ap 


Cela  posé,  la  formule  (57)  donnera 


(61) 


I  cos^ 


I  +  a- 


ap 


V  I  -H  ci- 


Si,  dans  cette  dernière,  on  substitue  la  valeur  de  /;  tirée  de  l'équa- 
tion (54),  on  trouvera 


(62)     ^ 


a-(i  +  rt-)R^ 


cos 


RVi-H«-  «R\/T-4-a-      /J 


ç--i-  -O'-t-  a-R- 
La  formule  (62),  réunie  à  l'équation  (56),  détermine,  pour  chaque 
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valeur  particulière  de  la  constante  s,  une  développée  de  l'hélice  que 
l'on  considère. 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  que  la  plus  petite  des  valeurs 
de  r  fournies  par  l'équation  (Go)  est  toujours  égale  au  produit 
(i  +  rt-)R,  c'est-à-dire  au  rayon  de  courbure,  et  correspond  à  une 
infinité  de  valeurs  diverses  de  l'angle/?,  dont  l'une  est  équivalente  au 

rapport, 

C  y/i  4-  a"'       ■ 
a 

Si,  pour  abréger,  on  désigne  par  P  ce  même  rapport,  ou,  en  d'autres 
termes,  si  l'on  pose 

(63)  p^^V^Z±Z, 

a 

les  équations  (6o)  et  (6i)  deviendront.respectivcment 


(64) 


a(p-P) 
cos      ' 


et 


(65)  ^-4-Y2-=«-R- 


cos 

V 


v,/i  4-  «^  J 


Enfin,   si  l'on   combine   l'équation   (65)  avec  l'équation   (54)»   on 
trouvera 

(66)  ç_aR^^±(i  +  «5)^Rtang^^â^£^. 

O-n  pourrait  remplacer  les  formules  (56)  et  (62)  par  le  système  des 
formules  (49)  et  {^^).  Si  de  ces  dernières  on  tire  les  valeurs  de  H,  r\ 
et  t  exprimées  en  fonction  de />,  on  obtiendra  trois  équations  com- 
prises dans  la  formule 

(67) -. L  = '-  — ^  — ±:(i4-a-)  Rtang     /  -, 

asmp  —acosp  i  ^  y/n-^a  ' 

qui  peut,  ii  elle  seule,  représenter  chacune  des  développées  de  l'hélice. 
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Il  résulte  évidemment  de  l'équation  (67)  que  les  coordonnées  ^,  y],  'Ç 
de  chaque  développée  deviennent  infinies,  toutes  les  fois  que  l'angle/) 
obtient  une  valeur  de  la  forme 


(68)  p  =  P±{2n-r-l)~ 


T.    \f  l 


n  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  De  plus,  tandis  que 
l'angle  p  converge  vers  l'une  de  ces  valeurs,  le  point  (^,y],'C)  ne 
cesse  pas  d'être  situé  sur  la  surface  développable  représentée  par 
l'équation  (56),  et  s'approche  indéfiniment  de  celle  des  génératrices 
de  la  même  surface  à  laquelle  appartiennent  les  équations  (49)» 
quand  on  attribue  à  p  la  valeur  dont  il  s'agit.  Donc  chaque  déve- 
loppée sera  composée  d'une  infinité  de  branches  qui  s'étendront  à 
l'infini  et  dont  chacune  aura  pour  asymptotes  deux  génératrices  de  la 
surface  (56). 

Observons  encore  que,  si  l'on  nomme  <^  et  ^  les  coordonnées 
polaires  de  l'une  de  ces  développées  projetée  sur  le  plan  des  x,  y,  on 
aura 

(69)  l  =  Acos>(^,        -n=Asin^JE', 

et  qu'en  conséquence  les  formules  (49)»  réunies  à  l'équation  (66), 
donneront 

(  ë\  sin  (/;  —  y?)  =  ±  a(i  +  rt- )^  R  tang^^^==i^, 

(70)  '.  sji-^a' 

Le  système  des  équations  (66)  et  (70)  peut  être  employé  avec  avan- 
tage dans  la  recherche  des  propriétés  des  développées  de  l'hélice.  Si 
l'on  pose,  pour  plus  de  simplicité,  P  =  o,  ces  équations  se  rédui- 
ront à 


C  — «R/J^^i    (i  4- a^)-R  tang 


ap 


V^i  +  a- 


^'^  '^  1  à\  sin  (/?-(?)=  ±  a  (1  +  a'-y  R  tang      ^'' 


334  APPLICATIONS  DU  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

et  représenteront  celle  des  développées  sur  laquelle  est  situé  le 
centre  de  courbure  correspondant  au  point  de  l'hélice  qui  coïncide 
avec  l'origine.  Ajoutons  que,  pour  revenir  des  formules  (71)  aux 
formules  (66)  et  (70),  il  suffit  évidemment  de  remplacer  les  quan- 
tités 

P,    <-X'    et    C 

par  les  différences 

P-P,    (S-P,    C-«RP. 

Or,  la  substitution  de  l'angle  p  —  Vk  l'angle  p,  et  de  l'ordonnée 
Z  —  rtRP  à  l'ordonnée  'C,  est  précisément  celle  qu'il  convient  d'effec- 
tuer pour  que  la  courbe  à  laquelle  appartiennent  les  trois  coordon- 
nées Ç,  iîi  et  "C  se  déplace  dans  l'espace  de  telle  sorte  que  chaque  point 
décrive  d'abord,  en  tournant  autour  de  l'axe  des  z,  avec  un  mouve- 
ment de  rotation  direct,  si  P  est  positif,  l'angle  +  P,  ou  avec  un 
mouvement  de  rotation  rétrograde,  si  P  est  négatif,  l'angle  —  P,  et 
parcoure  ensuite,  en  glissant  sur  une  parallèle  à  cet  axe,  la  lon- 
gueur «RP  dans  le  sens  des  z  positives,  ou  la  longueur  —  «RP  dans 
le  sens  des  z  négatives.  Donc  le  déplacement  dont  il  s'agit  suffit  pour 
transformer  la  développée  que  représentent  les  formules  (71)  dans 
l'une  quelconque  des  autres  développées  de  l'hélice.  Donc  toutes  ces 
développées  sont  des  courbes  semblables  entre  elles  et  superposables. 
Ajoutons  que,  si  l'on  attribue  à  P  l'une  des  valeurs  comprises  dans  la 
formule 


/        \  r.  i     ^  .T.\/l-\-a- 

(72)  P  =:-{2n-hi)- , 

2         a 

• 

ce  seront  les  diverses  branches  de  la  première  développée  qui  se 
trouveront,  en  vertu  du  déplacement  dont  nous  avons  parlé,  super- 
posées les  unes  aux  autres.  Donc  toutes  les  branches  d'une  même 
développée  sont  semblables  entre  elles.  Ces  propriétés  remarquables 
des  développées  de  l'hélice  tiennent  à  la  forme  régulière  de  cette 
courbe,  que  l'on  peut  superposera  elle-même  en  lui  imprimant  tout 
à  la  fois  un  double  mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  des  z  et  de 
translation  parallèlement  à  cet  axe. 
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On  dit  que  deux  courbes  à  double  courbure  sont  osculatrices  l'une 
de  l'autre,  en  un  point  qui  leur  est  commun,  lorsqu'elles  ont  en  ce 
point,  non  seulement  la  même  tangente,  mais  encore  le  même  cercle 
osculateur,  et  par  conséquent  le  même  plan  osculateur,  la  même  nor- 
male principale  et  la  même  courbure.  Alors  le  contact  qui  existe 
entre  les  deux  courbes  prend  le  nom  A'osculation.  Cela  posé,  on  éta- 
blira facilement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I .  —  Concevons  que  deux  courbes  à  double  courbure  soient 
représentées  par  deux  équations  entre  les  coordonnées  rectangulaires 
X,  y,  z,  et  que  l'on  prenne  l'abscisse  x  pour  variable  indépendante. 
Pour  que  les  deux  courbes  soient  osculatrices  l'une  de  l'autre  en  un 
point  commun  correspondant  à  l'abscisse  x,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira 
que  les  ordonnées  y,  z  relatives  à  cette  abscisse  et  leurs  dérivées  du 
premier  et  du  second  ordre,  c'est-à-dire  les  six  quantités 

(')  ^'         y^dlr'  ^=^^  -         '=d^'  "=^ 

conservent,  dans  le  passage  d'une  courbe  à  l'autre,  les  mêmes  valeurs 
numériques  et  les  mêmes  signes  (  '  ). 

Démonstration.  —  En  effet,  si  ces  conditions  sont  remplies,  les 
deux  courbes  auront  évidemment  un  point  commun  correspondant  à 
l'abscisse  x.  De  plus,  on  conclura  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus 
(seizième  Leçon,  p.  292)  qu'elles  ont  la  même  tangente,  et  des 
formules  (10)  qu'elles  ont  le  même  centre  de  courbure.  Donc,  par 

(')  Ce  théorème,  qui  subsiste  généralement  lorsque  les  quantités  j,  j',  j",  z,  z',  z" 
conservent,  pour  le  point  commun  aux  deux  courbes,  des  valeurs  finies  et  fournissent 
une  valeur  déterminée  du  rayon  de  courbure  p,  est  sujet  à  quelques  exceptions.  Il  pour- 
rait cesser  d'être  vrai  si  les  mêmes  quantités,  ou  quelques-unes  d'entre  elles,  devenaient 
infinies.  Alors  les  valeurs  de  ^  —  .r,  r,  —y,  ^  — -,  données  par  les  équations  (10)  et  le 

rayon  de  courbure  p,  pourraient  se  présenter,  pour  l'une  et  l'autre  courbe,  sous  la  forme 

00 

—  j  et  varier  néanmoins  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la  seconde.  Au  reste,  la 

remarque  que  nous  faisons  ici  est  applicable  non  seulement  aux  courbes  à  double  cour- 
bure, mais  encore  aux  courbes  planes,  et  par  conséquent  au  théorème  I  de  la  huitième 
Leçon.  Effectivement,  ce  théorème  serait  en  défaut  si  les  courbes  proposées  se  rédui- 
saient aux  courbes  (5o)  de  la  page  i52. 
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suite,  elles  auront  encore  le  même  cercle  osculateur.  Réciproque- 
ment, si  les  deux  courbes  sont  osculatrices  Tune  de  l'autre  au  point 
dont  l'abscisse  esta?,  non  seulement  les  quantités 

,_^dy  ^, dz 

"^        r/^'  ""  ^^  dx 

devront  rester  les  mêmes  dans  le  passage  d'une  courbe  à  l'autre,  mais 
on  pourra  encore  en  dire  autant  du  rayon  de  courbure  p,  ainsi  que 
des  coordonnées  ^,  y],  '(  du  centre  de  courbure,  et,  par  conséquent, 
des  quantités  y",  z",  dont  les  valeurs,  déterminées  par  le  moyen  des 
équations  (lo),  se  réduisent  à 

(73)        .  '  ^ 


(.'  =  ^— ;'^--\.^y 


Corollaire.  —  11  suit  du  théorème  I  que,  dans  le  cas  où  deux  courbes 
à  double  courbure  sont  osculatrices  l'une  de  l'autre,  on  peut  en  dire 
autant  de  leurs  projections  sur  chacun  des  plans  coordonnés,  et 
même  de  leurs  projections  sur  un  plan  quelconque,  puisque  l'on 
peut  faire  coïncider  le  plan  des  x,y,  par  exemple,  avec  un  plan  quel- 
conque choisi  arbitrairement  dans  l'espace. 

Le  théorème  I  étant  démontré,  on  en  déduira  sans  peine,  en  rai- 
sonnant comme  dans  la  huitième  Leçon  (p.  128  et  129)  une  autre 
proposition  que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème  II.  —  Deux  courbes  à  double  courbure  étant  représentées 
par  deux  équations  entre  les  coordonnées  x,  y,  z,  pour  savoir  si  ces  deux 
courbes  sont  osculatrices  l'une  de  l'autre  en  un  point  donné,  il  suffira  de 
prendre  pour  variable  indépendante  ou  une  fonction  détermiéne  des 
variables  x,  y,  z,  ou  l'arc  s  compté  sur  chaque  courbe  à  partir  d'un 
point  fixe,  et  d' examiner  si,  pour  le  point  donné,  les  mêmes  valeurs  de 

X,     y,     z,     dx,     dy,     dz,     d-x,     d-y,     d- z 
peuvent  être  tirées  des  équations  des  deux  courbes. 
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11  est  bon  d'observer  que,  dans  le  cas  où  l'on  prend  l'arc  s  pour 
variable  indépendante,  le  théorème  II  se  déduit  immédiatement  des 
formules  (5)  et  (6)  de  la  seizième  Leçon  réunies  à  la  formule  (28) 
de  la  dix-septième  Leçon  et  aux  formules  (5)  de  la  page  3i8. 

Si,  dans  le  théorème  I  ou  M,  on  suppose  la  seconde  courbe  réduite 
au  cercle  suivant  lequel  se  coupent  une  sphère  et  un  plan  représentés 
par  deux  équations  de  la  forme 

(74)  ' 

(  (^  —  I)  cosLh- (r  —  Y])  cosM  +  (^  —  C)cosN  =  0, 

les  conditions  propres  à  exprimer  que  le  point  (x,  y,  z)  est  un  point 
d'osculation  sutïiront  pour  déterminer  le  rayon  du  cercle  et  les  coor- 
données du  centre,  c'est-à-dire  les  quatre  inconnues  ^,  'q,  Z  et  p,  avec 
deux  des  trois  angles  L,  M,.N,  qui  d'ailleurs  sont  liés  entre  eux  par 
l'équation 

(-5)  cos-L  +  cos^M -h  cos^N  =  I. 

En  effet,  si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante,  les  valeurs 
dey, y,y";  z,  z',  5"  tirées  des  équations  finies  de  la  première  courbe 
et  de  ses  équations  dérivées  devront  satisfaire,  en  vertu  du  théorème  I, 
aux  équations  finies  du  cercle  et  à  leurs  dérivées  du  premier  et  du 
second  ordre,  c'est-à-dire  aux  six  formules 

(76)  I     a^-l     +(/-•/]  )/4-(c-C):;'=o, 

i+y^  +  ^'^+(7--n)/'-H(^-C)^"=o, 

(^  —  E,)  cosL  +  (  j  -ri)  cosM  -f-  {z  —  Ç)  cosN  =  o, 

(77)  <'  cosL  +  j'cosM  +  ^'cosN  =  o, 

(  r"  cosM  +  5"  cosN  =  o. 

Lorsque  de  ces  dernières  formules,  jointes  à  l'équation  (70),  on 
déduit  les  valeurs  des  inconnues  L,  M,  N;  ^,  yj,  l  et  p,  on  retrouve, 
comme  on  devait  s'y  attendre,  les  équations  (i5)  et  (29)  de  la  dix- 
septième  Leçon,  et  les  équations  (10)  de  la  page  319. 

OEuvres  r/e  6\  —  S.  Il,  t.  V.  43 
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Si  l'on  cessait  de  prendre  a;  pour  variable  indépendante,  alors  les 
équations  finies  du  cercle  et  ses  équations  différentielles  du  premier 
et  du  second  ordre  pourraient  être  présentées  sous  les  formes 

[{^~0'       -^{y-'n?       +(^-Ç)^       =9\ 

(78)  lix-l)dx    +(y_-ri)f/j    +(-_Ç)^-    =,0, 

'  {oc  —  l)  d'X  4-  (j  —  ri)d-y  +  (r;  —  Ç)  d- z  =-—  ds-, 

(  (■^^  —  0  cosL  4- (  r  —  •/])  cosM -f(- —  C)  cosN  =  0, 

(79)  <   cosL^^cT    +cosMc/k    H-cosN<^r;    =0, 
(  cos  Ld^x-  -^  cos  M  d'-v  -+-  cos N  <^^  -  :=  o, 

et  devraient  être  vérifiées  par  les  valeurs  de  ^,  j,  -,  dx\  dy,  dz,  d-x, 
d-y,  d'-z  tirées  des  équations  de  la  première  courbe.  II  importer  d'ob- 
server que  les  équations  (79)  coïncident  avec  les  formules  (4)  et  (16) 
de  la  dix-septième  Leçon,  et  les  équations  (78)  avec  les  formules  (i  i) 
de  la  page  319. 
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DIX-NEUVIÈME  LEÇON. 


RAYONS  DE  COURBURE  DES  SECTIONS  FAITES  DANS  U.\E  SURFACE  PAR  DES  PLANS  NORMAUX. 
RAYONS  DE  COURBURE  PRINCIPAUX.  DES  SECTIONS  DONT  LES  COURBURES  SONT  NULLES, 
DANS  LE  CAS  OU  LES  RAYONS  DE  COURBURE  PRINCIPAUX  SONT  DIRIGÉS  EN  SENS  CON- 
TRAIRES. • 


Cortsidérons  une  surface  courbe  représentée  par  l'équation 

(i)  u-=o, 

dans  laquelle  u  désigne  une  fonction  des  coordonnées  rectangu- 
laires ^,  j,  ^.  Si,  par  un  point  (x,  y,  z)  donné  sur  cette  surface,  on 
fait  passer  un  plan  normal,  ce  plan  coupera  la  surface  suivant  une 
certaine  courbe  que  nous  nommerons  section  normale.  Soient  p  le 
rayon  de  courbure  de  cette  courbe  relatif  au  point  (x,  y,  z)  et  H,  v],  'C 
les  coordonnées  du  centre  de  courbure  correspondant.  On  aura 

et,  comme  le  centre  de  courbure  se  trouvera  évidemment  situé  sur  la 
normale  menée  par  le  point  {x,  y,  z)  à  la  surface  proposée,  les  coor- 
'données  ç,  y],  'C  vérifieront  nécessairement  les  équations  de  la  normale 
ou  la  formule  (ii)  de  la  quatorzième  Leçon;  de  sorte  qu'on  aura 
encore 

x~l,_y  —  'f]__z~t, 


(3) 


Ou  du  du 

du;  dy  dz 


Observons,  maintenant,  que  l'équation  (2),  dans  le  cas  où  l'on  y 
considère  a;,  y,  z  cOmme  seules  variables,  est  l'une  des  équations  du 
cercle  osculateur  de  la  section  normale  que  l'on  considère,  et  qu'en 
vertu  des  principes  établis  dans  la  dix-huitième  Leçon  la  différentielle 
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(lu  second  ordre  de  cette  même  équation,  savoir 

(4)        {x  —  l)d''j;^{y  —  •n)d^-y  ^  {z  —  ^)d-z  +  dx^- -^  df'^-\-  dz^-=  o, 

devra  être  vérifiée  par  les  valeurs  de  (r,y,  z,  dx,  dy,  dz,d-x,  d' y,  d'- z 
tirées  des  équations  de  la  section  normale. 

Si,  pour  plus  de  commodité,  on  désigne  par  s  l'arc  de  cette  courbe, 
les  coordonnées  ic,  j,  ^  de  la  même  courbe  se  trouveront  liées  à  l'arc  s 
par  l'équation  différentielle 

(  5  )  dx'  4-  f/j^  +  dz^-  z=  dsr, 

en  vertu  de  laquelle  la  formule  (4)  pourra  être  réduite  à 

(6)  {^x  —  ç)  c^--c  4-  (/  —  Y)  )  d-  y  -\-  {z  —  X,)  d-  z  ^=. —  ds.""'. 

On  tirera  d'ailleurs  de  la  formule  (i)  différentiée  deux  fois  de  suite 

l'  du   „  du  ,.,  du  ,,         0'- u   ,   ,       (>-«,,       (T- u 

\  -^-- d- X  -{-  ~r- d- Y  +  -.- d- z  +  ^— -;  dx-  +  -.--  dy-  H r— -  dz^ 

\  dx  dy     -^        dz  dx-  dy^   -^  dz^ 

(7)  1 
d'-u     ,     ,  d- u     ,     ,  d-u     ,      , 

dy  dz  -\~  2  - — y—  dz  dx  +  2  -y — r—  dx  dy  =z  o, 


dy  dz   -^  "  dz  dx  dx  dy 

puis,  en  posant,  pour  abréger, 

i       d^u  dx-        d-u  dy^        d^- u  dz- 
dx^   ds^        dv^  ds-         dz^  ds- 

(8)     . 

d"-  u    dy  dz  d'-  u    dz  dx  d^  u     dx  dy 


"  dy  dz  ds  ds       "  dz  dx  ds   ds  Ox  dy  ds    ds 

on  réduira  l'équation  (7)  à  la  suivante  : 

/    X  du   ,,  du   .,  du  ,,  /^  7  / 

(q)  —  d^x  +  -T- d-  y  +  -~d'-z  =—  Q  ds-. 

^^'  dx  dy     "^        dz 

Si  l'on  fait,  en  outre,  comme  dans  la  quatorzième  Leçon, 
on  conclura  sans  peine  de  la  formule  (3),  combinée  avec  les  équa- 
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lions  (2),  (5),  (9)  et  (10), 


3il 


'^  —  ç_.x  —  ^_ 

,  \ix-lY+iy--ny-\-i'-^ 

)M    _-+-P 

du            du 
dx           dy 

du 
dz 

[/duV-       (duV-       (duy] 
^Tx)-^Kdy)^\Tz)  ^ 

i        "R 

_{x-l)  d^x  +  (V  —  Y])  d'^y  +  (^  -  Ç)  d'^z  _ 

du   ,,          du  ,-          du   „ 

-  -  d-x  +  -T-  <i^y  H-  -     d-z 
dx              dy     "^        dz 

On  aura  donc 

(II) 

x-l 
du 

y  —  f]       -  —  Ç       _;_  p         I 
~     f;«     ~    (y«         ~  R       Q  ' 

dx 

^j            J:; 

et,  par  suite, 

(12) 

p            R 

H  est  essentiel  d'observer  que,  dans  les  formules  (i  i)  et  (12),  R  re- 
présente une  fonction  connue  des  coordonnées  x,  y,  z.  Quant  à  la 
quantité  Q,  dont  la  valeur  est  déterminée  par  l'équation  (8),  elle  peut 
être  exprimée  en  fonction  des  coordonnées  x,y,  z  et  des  angles  que 
forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  la  tangente  menée 
par  le  point  (x,y,z)  à  la  section  normale  que  l'on  considère.  En 
effet,  si  l'on  nomme  a,  (3,  y  ces  mêmes  angles,  on  aura  (voir  la 
seizième  Leçon) 


(i3) 
ou  bien 

(•4) 


cosa  = 


dx 

ds  ' 


co,p^j£, 


C0S3C=: 


dx 
ds 


T77'  cos|3 


ds  ' 


dz 
'''''^  =  ds' 


cosy 


dz 
ds 


et,  dans  l'un  ou  l'autre  cas,  on  tirera  de  l'équation  (8) 


(i^)     < 


^       d-  u        ,  d^  u  . 

Q  =  1— ,  cos-a+  — -C( 
dx^  dy'- 


d'-u        ^ 
dz'^  ' 


d-u  _  d^u  d-u 

'^Ti^^TÂ'  cospeosy  -h  2- — r- cosy  cosa -H  2  -^ — r-cosacos3. 
dy  dz  '         dz  dx        '  dx  dy  ^ 
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Or,  il  est  clair  que  le  second  membre  de  cette  dernière  équation  se 
réduit  à  une  fonction  connue  des  variables  ce,  y,  z,  cf.,  {3,  y.  Cela  posé, 
si  l'on  donne,  avec  le  point  {oc,  y,  z),  la  tangente  menée  par  ce  point 
à  une  section  normale  faite  dans  la  surface  proposée,  il  suffira  évi- 
demment de  recourir  à  la  formule  (12)  pour  déterminer  le  rayon  de 
courbure  p  de  cette  section  normale,  et  à  la  formule  (it)  pour  déter- 
miner avec  le  rayon  p  les  coordonnées  ^,  ■/],  'C  du  centre  de  courbure. 

Lorsqu'on  passe  d'une  section  normale  à  une  autre,  sans  déplacer 
le  point  (^,j,^),  les  angles  a,  j3,  y  changent  de  valeurs,  et  la  même 
chose  a  lieu,  du  moins  en  général,  pour  la  quantité  Q  et  pour  les 
variables  qui  en  dépendent,  savoir  :  ^,  y],  '(  et  p.  S'il  arrive  que  dans  ce 
passage  la  quantité  Q  change  de  signe,  alors  le  rayon  de  courbure 
de  l'une  des  sections  normales  sera  déterminé  par  l'équation 

et  celui  de  l'autre  par  l'équation 

car,  les  quantités  p  et  R  étant  essentiellement  positives,  on  doit 
nécessairement  réduire  le  double  signe  ±,  qui  affecte  le  second 
membre  de  la  formule  (12),  au  signe  +,  dans  le  cas  où  Q  est  positif, 
et  au  signe  —,  dans  le  cas  contraire.  D'autre  part,  les  quantités 

Ou       du       du 
ôx       ôy       dz 

étant  indépendantes  des  angles  a,  p,  y,  on  peut  affirmer  que,  si,  dans 
le  passage  de  la  première  section  à  la  seconde,  la  quantité  Q  change 
de  signe,  les  différences 

oc  —  'i,     r  —  -n,    z  —  X 
en  changeront  pareillement.  Donc,  les  centres  de  courbure  des  deux 
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sections  se  trouveront  situés,  à  l'égard  du  point  (^,  j,  -),  l'un  d'un 
côté,  l'autre  de  l'autre,  sur  la  normale  menée  par  ce  point  a  la  surface 
donnée;  de  sorte  que  les  rayons  de  courbure  des  deux  sections  seront 
dirigés  en  sens  contraires. 

Les  rayons  de  courbure  des  diverses  sections  normales  qui  passent 
par  un  même  point  (^,  r,  ^)  ont  entre  eux  des  relations  qui  méritent 
d'être  remarquées.  Pour  découvrir  ces  relations,  il  faut  d'abord 
chercher  la  loi  suivant  laquelle  le  rayon  de  courbure  p,  déterminé  par 
la  formule  (12),  varie  avec  les  angles  a,  [3,  y,  qui  sont  renfermés  dans 
la  valeur  de  Q.  On  peut  rendre  cette  loi  fort  évidente  à  l'aide  d'une 
construction  géométrique  qui  consiste  à  porter  sur  la  tangente  à 
chaque  section  normale,  à  partir  du  point  (^,  r,  -),  et  des  deux  côtés 
de  ce  point,  deux  longueurs  égales  au  rayon  de  courbure  correspon- 
dant, ou  à  une  puissance  positive  de  ce  rayon.  La  courbe  qui  passera 
par  les  extrémités  des  longueurs  ainsi  portées  sur  les  diverses  tan- 
gentes sera  évidemment  une  courbe  plane,  coriiprise  dans  le  plan 
tangent  à  la  surface  proposée;  et,  comme  le  rayon  mené  du  point 
(^,y,  ^)  il  cette  courbe  croîtra  ou  décroîtra  en  même  temps  que  le 
rayon  de  courbure  de  la  section  normale  tangente  au  rayon  vecteur 
dont  il  s'agit,  il  est  clair  que  la  nature  de  la  courbe  sera  très  propre  ii 
faire  connaître  la  loi  suivant  laquelle  variera  ce  rayon  de  courbure. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  que  la  longueur  portée  sur 
chaque  tangente  est  égale  à  la  racine  carrée  du  rayon  de  courbure 
correspondant,  la  courbe  dont  nous  venons  de  parler  se  réduit  à  une 
ligne  du  second  degré.  Adoptons,  en  effet,  l'hypothèse  dont  il  est  ici 
question,  et  concevons  que  l'on  désigne  par  H,  y],  '(»  non  plus  les  coor- 
données du  centre  de  courbure,  mais  celles  de  l'extrémité  d'une 

i 
longueur  égale  à  p-  portée  à  partir  du  point  {ce, y,  z)  sur  la  tangente 

qui  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  les  angles  a, 
fJ,  y.  On  trouvera,  en  admettant  que  Torigine  des  coordonnées  con- 
serve sa  position  primitive, 

1  j.  1 

l  —  oc  ==:p^:  cos oc,        ■n—y  =  p^cos^,        C  — -  =  p-cos-/, 
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,et,  en  transportant  l'origine  au  point  (ce, y,  -), 

i-  i.  1 

(i8)  ç  =  p"^cosa,         yi=p-cos|3,         Çnzp^cosy. 

On  tire  d'ailleurs  de  la  formule  (12) 

Qp  =  ±R, 

puis,  en  remettant  pour  Q  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (i 5), 

f  +  2  -r — r-  cosp  cosy  -+-  2  ^i — r— cosy  cosa  4-  2  -r— — —  cosacosp    r=  ±:  R. 

\  Oy  oz         ■        '         dzdx        '  dx  dy  ^  \ 

Donc,  en  ayant  égard  aux  formules  (18),  on  trouvera  définitivement 

(20)  -r^^^+   -T^-n--^   -TVC'4-  2  -r :-YlC+  2-r j- C^  +  2 -r —  ^T)  —  ±  R. 

J.r-  ay^  t>^-  ày  âz  ôz  0.x  ^         ôx  ôy 

Cette  dernière  équation,  dans  le  cas  où  l'on  y  considère  ^,  y],  '( 
comme  seules  variables,  représente  une  surface  du  second  degré  qui 
renferme  la  courbe  plane  ci-dessus  mentionnée.  On  peut  remarquer 
que  cette  surface  a  pour  centre  la  nouvelle  origine,  c'est-à-dire  le 
point  (a?,  j,  z);  et,  comme  le  plan  de  la  courbe  passe  aussi  par  le  même 
point,  on  est  en  droit  de  conclure  que  la  courbe  dont  il  s'agit  se  réduit 
à  une  ligne  du  second  degré  quia  encore  pour  centre  le  point  {x,y,  z). 
Pour  obtenir  les  deux  équations  de  cette  ligne,  il  suffit  de  joindre  à  la 
formule  (20)  l'équation  qui  représente  le  plan  tangent  mené  à  la  sur- 
face donnée  parle  point  {oc, y,  z),  quand  on  transporte  en  ce  point 
l'origine  des  coordonnées,  c'est-à-dire  l'équation 
,     ,  y  du  du       ^ du 

que  l'on  déduit  de  la  formule  (2)  (quatorzième  Leçon),  en  rem- 
plaçant ^,  Y],  X,  par  ^  H- ^,  Y]  4- j,  'C  +  s.  On  pourrait  encore  établir 
l'équation  (21),  en  observant  que  la  différentielle  de  l'équation  (i), 
savoir 

.  du  ,        du  j        du  , 

(22)  -r— <f:r  4- 3- «X  4- 3- a- =  o, 

^     '  dx  dy  '^       dz 
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se  réduit,  en  vertu  des  formules  (i3)  ou  (i4)'  '^ 

,    .-,,  du  Ou        „        du 

(26)  -— cosa  + -r-cosp  + -T- cosv  =;  o, 

ace  df  oz        ' 

et  en  éliminant  de  cette  dernière,  à  l'aide  des  formules  (18),  les  trois 
angles  a,  [3,  y.  Enfin,  si  l'on  appelle  X,  a,  v  les  angles  que  forme  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives  la  normale  menée  par  le 
point  (x,  y,  r)  à  la  surface  proposée,  on  aura 

,    , ,  cosX        cosw.        COSV 

(24)  -i —  =  ^r^  =  ^—' 

au  au  ou 

dx  ây  dz 

et,  par  suite,  l'équation  (21)  pourra  être  présentée,  sous  la  forme 

(25)  ^  cosX  +  Y]  cosjji  +  Çcosv  =  o. 

Observons  maintenant  que  les  formules  (20)  et  (25)  sont  entière- 
ment semblables  aux  équations  (i)  et  (2)  de  la  quinzième  Leçon, 
desquelles  on  les  déduit  en  remplaçant  les  coordonnées  x,  y,  z  par 
les  coordonnées  ^,  y],  C»  et  les  coefficients 

A,     B,     C,     D,     E,     F,     K 

par  les  quantités 

d-u       d^«       d'u        d- u  d'u  d- u         -x- n 


dx'^       dy-        dz'^       Oy  dz       dz  dx       dx  dy 

Cela  posé,  on  conclura *des  principes  exposés  dans  la  quinzième 
Leçon  que  la  ligne  représentée  par  le  système  des  équations  (20) 
et  (23)  se  réduit,  en  général,  à  une  ellipse  ou  au  système  de  deux 
hyperboles  conjuguées;  mais  que,  dans  certains  cas  particuliers,  elle 
peut  se  transformer  en  un  cercle,  ou  en  un  point  unique,  ou  en  un 
système  de  droites  parallèles,  également  distantes  du  point  {x,  y,  z), 
ou  bien  encore  en  un  système  de  deux  droites  menées  par  ce  même 
point.  La  même  conclusion  résulte  aussi  de  la  forme  que  prend 
l'équation  (20),  lorsque  le  plan  desa7,j  est  parallèle  au  plan  tangent 
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mené  par  le  point  (a*,  y,  -)•  Alors,  en  effet,  l'équation  (21)  ou  (25) 
se  réduit  à  ' 

(26)-  Ç  =  o, 

et,  en  combinant  celle-ci  avec  la  formule  (20),  on  trouve  pour  l'équa- 
tion de  la  liarne  ci-dessus  mentionnée 

Or,  il  est  facile  de  s'assurer  que  l'équation  (27)  représentera  une 
ellipse,  si  la  différence 

,    .,  d^-  Il  d-  a        [  ô-  u 

(28) 


dv'^  dy-       \dx  dy 

est  positive;  deux  hyperboles  conjuguées,  si  cette  différence  devient 
négative,  et  deux  droites  parallèles,  si  la  même  différence  se  réduit  à 
zéro.  Ajoutons  que  l'ellipse  se  transformera  en  un  cercle,  si  l'on  a 

d^'u        d-u  d- u 

(29) 


ôœ-       ôy'^  ôx  dy 

et  que  la  condition 
(3o)  •  R  — o, 

si  elle  est  vérifiée,  réduira  l'ellipse  au  point  (^,  j,  -),  ou  les  deux 
hyperboles  à  deux  droites  menées  par  ce  point.  Comme  on  peut 
d'ailleurs  choisir  arbitrairement  le  plan  des  x,  j,  le  raisonnement 
qu'on  vient  de  faire  est  évidemment  applicable  à  tous  les  points  de  la 
surface  proposée. 

Pour  que  l'équation  (21)  se  réduise,  comme  on  vient  de  le  sup- 
poser, à  l'équation  (2G),  il  faut  nécessairement  que  des  trois  quantités 

du       du       Ou 
dx^     dy       dz 

les  deux  premières  s'évanouissent,   ou   que  la  troisième  devienne 
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infinie.  Dans  le  premier  cas,  on  trouve 

(3,)  R==^, 

et  l'équation  (27)  devient 

,  J-  «  ^,  à-  Il    j.         à'  u    , ^  Ou 

da;-^  l)x  dy"'         dy'  âz 

Il  est  essentiel  d'observer  que,  pour  chaque  section  normale,  les 

coordonnées  l,  •/]  du  point  situé  à  l'extrémité  de  la  longueur  p'  véri- 
fient toujours  une  seule  des  équations 

qui  sont  comprises  l'une  et  l'autre  dans  la  formule  (27),  et  qui  cor- 
respondent la  première  à  l'équation  (iG),  la  seconde  à  l'équation  (17). 
Donc,  si,  dans  le  passage  d'une  section  normale  à  une  autre,  le  pre- 
mier membre  de  la  formule  (27)  change  de  signe,  il  faudra  substituer 
les  équations  (34)  et  (17)  aux  équations  (33)  et  (iC),  ou  récipro- 
quement; et,  par  suite,  les  rayons  de  courbure  de  ces  deux  sections 
normales  seront  dirigés  en  sens  contraires.  Au  reste,  cela  ne  peut 
arriver  que  dans  le  cas  où  la  différence  (28)  est  négative,  c'est-à-dire 
dans  le  cas  où  l'équation  (27)  représente  un  système  de  deux  hyper- 
boles conjuguées.  Alors  le  plan  tangent  à  la  surface  donnée  divise 
cette  surface  en  deux  parties,  et  l'une  de  ces  parties  renferme  les 
sections  normales  dont  le  rayon  de  courbure  se  dirige  dans  un  sens, 
tandis  que  l'autre  comprend  les  sections  normales  dont  le  rayon  de 
courbure  est  dirigé  en  sens  inverse.  Au  contraire,  lorsque  l'équa- 
tion (27)  représente  une  ellipse,  cette  équation  se  réduit,  pour  toutes 
les  sections  normales,  à  une  seule  des  formules  (33),  (34).  Donc 
alors  toutes  les  sections  normales  ont  leurs  courbures  tournées  dans 
le  même  sens,  ce  qui  suppose  que  la  surface  courbe  est  située  tout 
entière  d'un  môme  côté  du  plan  tangent. 
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Comme  le  rayon  tle  courbure  p  d'une  section  normale  est  le  carré 
du  rayon  vecteur  v^(^'  -^  y]-)  mené  du  point  (x,  y,  z)  à  la  ligne  (27), 
on  peut  affirmer  que  chacun  des  deux  plans  normaux  qui  passent  par 
les  deux  axes  de  cette  ligne  produit  une  section  normale  dont  le  rayon 
de  courbure  est  un  maximum  ou  un  minimum.  Nous  nommerons  ^ec- 
tions  principales  et  rayons  de  courbure  principaux  les  deux  sections 
normales  dont  il  s'agit  et  leurs  rayons  de  courbure.  Cela  posé,  il  est 
clair  que  les  plans  des  sections  principales  se  couperont  toujours  à 
angles  droits,  et  que  les  rayons  de  courbure  principaux  seront  dirigés 
dans  le  même  sens,  si  la  ligne  (27)  est  une  ellipse,  mais  en  sens  con- 
traires, si  la  ligne  (27)  se  transforme  en  un  système  de  deux  hyper- 
boles conjuguées.  Ajoutons  que  ces  rayons  de  courbure  représente- 
ront, dans  le  premier  cas,  une  valeur  minimum  et  une  valeur  maximum 
de  la  variable  p,  et  dans  le  second  cas,  deux  valeurs  minima  de  la 
même  variable.  En  d'autres  termes,  si  la  ligne  (27)  est  une  ellipse, 
les  sections  principales  seront  les  sections  normales  de  plus  grande 
et  de  moindre  courbure.  Mais  si  l'équation  (27)  appartient  à  deux 
hyperboles,  les  sections  principales  seront  l'une  et  l'autre  des  sections 
normales  de  plus  grande  courbure;  seulement,  leurs  courbures  seront 
dirigées  en  sens  contraires.  Dans  la  même  hypothèse  les  sections 
normales  dont  les  plans  renfermeront  les  asymptotes  communes  aux 
deux  hyperboles  auront  évidemment  des  courbures  nulles,  corres- 
pondant à  des  valeurs  infinies  de  p.  Donc  les  plans  des  deux  sec- 
tions dont  les  courbures  s'évanouiront  formeront  des  angles  égaux 
avec  les  plans  des  sections  principales. 

Lorsque,  la  différence  (28)  étant  positive,  les  conditions  (29)  sont 
vérifiées,  l'ellipse  représentée  par  l'équation  (27)  se  change,  comme 
on  l'a  dit,  en  un  cercle.  Alors,  toutes  les  sections  normales  ayant  des 
courbures  égales,  on  peut  désigner  sous  le  nom  de  sections  principales 
deux  sections  normales  quelconques  dont  les  plans  se  coupent  à 
angles  droits. 

Lorsque  la  différence  (28)  est  nulle,  la  ligne  (27)  se  réduit  à  un 
système  de  droites  parallèles,  que  l'on  peut  considérer  comme  repré- 
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sentant  une  ellipse  dont  le^rand  axe  est  devenu  infini.  Donc  alors  les 
sections  principales  correspondent  à  une  valeur  minimum  et  à  une 
valeur  infinie  de  p,  en  sorte  que  l'une  de  ces  deux  sections  a  une 
courbure  nulle. 

Si  la  quantité  R  s'évanouissait,  toutes  les  sections  normales  auraient 
des  rayons  de  courbure  nuls  ou  infinis. 

11  existe,  entre  les  rayons  de  courbure  principaux  et  les  rayons  de 
courbure  de  deux  sections  normales  dont  les  plans  se  coupent  à  angles 
droits,  une  relation  que  l'on  déduit  facilement  des  théorèmes  I  et  H 
de  la  quinzième  Leçon.  En  effet,  si  l'on  remplace  les  courbes  dont  il 
est  question  dans  ces  théorèmes  par  la  ligne  (  27  ),  les  carrés  des  rayons 
vecteurs  menés  à  ces  mêmes  courbes  se  changeront  en  rayons  de 
courbure  de  sections  normales  à  la  surface  donnée,  et  l'on  se  trouvera 
immédiatement  conduit  à  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si,  après  avoir  mené,  par  un  point  {pc,  y,  ^)  d'une  sur- 
face courbe,  deux  plans  rectangulaires  entre  eux  et  normaux  à  celte 
surface,  on  divise  successivement  l' unité  par  chacun  des  rayons  de  cour- 
bure des  deux  lignes  d'intersection,  la  somme  des  quotients  sera  une 
quantité  constante,  pourvu  que  dans  cette  somme  on  prenne  toujours 
avec  le  signe  -f-  les  rayons  vecteurs  dirigés  dans  un  certain  sens  à  partir 
du  point  (ce,  y,  r.),  et  avec  le  signe  —  les  rayons  vecteurs  dirigés  en  sens 
inverse.  Par  conséquent,  la  somme  dont  il  s'agit  sera  égale,  au  signe 
près,  à  la  somme  ou  'à  la  différence  des  quotients  relatifs  aux  rayons  de 
courbure  principaux . 

On  peut  encore  trouver  facilement  la  relation  qui  existe  entre  le 
rayon  de  courbure  d'une  section  normale  quelconque  et  les  angles 
formés  par  le  plan  de  cette  section  avec  les  plans  des  sections  prin- 
cipales. Pour  y  parvenir,  observons  d'abord  que,  dans  le  cas  où  le 
plan  tangent  à  la  surface  proposée  est  représenté  par  l'équation  (2()) 
et  devient  parallèle  au  plan  des  x,  y,  on  a,  pour  la  tangente  ii  chaque 
section  normale, 

(35)  C0Sy  =  O, 

(36)  cos-a  H- cos-(3  =  I. 
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Par  suite,  on  lire  de  la  formule  (i5) 

/ON  /i       à- a        ,  d-u  ^        d'^ii 

( on)  ()  =  ^-—  cos- a  +  2  ^j — V-  cos a  cos p  +  -r-r  cos^ ^. 

ox^  (jx  Oy  uy- 

La  valeur  précédente  de  Q  devient  encore  plus  simple  quand  on 
suppose  les  plans  des  x,  z  et  des  y,  z  parallèles  aux  plans  des  sections 
principales.  Alors,  en  effet,  l'équation  (27),  représentant  une  ligne 
du  second  degré  rapportée  ii  ses  axes,  ne  peut  plus  renfermer  le  pro- 
duit des  coordonnées  ^,  •/]  et  doit  se  réduire  à 

(38)  ^.-4-^r,^  =  ==R. 

ôx-  ■        Oy- 

On  a  en  conséquence 

(^9)  1 — r"  =  0' 

(Jx  oy 

Or,  en  vertu  de  cette  dernière  condition,  la  formule  Cà'j)  devient 

(^o)  Q  = -r-T  cos-a  4- -t—tCOs-S. 

(Jx-  oy- 

Comme  on  tire  d'ailleurs  de  la  formule  (36.) 
cos-(3::=i  —  cos-a  =  sin-a, 

il  en  résulte  que  l'équation  (4o)  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

^     '  ()x-  Oy- 

Cela  posé,  la  formule  (12)  donnera 

I         ,     i    /d^-it        „  à'- a    .    . 


p  R  \âx-  ây 

Soient  maintenant  po»  p\  l^s  rayons  de  courbure  principaux.  Comme, 
pour  obtenir  ces  deux  rayons,  il  suffira  de  poser  successivement,  dans 

la  formule  (4--*)»  a  =  o,  a  =  -5  on  trouvera 

.,„,  1,1^-//  i  i   d-u 

Oq  h  (Jx-  Pi  h  Oy 
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et,  par  suite,  l'équation  (42)  deviendra 

(44)  -  =:±  —  cos-a  ±:  —  sin-a. 

P  Po  Pi 

Il  est  essentiel  d'observer  que  y-^?  ^— j  sont  des  quantités  de  même 

signe  dans  le  cas  où  l'équation  (38)  représente  une  ellipse,  et  des 
quantités  de  signes  contraires  dans  le  cas  où  la  même  équation  repré- 
sente deux  hyperboles  conjuguées.  On  en  conclut  immédiatement  que 
l'équation  (44)  se  réduit,  dans  le  premier  cas,  à  la  formule 


(45)                                       -  =  —  cos^a  + 

P        Po 

—  sm-a 
Pi 

et,  dans  le  second  cas,  à  la  formule 

(46)                                      ±-  =  ~cos'-a- 

P         po 

I     .    „ 
^sm-a, 

pi 

le  premier  membre  devant  être  affecté  du  signe  h-  ou  du  signe  — 
suivant  que  le  rayon  de  courbure  p  est  dirigé  dans  le  sens  du  rayon  p^ 

ou  dans  le  sens  du  ravon  p..  Si  les  dérivées  -.-ir,  -^  deviennent 

'  oa:-     ôy- 

égales,  la  courbe  (38)  sera  un   cercle.  En   même   temps,   on  aura 

p^=^po,  et  l'équation  (45)  donnera,  comme  on  devait  s'y  attendre. 

Si  l'une  des  quantités  -t-t,^  -^-v  s'évanouit,  la  li^ne  (^38)  sera  ré- 

^  ox'    ôy-  G       \      / 

duite  à  un  système  de  deux  droites  parallèles.  En  même  temps  l'un 
des  rayons  p„,  p,  deviendra  infini  et  disparaîtra  de  la  formule  (4^1)- 
Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  -y-y  =  o,  on  aura  p,  —  3d,  et  la 
formule  (44)  donnera 

(4?)  -  m  —  cos-a. 

.  p         po 

Alors  Po  sera  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui  aura 
pour  tangente  la  perpendiculaire  menée  aux  deux  parallèles  par  le 

point  (a;,  >',  :;). 
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Si  l'on  ajoute  à  la  valeur  de  -  donnée  par  la  formule  (44)  ce  que 

7T 
2 


devient  cette  valeur  quand  on  y  remplace  a  par  a  -h  ^5  on  trouvera 
pour  somme 


Po~  pi 


ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  de  la  page  349- 

Concevons  à  présent  que  l'on  veuille  déterminer  dans  l'espace, 
pour  un  point  quelconque  {x,y,  z)  de  la  surface  donnée,  les  direc- 
tions des  tangentes  aux  sections  de  courbure  principales  et  les  rayons 
de  courbure  principaux.  Il  suffira  évidemment  de  chercher  le 
maximum  et  le  minimum  ou  les  deux  minima  du  rayon  de  courbure 

(48)  p=:^2^Tn2  +  CS 

en  supposant  les  coordonnées  l,  y],  l  liées  entre  elles  par  les  équa- 
tions (20)  et  (21).  Par  suite,  on  reconnaîtra  que  les  valeurs  de^,-r],  l 
correspondant  aux  rayons  de  courbure  principaux  doivent  vérifier  la 
formule 

(49)  'Ed^-hridn^^dK  =  o, 

après  qu'on  a  éliminé  de  cette  dernière  d^,  du]  et  d'Ç,  à  l'aide  des 
équations  différentielles 


(5o) 


/  d-u     ^         à'  u 

\ôx'-     '       ôx  oy 

à-  u    V         à'  u  à'  u    S\  ,         /   à-u    .         à'  u  à- u     . 


d^u 

-:^)di 

ùx  âz 

ô'-u 
ôyOz 

^)dn 

du 

-^Ty 

dn  + 

ôxôy^        ây-  ôydzy  \ôxâz^       ôyôz  ôz'- 


ôu   ,.,       du   .         du 
(5i)  -^di-^-T-dn-\--r-dl  =  Q. 

^     '  dx    ^       dy  dz 

Cela  posé,  si  l'on  ajoute  membre  à  membre  les  formules  (49),  (5o) 
et  (5i),  après  avoir  multiplié  la  première  et  la  troisième  par  des  fac- 
teurs indéterminés  —  S,  —  T,  on  prouvera,  en  raisonnant  comme 
dans  la  quinzième  Leçon  (p.  277),  qu'on  peut  éliminer  ces  facteurs 
de  manière  à  faire  évanouir  dans  l'équation  résultante  les  coefficients 
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des  différentielles  d\,  di],  dC,  c'est-à-dire  de  manière  à  vérifier  les 
trois  équations 


(Sa; 


dxdy 


dx  dy  ''         âv^ 
â^  u    y.         à-  u 


dx  Oz 


âyd: 


Ojc  Oz  ^  dx 

à-u  au 

~ — V-  Ç  =  s  Y)  4-  1  —  ) 
ây  àz  ây 

ôz-^     Ç-S.  +  l^. 


Si  l'on  ajoute  ces  dernières,  après  les  avoir  respectivement  mul- 
tipliées par  les  coordonnées  H,  y],  'C,  on  trouvera,  en  ayant  égard  aux 
formules  (20),  (21)  et  (48), 

±  \\ 


(53) 


±Kr=:S?,  Srr: 


Q. 


Le  facteur  S  ne  différera  donc  pas  de  la  quantité  précédemment 
désignée  par  la  lettre  Q.  En  conséquence,  les  équations (32)  pourront 
être  remplacées  par  les  suivantes  : 


(54) 


â-u    ,. 


Q 


0-  u 
Ox  ây 


ôx  ôz  dx 


ôx  dy  ^' 


\    âx  dz^ 
et  l'on  en  conclura 


<Pu 

â'u 
(JyOz 


^  .  d-u 


à-  u 


Q  C 


à  y 
™  au 


(55) 


[()'•  u      à'- u 
âz  ôx  ôy  àz 

)u  r  à-  u      0^  u 
)z  L  dy  dz  ôx  ôy 

I   —  i  ^^"  r  '^^  "  ^*  " 

l  \ôx  \^ôz  dx  ôy  ôz 


ou 
ôy 

ou 


ô'-  u 
Ôy  ôz 

ô'^u         .\    ô' u 

'ô7^~  -jjx 


ÔHi 


ôy 

O  )  -^-'i- 
^     ôz  ôx 


ô-  u  \     ô-  u 

ôz'-        "/  ôx  ôy 


(56: 


'"'[(^-oV'"" 


Iôy  W  ôz^        ^y  \ôx 
ou 

OEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  V 


0 


ôz  ôx 


u  r  ô^u    ô^i /ô^u  _    y  ô'u  • 

z  \^ôx  ôy  ôz  ôx       \ôx'^  J  ôy  ôz 


40 
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du  r  ô'^u 


(57) 


d_ 

ày 


à-  u         /  d"^  a 
dx  ôy       \ày- 


^)~dzdx\ 

u  r   d^u      dHi    _  fd^  _     \    (V-u    1 
y  Yôxdy  dz  dx       \ âx^  )  dy  dz\ 


X  désignant  un  coeiricicnt  dont  la  valeur  se  déduira  de  la  formule  (48). 
En  effet,  si  l'on  combine  celle-ci  avec  les  équations  (55),  (56),  (57), 
on  en  tirera 


(58) 


u  -H    ^ , 


U-  désignant  la  somme  des  carrés  des  coefficients  de  «dans  les  valeurs 
de  l.  Y],  t  données  par  les  trois  équations  dont  il  s'agit.  De  plus,  la 
substitution  de  ces  valeurs  dans  la  formule  (21)  produira  l'équation 


(%) 


dx) 
d_a\- 

OyJ 

du 
dz 

du  du 
dy  dz 

du  du 
d 

du  du 


m-' 


dz-'        ^ 

d^u 
dx- 

d'u 


d' u 


-Q 


0 

d'  u 


dx^       ^ 

d'-u 

dy' 


Q 


dydzj   J 

d'u  yi 

dz  dx  J  J 

d'u  Y1 
dxdy)  J 


d- u     /d-u 


-0 


o 


dx  dy  dz  dx       dy  dz  \dx 

u  du  r   d'u      d'-u^  _    d-u     / d"- u 
'z  dx  Idyclz  dxlfy       dz  dx  \  dy' 

u  r    d"-u      d-u    _    d'u     /d-u  _  ^A"l 
y  L dz  dx  dydz       dxdy  \dz'        "/J' 


dx  dy 

qui  est  dû  second  degré  par  rapport  à  Q,  et  dont  les  deux  racines  sont 
les  deux  valeurs  de  Q  correspondant  aux  rayons  de  courbure  princi- 
paux. Lorsqu'on  aura  calculé  ces  mêmes  racines  pour  un  point  (0^,7,  s) 
de  la  surface  donnée,  l'équation  (53)  fournira  immédiatement  les  va- 
leurs des  deux  rayons  de  courbure  principaux,  et  l'on  déduira  des 
formules  (55),  (56),  (57)  réunies  à  l'équation  (58),  les  coordonnées  ^, 
•/),  l  de  quatre  points  situés  sur  les  tangentes  aux  sections  principales. 
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Enfin,  si  l'on  combine  les  formules  (55),  (56),  (07)  et  (58)  avec  les 
équations  (18),  on  obtiendra  les  suivantes  ; 


COSarz  ± 


U 


(60) 


(PlU 


cosj3 


du  [fà^ii      n\/^^""       n 
àx  Wdj-        ^)\(Jz' 

Ou  r  d'^u     d^u 
<)y  \^âz  ôx  ùy  àz 

du  r 

r  d'-u  _ 

L  dz  dx  i) 


O 


7)yàz 

<P  u 
ôx  à  y 


à^  u      d"^  u  /  ô- u        „ 

ây  ôz  dx  Oy       \ày'-  )  Ozôx 


du 
ôx 


(61) 


du 


(Pu^ 
)yâz 

ày  [(^~^VV^ 

du  r   d' u      d-  u 

dz  \^dx  dy  dz  d^ 


d-  u 


Q 


o 


dx 


(Pu_ 
dx- 


Q 


d'  a 
dx  Oy 

d'-  u 
dz  dx 

d'u 


cosy  —  ±: 


du 
dx 


(62) 


dy 

du 
d 


dy 
dUi 


[d-  u      d^-  u 
dy  dz  dx  d^ 

u  r   d^u 
y  \_a-rd: 

u  r  / d- u 
z  Wdx"' 


d^ 
dy 


-0 


dyd 
d'-u 


dy  dz  dx       \  dx 


()'  u 


(Pu 

à/' 


:    -  0 


0 


dz  dx 

d-  u 
dydz 

d-  u 
dx  dy 


qui  serviront  à  déterminer  les  angles  a,  ^,  y  formés  par  les  tangentes 
aux  sections  principales  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives. 
Il  importe  d'observer  que,  dans  chacune  des  trois  équations  (60),  (61) 
et  (62),  on  devra  réduire  le  double  signe  ±:  au  signe  4-,  quand  la 
tangente  à  l'une  des  sections  principales  sera  prolongée  dans  un  cer- 
tain sens,  et  au  signe  —,  quand  la  même  tangente  sera  prolongée  en 
sens  inverse. 

Ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre,  l'équation  (59)  est  semblable  à  la 
formule  (i45)  (quinzième  Leçon),  de  laquelle  on  la  déduit  en  rem- 
plaçant les  quantités  . 

cosX,     cosfji,     cosv;     A,     B,     C,     1),     E,     F     et    ,?, 


par  les  quantités 


du 
dx 


du 
dy' 


du 
d^' 


dUi 
dx^ 


dUi 
ày^' 


d-u 


d'u 
dydz' 


dUi 


d-  u 


dz  dx       dx  dy 


-      cl     Q. 
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Lorsque  les  variables  x,  y,  z  sont  séparées  dans  l'équation  (i), 
c'est-à-dire  lorsque  la  fonction  u  se  divise  en  trois  parties  dont 
chacune  renferme  une  seule  des  variables  ^,  j,  .5,  on  a,  pour  tous  les 
points  de  la  surface  donnée, 


(63) 


(T'ii 


d'u 


=  o, 


ôf  dz  '  dz  ôx 

Alors  les  formules  (54)  deviennent 


Ox  ôy 


o. 


(64,  (0-q)ç=t:;^: 


d-  a  \  dû 


à'-  Il 


QC  =  T 


du 
dz 


et,  en  substituant  les  valeurs  de  l,  yj,  C  tirées  de  ces  formules  dans 
l'équation  (21),  on  obtient  la  suivante  : 


(65) 


(^y 


+ 


m 


âuV 
dz 


0-u  '    ô^u       ^ 


(Pu 

âz' 


=  o. 


0 


Dans  la  même  hypothèse,  on  conclut  des  formules  (64)  combinées 
avec  l'équation  (48) 


(66)    T  — 


puis,  en  ayant  égard  aux  formules  (18),  on  trouve 


O^-u        \  (  ù^  u         . 


ITz 


2  —  Q  )  cosy 


(67) 


ou 
dx 


Ou 

<)y 


du 


dx^       ""/  \dy^        "/  \t^^- 

11  sutfit  de  joindre  cette  dernière  aux  formules  (12)  et  (65)  pour 
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déterminer,  dans  l'hypothèse  admise,  les  directions  des  tangentes  aux 
sections  principales  et  les  rayons  de  courbure  principaux. 

Appliquons  maintenant  les  formules  que  nous  venons  d'établir  à 
quelques  exemples. 

Exemple  I.  —  Concevons  que  la  surface  donnée  se  réduise  h  celle 
de  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation 

(68)  :^4-^V^=i. 

a-        b'        c- 

On  pourra  prendre 

__  I  (x"'    ,    y 


"-     •     ^    '    b-^ 


et  l'on  aura,  par  suite, 


du          X 

dx         a^ 

du          y 
'dy    ~W 

du          z 

dz      '"'(? 

â^U             I 

d-  u         I 

d'u        I 

dx-        a- 

dy^  -  b'-' 

dz'    "  c' 

T^  > 


Cela  posé,  les  formules  (65),  (12)  et  (67)  deviendront 

^  -1/2  r;2 

^^^^  a'^(i-Qa-)  "^  b^i-Qb')  "^  c'-{i-Qc')  ~  ^' 

(70)  ■  ^=±q(^^^^^\  .       ■ 

p  \a*         b*         c*  J 

!  (r  —  Qa^)cosa  _  (i  — Q^>^)  cosj3  _  (1  —  Qc'-)cosy 
\  X  ^~  y  ~  z 

(70  ^  ,  .  ,   -4 

Ces  dernières  suffisent  pour  déterminer,  en  chaque  point  de  l'ellip- 
soïde, les  directions  des  tangentes  aux  sections  principales  et  les 
deux  rayons  de  courbure-principaux.  De  plus,  en  retranchant  l'équa- 
tion (69)  de  l'équation  (68),  on  trouvera 

X^                         y-                          ^2 
(72)  ■ \ -^^ 1 =1. 

'''-^Q      "'^Q      "-Q 
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Or,  il  résulte  de  la  formule  (72)  que,  si,  après  avoir  calculé  l'une 
des  valeurs  maximum  ou  minimum  de  la  variable  Q,  on  construit  un 
nouvel  ellipsoïde  dont  les  demi-axes  a,  b,  c  soient  déterminés  par  les 
équations 

(73)  a2=:a2-^,  \i---b^—}-,  c^=c.2-^, 

ce  nouvel  ellipsoïde  passera  encore  par  le  point  {x,  y,  z).  On  peut  re- 
marquer que  les  sections  faites  par  les  plans  coordonnés,  dans  l'ellip- 
soïde proposé  et  dans  le  nouvel  ellipsoïde,  seront  décrites  des  mêmes 
foyers  ;  car  on  aura 

Exemple  IL  —  Concevons  qu'après  avoir  tracé,  dans  le  plan  des  x,  y, 
une  courbe  représentée  par  l'équation 

(75)  y^-f{^), 

on  fasse  tourner  cette  courbe  autour  de  l'axe  des  ^.  Elle  engendrera 
une  surface  de  révolution,  dans  laquelle  la  distance  du  point  {x;y,  z) 
à  l'axe  des  x,  savoir  Vj''  -^  •s%  sera  équivalente,  au  signe  près,  à  l'or- 
donnée/(a;)  de  la  courbe  génératrice.  On  aura  donc,  pour  tous  les 
points  de  la  surface,  sjy-  h-  ^^  =  ±.f{x),  ou 

(-6)  7^-i-.-^=3[/(^)]S 

et  l'on  pourra  prendre 

«=.ljj^+.^-[/(,r)]^j. 

On  trouvera,  par  suite 

'^'^  /•/     s  rr/     N  du  du  _ 

£;--![/'(-)P+/(-)/"(-^)^      ^=^      -^^-'- 

Cela  posé,  on  tirera  de  la  formule  (65) 
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puis,  en  remettant  pour  j- h-  :;-  sa  valeur  [/(^)]",  on  en  conclura 

On  aura,  d'ailleurs, 


et,  en  conséquence,  la  formule  (12)  donnera 


(79)  P  =  ± 


/"(^) 


La  valeur  précédente  de  p  est  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
génératrice,  qui  coïncide  effectivement  avec  l'une  des  sections  princi- 
pales de  la  surface  de  révolution.  Quant  au  rayon  de  courbure  de 
l'autre  section  principale,  il  sutTira,  pour  le  déterminer,  de  revenir 
aux  équations  (64),  qui,  dans  le  cas  présent,  se  réduiront  à 

(  80  )  ^ 

I  ('-Q)vi=Ï7,         {i-Q)K  =  Tz. 

En  effet,  on  vérifiera  ces  trois  équations  en  prenant 

(81)  ^     .  Q  =  i,        T--=o,        Ez=o. 

Par  suite,  la  formule  (12)  donnera  pour  le  rayon  de  courbure 
cherché 

(82)  p  =  ±R=±f(œ)\i-^~[/'{.x)Y\\ 

Donc  ce  rayon  de  courbure  se  confondra  toujours  avec  la  normale  N 
de  la  génératrice  [voir  la  formule  (5),  page  56].  De  plus,  comme  la 
dernière  des  formules  (81),  savoir  ^  =  o,  entraînera  l'équation 

(83)  .  cosa— o, 

il  est  clair  que  la  section  principale,  correspondant  au  rayon  de 
courbure  dont  il  s'agit,  aura  pour  tangente  une  droite  comprise  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  œ. 

Les  formules  générales  précédemment  obtenues  se  simplitîent  lors- 
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qu'on  suppose  l'équation  de  la  surface  résolue  par  rapport  à  z,  et  ré- 
duite à  la  forme 

(84)  z=fix,y). 

Concevons  que  dans  cette  hypothèse  on  fasse,  pour  abréger, 

^/(^'  y)  _  àf{x,y)  _ 


dx 
(85) 


ô'f{x,y) 


ÔJc-  Ox  ôy 

Alors,  en  posant 


t. 


on  trouvera 


«=/(^,  r) 


du  du  du 

ôx  ôy  '  oz 

J*  u     ô'''  a     à'-  u     

d'-  u  0-  u  d^  u 

o,  -T — ^,—  ==  o,  -T — — -  =  s. 


dy  dz  âz  dx  ôx  ôy 

Par  suite,  les  formules  (lo),  (i5)  et  (23)  donneront 


(86)  R--v'i+yy'+7-, 

(87)  .  Q  ru /'cos-a  4- 2  5cosa  cos|3  H- ^  cos-|3, 

(88)  /?  cosa  +  7  cos|3  =  cosy, 

tandi:^  que  les  formules  (20)  et  (21)  se  réduiront  à 

( 89)  /-t-  H-  2 5^r)  +  trC-  :--  ±  R, 

et 

(90)  pl+qn  —  X. 

Telles  seront,  dans  l'hypothèse  admise,  les  deux  équations  de  la 
courbe  plane  qu'on  obtient  en  portant,  à  partir  du  point  (x,  y,  z),  sur 
la  tangente  à  chaque  section  normale,  des  longueurs  égales  à  la  ra- 
cine carrée  du  rayon  de  courbure  de  cette  même  section.  Comme  la 
première  de  ces  équations  renferme  seulement  les  coordonnées  ^,  y], 
il  est  clair  qu'elle  représente  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  361 

des  x,y;  et  comme,  d'après  la  forme  de  l'équation  (89),  cette  pro- 
jection se  réduit  évidemment  à  une  ellipse  ou  à  deux  hyperboles 
conjuguées,  ou  au  système  de  deux  droites  parallèles,  ou  enfin  au 
système  de  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  (^,y,  -),  on  peut 
affirmer  que  la  courbe  en  question  se  réduira  elle-même  à  l'une  des 
lignes  qu'on  vient  de  nommer.  On  déduira  sans  peine  de  cette  re- 
marque les  diverses  conséquences  auxquelles  nous  sommes  déjà 
parvenus  en  partant  des  formules  (20)  et  (21). 

Quant  aux  rayons  de  courbure  principaux,  ils  seront  toujours  déter- 
minés par  la  formule  (49)»  de  laquelle  on  devra  éliminer  dl,  dy]  et  dZ. 
par  le  moyen  des  équations  différentielles 

(9O  {r'^-^s-n)d'i+{st,-i- tn)d-f]  =  o, 

(  99.  )  pdl-+-qdf]z=  d^. 

Or,  si  l'on  élimine  d'abord  dÇ  entre  les  formules  (49)  et  (92),  on  aura 

(^ -i-yoÇ)  t/ï  +  (yh- ^C)  afin  —  o, 
et  l'on  conclura  de  cette  dernière,  comparée  à  l'équation  (91), 
^  rl  +  sn  _  s^-i-  t-n  _  g(/-g-i-^Y])  -^r]{s^-htn) 

Si  maintenant  on  a  égard  aux  équations  (89) ,  (90)  et  (48),  on  trouvera 
simplement 

(qz-n  ''l  +  '^^ ^        sl  +  t-n        ^_^R^Q 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

^"^  \   {s-pqQ)-^-h[t-{i-+-q')Q]-n=o. 

Pour  déduire  des  formules  (95)  la  valeur  de  Q  il  suffira  d'éliminer 
entre  elles  les  coordonnées  ^,  y].  En  opérant  ainsi,  on  obtiendra  l'équa- 
tion du  second  degré 

(96)  [r~{,  +  p'^)Q][l-{i-^q^)Q]-{s-pqQy-=:o, 

OEuvres  rfe  C.  —  S.  II,  t.  V.  46 
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qui,  étant  développée,  se  réduit  à 

(97)      ('  -^P'-^fJ-)Q-  —  [(i  +  Z^'V  —  ^pqs-{-  {i  -^  q-)  r]Q  -}-  rt  —  s""  =1  o. 

De  plus,  la  tornuile  (12)  donnera 

P  \/ 1 -f- p^ -+- q- 

Knfin  on  tirera  des  équations  (9.1)  et  (90) 

i  5  -  z?'/  Q  ~'  (  1+  jy  )Q  —  f      ps  —  qr  -1-  vQ 

^99)  ;  _^  p-lvT::^^. 


et  par  suite,  en  ayant  égard  aux  formules  (18), 
cosa      cos[3  cosy 


S  —  pqQ         {i-^p-)Q  —  r        ps  —  qr^qÇ) 

(100)  ;  / 


[(i  +  /;^).9-/?7/-p  +  (n-/>^4-V^)[(i+/.^)Q-A-]^P 


L'équation  (97)  fournit  évidemment  deux  valeurs  réelles  de  la  quan- 
tité Q.  En  eflet,  les  deux  racines  de  cette  équation  sont  comprises'dans 
la  formule 

h-^p'')t-ipqs+{i  +  q-)r±:\[{A-^p'-)t-'2pqs-\-{i+q^)rY-[^{i-\-p-+q^){rt-s')']\\ 

2(1 +/>--+- 7'-) 

et,  comme  on  a  identiquement 

i    \{\+lf-)t  —  ipqs  +  {i-\-q'-)rY-~^{\-\-p'--\~q''){rt-s''-) 
(10^)     '       _  !(i+/>^)[(  I  +  />^)^ -  (  r  +  v^)/-]  +  -^pqjpqr -  ( i  -f-/>^).9]  j^  +  4(  i +/>^+ y ^-)[/jy/--- (  i +//')■<]- 

il  en  résulte  que,  dans  la  formule  (loi),  le  polynôme  renfermé  sous  le 
radical  est  essentiellement  positif.  Après  avoir  calculé  les  deux  racines 
réelles  de  l'équation  (97),  il  suffira  de  les  substituer  dans  la  for- 
mule (98),  pour  obtenir  les  valeurs  des  deux  rayons  de  courbure 
principaux,  et  dans  la  formule  (100),  pour  déterminer  les  directions 
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des  tangentes  menées  parle  point  (.a?,  j,  :;)  aux  sections  principales. 
On  reconnaît,  à  la  seule  inspection  de  la  formule  (97),  que,  dans 
le  cas  où  l'on  a 

(  I  o3  )  rt  —  s^  >  o, 

les  deux  valeurs  de  Q  correspondant  aux  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux sont  des  quantités  de  même  signe.  Donc  alors  ces  rayons  de 
courbure  sont  dirigés  dans  le  même  sens  et  représentent  les  valeurs 
maximum  et  minimum  de  la  variable  p.  Si  l'on  avait 

(104)  rt  —  5-<;o, 

les  deux  racines  de  l'équation  (97)  seraient  des  quantités  de  signes 
différents,  et  les  rayons  de  courbure  principaux,  dirigés  en  sens  con- 
traires, représenteraient  deux  valeurs  minima  de  la  variable  c.  Enfin, 
si  l'on  avait 

(io5)  rt  —  s°^  =zo^ 

l'une  des  racines  de  l'équation  (97)  s'évanouirait,  et  la  valeur  maximum 
de  p  deviendrait  infinie;  donc  alors  l'une  des  sections  principales 
aurait  une  courbure  nulle.  Il  est  aisé  de  s'assurer  que  cette  circon- 
stance a  lieu  en  chaque  point  d'une  surface  développable  :  par  consé- 
quent, les  valeurs  de  r;  s,  t  tirées  de  l'équation  d'une  semblable  surface 
vérifient  la  formule  (io5),  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées 
aux  coordonnées  a;,  j,  z. 

Les  deux  racines  de  l'équation  (97)  deviennent  égales  entre  elles, 
dans  le  cas  où  l'expression  (102)  s'évanouit,  ce  qui  ne  peut  arriver  à 
moins  que  l'on  n'ait  à  la  fois 

pqr  —  {\  +p-)s  =  o,  {\+ p^)t  —  {\-\-q'')r  =  o, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 
(106) 


,ç 


i-^p-      pq        \ -V  q- 
Or,  dans  cette  hypothèse,  on  tire  de  la  formule  (loi),  et  même  (h? 
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la  formule  (96) 

00;)  Q=T-^       ■' 


p-    .   pq         i  +  q- 

Donc  alors  toutes  les  valeurs  des  variables  Q  et  p  deviennent  égales 
entre  elles,  ce  qui  s'accorde  avec  une  remarque  déjà  faite  (p.  348). 
Alors  aussi  les  valeurs  de  cosa,  cos[3,  cosy,  déterminées  par  les 
équations  (roo),  deviennent  indéterminées. 

Pour  que  les  rayons  de  courbure  principaux  soient  égaux  et  dirigés 
en  sens  contraires,  il  est  nécessaire  que,  dans  l'équation  (97),  le 
coefficient  de  Q  s'évanouisse,  et  que  l'on  ait  en  conséquence 

(108)  '  {i-\-p'-)t  —  2p(js -\- {i -h  q-)r^=  o. 

Nous  ne  terminerons  par  cette  Leçon  sans  rappeler  que  c'est  Euler 
qui  le  premier  a  établi  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces,  et 
montré  les  relations  qui  existent  entre  les  rayons  de  courbure  des 
diverses  sections  faites  dans  une  surface  par  des  plans  normaux.  Les 
recherches  de  cet  illustre  géomètre,  sur  l'objet  dont  il  s'agit,  ont  été 
insérées  dans   les  Mémoires  de  l'Académie  de   Berlin  (année  1760). 


CALCUL  DIFFERENTIEL.  365 


YIN&TIÈME   LEÇON. 


RAYONS  DE  COURBURE  DES  DIFFÉRENTES  COURBES  QUE  L'ON  PEUT  TRACER  SUR  UNE 
SURFACE  DONNÉE.  DES  SURFACES  QUI  SONT  OSCULATRICES  l'uNE  DE  l'aUTRE  EN 
UN    POINT    QUI    LEUR    EST    COMMUN. 


Considérons  toujours  une  surface  courbe^  représentée  par  l'équa- 
tion 

(l)  «  =  0, 

dans  laquelle  u  désigne  une  fonction  des  coordonnées  rectangu- 
laires X,  y,  z;  et  concevons  que,  sur  cette  même  surface,  on  trace 
une  courbe  qui  renferme  le  point  {x,  y,  z).  Si  l'on  nomme  s  l'arc 
de  cette  courbe,  et  p  son  rayon  de  courbure  correspondant  au  point 
{x,y,  z),  les  cosinus  des  angles  formés  par  ce  rayon  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives  seront,  en  vertu  des  formules  (3)  de  la 
dix-huitième  Leçon, 

,    ,  d^œ  d'y  d'-z 

^'^  P^'      Pd^'      P^- 

Si,  de  plus,  on  élève  par  le  point  (or,  y,  z)  une  normale  ii  la  surface 
courbe,  et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

les  cosinus  des  angles  compris  entre  la  normale  prolongée  dans  une 
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certaine  direction  et  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  seront 
respectivement  [voir  les  formules  (8)  de  la  quatorzième  Leçon  J 

1    àii         i    du        ^    du 
^^^  \\à^''     Tiây'     Viâ^' 

Cela  posé,  soit  o  l'angle  formé  par  la  direction  de  la  normale  avec  la 
direction  du  rayon  de  courbure.  On  conclura  de  la  formule  (/\S)  des 
Préliminaires  que,  pour  obtenir  coso,  il  suffît  de  multiplier  les  expres- 
sions (2)  par  les  expressions  (4),  et  de  faire  la  somme  des  produits. 

On  aura  donc 

du  „         du  ,,         du 
---d-x  -\-  -r-  d-y  -H  3-  «"  - 
/K.  ^       p  dx  dy     -"        dz 

(5)  cos.=  -^  ^, 

Si  d'ailleurs  on  désigne  par  a,  p,  y  les  angles  que  forme  la  tangente 
à  la  courbe,  prolongée  dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives,  et  si  l'on  différentie  deux  fois  de  suite 
l'équation  (i),  on  en  tirera,  comme  dans  la  dix-neuvième  Leçon, 

au   ,,         du  -,         au  j^  /^  I  o 

(6)  -— d-x -{- -r- d^  y -\- ^-d-z=— Qds-, 
^    '  dx  dy  dz 


/  ^       d-u  _    ^         d- u       ^^d'u 

l  O  =  -r— ,  cos-a  +  -— -  cos-S  +  -5—,  cos-y 

\   "       dx-  dy-  ^       dz- 

7) 


la  valeur  de  Q  étant  déterminée  par  la  formule 

d- u        ,  d- u        .^.    d-u 

dy'-         ^       dz- 

ï  d-  u  r,  d-  u  d-  u  „ 

f  H-  2  - — r-  cosp  cosy  +  2  -T — r-cosy  cosa  -i-  2  - — ^  cosa  cosp. 

l  dydz        '         '  dzdx        '  dx  dy 

Par  conséquent  la  formule  (5)  donnera 

^  P    r\  COSO  Q 

(8)  coso=:-^Q,  ——=--; 


et  l'on  en  conclura 


R 


(9)  pzzr-^COSO. 
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Des  trois  quantités  R,  Q  et  o,  comprises  dans  le  second  membre  d<' 
l'équation  (9),  la  première,  savoir  R,  dépend  uniquement  de  la  position 
du  point  (ce,  y,  z-)  sur  la  surface  (i).  La  seconde  quantité,  savoir  Q, 
dépend  à  la  fois  de  cette  position  et  de  la  direction  de  la  tangente 
menée  par  le  point  (x,  j,  z)  à  la  courbe  tracée  sur  la  surface.  Quant  à 
la  quantité  0,  elle  représente  toujours  l'un  des  deux  angles  aigu  et 
obtus  formés  par  le  plan  osculateur  de  la  courbe,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  par  la  normale  principale  de  la  courbe  avec  la  normale  à 
la  surface,  cette  dernière  normale  étant  prolongée  dans  un  certain  sens. 
Cela  posé,  il  est  clair  que,  si  l'on  donne,  avec  le  point  (x,  r,  z),  la 
tangente  à  la  courbe  et  le  plan  osculateur,  les  quantités  Q  et  R  seront 
connues,  ainsi  que  la  valeur  numérique  de  cos§.  Donc  alors  on  pourra 
déterminer,  par  le  moyen  de  la  formule  (9),  le  rayon  de  courbure  0. 
De  plus,  comme  les  quantités  p  et  R  sont  essentiellement  positives, 
on  peut  conclure  de  l'équation  (9)  que 

(10)  cosô        et        Q 

seront  toujours  des  quantités  de  signes  différents.  A  l'aide  de  cette 
remarque,  on  déterminera  immédiatement  le  signe  de  cos5  et,  par 
conséquent,  le  sens  dans  lequel  on  devra  porter  le  rayon  de  courbure  p 
sur  la  normale  principale  de  la  courbe  proposée. 

De  ce  qu'on  vient  de  dire  il  résulte  :  i"^  que,  si  deux  courbes  tra- 
cées sur  la  surface  (i)  ont  le  même  plan  osculateur,  elles  auront  aussi 
le  même  rayon  de  courbure;  2"  que,  si  ces  deux  courbes  ont  la  même 
tangente  sans  avoir  le  même  plan  osculateur,  leurs  rayons  de  cour- 
bure seront  proportionnels  aux  cosinus  des  angles  que  leurs  normales 
principales  formeront  avec  la  normale  à  la  surface  donnée.  Dans  le  cas 
particulier  où  le  plan  osculateur  d'une  courbe  devient  un  plan  normal 
à  cette  même  surfiice,  on  a  nécessairement 

(11)  cosô  =  ±:i, 

le  signe  -f-  ou  —  devant  être  admis  suivant  que  le  rayon  de  courbure 
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est  dirigé  dans  un  sens  ou  dans  un  autre;  et  l'équation  (9)  se 
réduit  à 

Cette  dernière  coïncide  avec  la  formule  (12)  de  la  dix-neuvième  Leçon. 
Il  suffit  de  la  comparer  à  l'équation  (9)  pour  établir  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  I.  —  Concevons  qu'une  courbe  quelconque  étant  tracée  sur 
une  surface,  on  mène,  par  la  tangente  à  la  courbe  en  un  point  donné 
(x ,  r,  :;),  un  plan  normal  à  la  surface.  Le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  sera  le  produit  du  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  par  le 
plan  normal  et  du  cosinus  de  l'angle  aigu  compris  entre  ce  même  plan 
et  le  plan  osculateur  de  la  courbe. 

On  peut  aisément  vérifier  le  théorème  qui  précède  dans  plusieurs  cas 
particuliers.  Ainsi,  par  exemple,  si  par  un  point  donné  sur  une  sphère 
on  fait  passer  un  grand  cercle  et  un  petit  cercle  qui  aient  en  ce  point 
la  même  tangente,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  le  rayon  du  petit 
cercle  est  équivalent  au  rayon  de  la  sphère  multiplié  par  le  cosinus  de 
l'angle  aigu  compris  entre  les  plans  des  deux  cercles. 

Concevons  encore  qu'après  avoir  tracé,  dans  le  plan  des  x,  y,  une 
courbe  représentée  par  l'équation 

(i3)  y  =  /(^), 

on  considère  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  cette  courbe 
autour  de  l'axe  des  x,  et  que  l'on  demande  le  rayon  de  courbure  p  de 
la  section  faite,  au  point  {x,  y,  z)  de  la  surface,  par  un  plan  normal 
à  la  courbe  génératrice.  L'angle  aigu  compris  entre  ce  plan  normal  et 
le  plan  mené  par  le  point  (a?,  r,  z)  perpendiculairement  à  l'axe  des  a? 
sera  évidemment  égal  à  l'inclinaison  c  de  la  courbe  génératrice  par 
rapport  au  même  axe.  Donc,  puisque  le  second  plan  coupera  la  surface 
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(le  révolution  suivant  un  cercle,  le  rayon  de  ce  cercle  sera  équivalent 
au  produit  pcosT.  D'ailleurs  le  rayon  dont  il  s'agit  se  confondra,  au 
signe  près,  avec  l'ordonnée  /(^)  de  la  courbe  génératrice.  On  aura 
donc 

(i4)  pcosz  =  ±f{jo). 

Enfin,  comme  la  dernière  des  formules  (G)  de  la  première  Leçon 
donnera 

(i5)  cosr  = 


on  tirera  de  l'équation  (i4) 


(i6)  pr^±/(^)v/i  +  [/(^')]^;     • 

et  l'on  se  trouvera  ainsi  ramené  à  la  formule  (82)  de  la  Leçon  précé- 
dente. 

Supposons  maintenant  l'équation  (i)  résolue- par  rapport  à  :;,  et 
réduite  à  la  forme 

(17)  -=/(-^»7). 

Alors,  si  l'on  fait  usage  des  notations  adoptées  dans  la  dix-neuvième 
Leçon,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  désigne  par 

(18)  df{x,y)=pclx~\-qdy        et        (P  f{x,  y)  =  r  dx- -^  is  dœ  dy '\- Idy- , 

les  différentielles  totales  de/(.x;,j),  du  premier  et  du  second  ordre, 
prises  par  rapport  aux  variables  x  ai  y  considérées  comme  indépen- 
dantes, on  aura 


(19)      Vi=\U-\-p'  +  (j-        et        Q  ■— /'cos^a-i- 2  5cosacoSt3  + /cos2j3. 
En  conséquence,  la  formule  (8)  deviendra 


(20) 


cosô rcos^a  +  25  cosa  cos[3  +  /  cos-j3 

OEuvres  de  C.  —  S.\\,\..y.  ^n 
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Dans  cette  dernière,  è  sera  l'angle  compris  entre  le  rayon  c  et  la 
normale  à  la  surface  proposée,  cette  normale  étant  prolongée  de 
manière  à  former  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  des 
angles  X,  l/.,  v,  déterminés  par  les  équations 

(21)    cos).  —    ,  — >     cos  IX  = —==L=^ ,     cosv=  — 


y/  IH-  />■-  H-  (f^  \  i -{-  p-  -\-  q'^  V^'  +  P^  +  7' 

On  dit  que  deux  surfaces  sont  osculatrices  l'une  de  l'autre  en  un 
point  qui  leur  est  commun,  lorsqu'elles  ont,  en  ce  point,  non-seulement 
le  même  plan  tangent,  mais  encore  des  sections  principales  com- 
prises dans  les  mêmes  plans  normaux,  et  les  mêmes  rayons  de  cour- 
bure principaux  dirigés  dans  les  mêmes  sens.  Alors,  le  contact  qui 
existe  entre  les  deux  surfaces  prend  le  nom  à'osculation.  Concevons 
que,  dans  le  même  cas,  on  mène  par  le  point  commun  aux  deux 
surfaces  un  plan  quelconque.  On  conclura  de  la  formule  (44)  (dix- 
neuvième  Leçon),  si  ce  plan  est  normal  aux  deux  surfaces,  et  de  la  pro- 
position énoncée  à  "la  page  368,  s'il  est  oblique,  qu'il  coupe  les 
deux  surfaces  suivant  deux  courbes  qui  ont  le  même  rayon  de  cour- 
bure. Donc,  le  second  membre  de  la  formule  (20)  et  la  fraction 

/•  cos- a  +  2  ^  cos  a  cos  5  4- ^  cos^  3 

(22)  -= — ^ 1 c 

devront  rester  invariables  dans  le  passage  de  la  première  surface 
à  la  seconde,  pour  toutes  les  valeurs  des  angles  a,  [3  propres  à  véri- 
fier l'équation 

(28)  cos-a  +  cos-{3  H- (/?cosa  +  7  cos[3)-— I, 

à  laquelle  on  parvient  en  combinant  l'équation  (88)  de  la  dix- 
neuvième  Leçon,  avec  la  formule 

cos^  a  +  cos- 13  +  cos- y  "  I . 
D'ailleurs,  les  deux  surfaces  se  toucbant  par  hypothèse,   les  quan- 
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tités/?,  q,  et  par  suite  le  dénominateur  de  la  fraction  (22),  ne  varieront 
pas  dans  le  passage  de  l'une  à  l'autre.  Donc  il  en  sera  de  même  du 
numérateur 

(2/4)  rcos-a  +  25C0sa  cos(3  +  ^cos-j3. 

Or,  ce  numérateur  se  réduisant,  lorsqu'on  suppose  cos  (i  =  o,  au  pro- 
duit rcos-a,  et,  lorsqu'on  suppose  cosa  —  o,  au  produit  /cos-p,  il 
est  évident,  i"  que  les  deux  quantités  r,  t  ne  changeront  pas  de  valeurs 
dans  le  passage  dont  il  s'agit;  2"  qu'il  en  sera  encore  de  même  du 
second  terme  de  l'expression  (24)  et,  par  suite,  de  la  quantité  s. 
Ajoutons  que  les  cinq  quantités  représentées  ici  par/?,  </,  r,  s,  ^  sont 
précisément  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de 
la  valeur  de  z  fournie  par  l'équation  d'une  surface  dans  le  cas  où  l'on 
considère  x  et  y  comme  variables  indépendantes.  On  peut  donc 
énoncer  la  proposition  suivante. 

Théorème  II.  —  Lorsque  deux  surfaces,  représentées  par  deux  équa^ 
lions  entre  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z,  sont  osculatrices  l'une 
de  l'autre  en  un  point  donné,  les  six  quantités 

^  '  ^       ""'        '  ^  dx^  dy^  ~  dx^^  ôxdy^  dy- 

conservent,  pour  le  point  commun,  dans  le  passage  de  la  première  surface 
à  la  seconde,  les  mêmes  valeurs  numériques  et  les  mêmes  signes. 

Corollaire  I.  —  On  pourrait  établir  généralement  la  proposition 
inverse  de  celle  qui  précède,  et  faire  voir  que  si,  pour 'des  valeurs 
données  de  x  et  j,  les  quantités  (25)  ne  varient  pas  dans  le  passage 
d'une  première  surface  à  la  seconde,  ces  deux  surfaces  seront  oscula- 
trices l'une  de  l'autre.  En  effet,  il  est  d'abord  évident  qu'elles  auront 
un  point  commun  dans  lequel  elles  se  toucheront.  De  plus,  on  con- 
clura de  la  formule  (20)  que,  si  l'on  coupe  les  deux  surfaces  par  un 
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plan  quelconque  normal  ou  oblique,  les  deux  courbes  d'intersection 
auront  le  même  rayon  de  courbure.  Donc  les  deux  surfaces  auront  les 
mêmes  rayons  de  courbure  principaux  correspondant  aux  mêmes 
plans  normaux,  et  leur  point  de  contact  sera  un  point  d'osculation. 
Toutefois  cette  conclusion  ne  serait  pas  rigoureuse,  si  la  valeur  de  p 
tirée  de  l'équation  (20)  se  présentait  sous  une  forme  indéterminée;  ce 
qui  arriverait,  si  les  valeurs  des  quantités/?,  g,  r,  s,  t,  ou  de  quelques- 
unes  d'entre  elles,  devenaient  infinies;  et,  dans  ce  dernier  cas,  les  deux 
surfaces,  sans  être  osculatrices  l'une  de  l'autre,  pourraient  fournir, 
pour  le  point  commun,  des  valeurs  égales  des  dérivées/?,  g,  r,  s  et  /. 
Cette  remarque  est  analogue  ii  celle  que  nous  avons  faite  relativement 
aux  conditions  qui  expriment  l'ordre  de  contact  de  deux  courbes 
planes  (voir  la  p.  i53). 

Corollaire  If.  —  Pour  qu'un  point  dans  lequel  deux  surfaces  se 
touchent  devienne  un  point  d'osculation,  il  suffit  évidemment  que, 
dans  le  passage  d'une  surface  à  l'autre,  la  courbe  du  second  degré 
tracée  sur  le  plan  tangent,  et  dont  les  rayons  vecteurs  sont  égaux  aux 
racines  carrées  des  rayons  de  courbure  des  sections  normales,  ne 
varie  pas.  Or,  une  courbe  du  second  degré  est  complètement  déter- 
minée, quand  on  connaît  le  centre  et  trois  rayons  vecteurs  menés  du 
centre  à  trois  points  de  la  courbe.  De  plus,  étant  donné  le  rayon  de 
courbure  d'une  section  faite  dans  une  surface  par  un  plan  oblique,  on 
en  déduit  immédiatement,  à  l'aide  du  théorème  I,  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  section  normale  qui  a  la  même  tangente,  et  par  conséquent 
l'un  des  rayons  vecteurs  de  la  courbe  ci-dessus  mentionnée.  Donc, 
pour  qu'un  point  dans  lequel  deux  surfaces  se  touchent  soit  un  point 
d'osculation,  il  suffit  que  trois  plans  menés  arbitrairement  par  ce  point 
coupent  chacun  les  deux  surfaces  suivant  deux  courbes  osculatrices  l'une 
de  l'autre.  Il  est  bon  d'observer  que  cette  condition  sera  remplie,  si 
les  rayons  de  courbure  des  sections  faites  dans  la  première  et  dans  la 
seconde  surface  par  des  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés  sont 
égaux  et  dirigés  dans  les  mêmes  sens. 
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Corollaire  III.  —  Soient  maintenant 

(26)  11  =  0, 

(27)  V  —  O 

les  équations  de  deux  surfaces  courbes,  u,  v  désignant  des  fonctions 
des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z.  Si  Ton  différentie  l'équa- 
tion (26),  1°  par  rapport  à  x,  en  regardant  z  comme  fonction  de  x; 
2°  par  rapport  à  j,  en  regardant:;  comme  fonction  de  j,  on  obtiendra 
les  deux  formules 

du        du  dz  du        du  dz 

dx       dz  dx  ~    *         Or       dz  dy  ~~^' 

puis,  en  opérant  sur  chacune  de  ces  dernières  comme  on  vient  de  le 
faire  sur  l'équation  u  =  o,  on  trouvera 

d'^u  d'-u     d^       d^i  fd^Y-       du  d'z  _ 

dx'       ^  dx  dz  dx  "^  dz^'  \d~^)    "^  '^7  d^'  ~  °' 

d^u    ^    d^-u     dz         d-u    dz^       (V_u  dz^  dz^       du     d^z    __ 
dx  dy       dy  dz  dx       dx  dz  Oy  "^  Tz^  dx  dy  ^  dz  lU^  ~  ^' 

d'à       ^   d-u    <h        d^  /dz  y       du  d'z  _ 
dy'  ^  ^  dydz  dy  "^  dz'^  \d}J   ~^  d^  dy  ~  "" 

En  d'autres  termes,  on  aura 

/^ox  du  du  du  du 

dx       "^  dy  Oy       ^  dz  ' 

Id-u  d'u  /)-u  du 

.on.  j       ^'"        I     M    ^^'"       ^  ^'"  à'-U  du 

^'^^         \di^y-^Pdyôi-^^-ô^,-^p^'ô^-^^o-z=^^ 

d-u  d^u  ^d'-u  du 

dy-  dy  dz       ■'    dz-  dz 

On  trouvera  par  suite 

du  du 

(3o)  P'----^'      î=-#; 

du  -'  du  ' 

dz  di 
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I  ô- u  f  ôu\-  d-u    du  du       d^u/du\- 

d^'\dz)   ~  ^  ()^d~i  dx  d^  ~^  dz^  \d^) 


(3l)     <      .9=3 


du 
di 

Cela  posé,  pour  que  les  deux  surfaces  (26)61(27)  soient  osculatrices 
l'une  de  l'autre  en  un  point  commun  {x,y,z),  il  sera  nécessaire 
et  il  suffira  généralement  que  les  valeurs  de  p,  q,  r,  s,  t  déduites 
des  équations  (3o)  et  (3i)  ne  varient  pas  quand  on  y  remplacera  la 
fonction  u  par  la  fonction  v.  Or,  cette  condition  sera  remplie,  si  les 
coordonnées  x,  y,  z  du  point  commun  aux  deux  surfaces  vérifient  la 
formule 


/duy 

[à^) 

d-u    [ du^ 

\-        d-u     du  du         d-u     du  du       d-u  du  du 

dx  dy  \  dz  , 

)        dy  dz  dx  dz        dx  dz  dy  dz        dz-  dx  dr 

/duy 

[ô^J 

d-u  / àu\- 

d-u    du  du       d-  u  f  duy 

dy-\dz) 

dy  dz  dy  dz        dz-  \dy  ) 

T-ufduy  d-u    du  du  d^u/duV- 

)x'-  \dz  J  dxdz  dx  dz  dz-  \dx  j 

^i>  /^Y  d'^v    dv  di'  dU^  /  di^ 

dx-  \dz)  dxdz  dx  dz  dz^  \dx 


I  d 
I   d 


d-u    /du\- 


d- u    du  du         d- u    du  du       d' u  du  du 


_  dx  dy\dz  J        dy  dz  dx  dz       dxdz  dy  dz        dz^  dx  dy 
d^v    / di>y         d'-i'     di'  di>         d^v    dv   d^>        d-v  di>   de 


(3.) 


dxdy\dzj        dy  dz  dx  dz        dxdz  dy  dz       dz-  dx  dy 
d-u  /duy  d-u    du  du       d-u  [du 


dy'^  \dz  J  dydz  dy  dz        dz^  \dy 

d'U>  (di'Y  d-v     di^  di'        d-r  /dr  V- 

Jyyd^J  """^dyTz  dyTz'^  d^\dy) 

'd^j    _  \dy}    _  \dz 

d^y      I  d^  y      /  d*> 


dx)         \dy 


\dz 


U  est  important  de  remarquer,  1"  que  la  formule  (82)  équivaut  à  cinq 
équations  distinctes;   2"  que,  cette  formule  devant  subsister  quand 
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on  échange  entre  eux  les  axes  des  x,  y  et  z,  il  est  permis  de  remplacer 
l'une  des  fractions  qu'elle  renferme,  par  exemple  la  seconde,  par  celle 
qu'on  obtiendrait  en  substituant  dans  le  premier  membre  la  lettre  j  à 
la  lettre  z.  Donc,  pour  que  les  surfaces  (26)  et  (27)  soient  oscula- 
trices  l'une  de  l'autre  en  un  point  commun  (a;,  j,  z),  il  est  nécessaire 
et  il  suffit  généralement  que  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient  la 
formule 


(33: 


fdu^ 

)'  (T. 

Y     i 

^du^ 

\âx, 

)      ( 

yâz  J 

\dx^ 

)'  "  (1 

\'     / 

'dvy 

)      ( 

;ôI] 

d'-u. 

'duy 

â^u    du  Ou        d'il 

fdu^ 

2 

_dyA 

.^) 

"  dydz  ây  dz    '    àz^ 

U// 

â"'v  / 

d'^v    dv   di>        d^v 

fdv-^ 

,2 

àf-  \ 

ây  dz  dy  dz        dz^- 

\0y, 

d-  Il  1 

^duV- 

d-ii    du  du        d' u 

(du^ 

2 

Dl^i 

Kàx) 

dz  dx  dz  dx    '    dx'^ 

\dz, 

d'i'  1 

\àx  j 

d'^v    dv  du         d'v 

(dv^ 

2 

dzA 

dz  dx  dz  dx        dx- 

[dz, 

dHii 
dx'  \ 

.ày) 

d^  u     du  du        d- u 
dx  dy  dx  dy       dy  '^ 

fdu^ 

\dXj 

2 

dx'^  \dy  J  dx  dy  dx  dy        dy'^  \dx / 


On  parviendrait  directement  à  cette  dernière  formule  en  combinant  la 
condition  (ij)  de  la  seizième  Leçon  avec  le  principe  énoncé  dans  le 
corollaire  II  du  théorème  II,  et  en  exprimant  que,  dans  le  passage  de 
la  première  surface  à  la  seconde,  le  rayon  de  courbure  p  d'une  section 
faite  par  un  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés  conserve  une 
valeur  invariable  déterminée  par  l'équation  (3o)  de  la  sixième  Leçon, 
ou  par  celles  qu'on  en  déduit  à  l'aide  d'un  échange  opéré  entre  les 
coordonnées  x,  y,  z. 
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YIN&T  ET   UNIEME  LEÇON. 

SUR  LES  DIVERS  OUDUES  DE  CONTACT  DES  COURBES  TRACÉES  DANS  l'eSPACE. 


Considérons  deux  courbes  tracées  dans  l'espace,  qui  se  touchent  en 
un  point  donné.  Si,  du  point  de  contact  comme  centre,  et  avec  un 
rayon  infiniment  petit,  désigné  par  /,  on  décrit  une  sphère,  la  surface 
de  la  sphère  coupera  les  deux  courbes  en  deux  points  très  voisins  l'un 
de  l'autre,  et  le  rapprochement  plus  ou  moins  considérable  des  deux 
courbes,  à  la  distance  i  du  point  de  contact,  aura  évidemment  pour 
mesure  la  longueur  infiniment  petite  comprise  entre  les  deux  points 
dont  il  s'agit,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  corde  de  l'arc  de  grand 
cercle  renfermé  entre  les  deux  courbes.  Ajoutons  que  les  rayons  menés 
aux  extrémités  de  cet  arc  seront  dirigés  suivant  des  droites  qui  for- 
meront des  angles  très  petits  avec  la  tangente  commune  aux  deux 
courbes;  d'où  il  résulte  que  l'angle  compris  entre  ces  rayons  sera  lui- 
même  une  quantité  très  petite.  Soit  w  ce  dernier  angle.  L'arc  de  grand 
cercle  compris  entre  les  deux  courbes  aura  pour  mesure  le  produit 

(i)  ^     /«, 

et  la  corde  de  cet  arc  sera  équivalente  à 

(2)  21  sin  -• 

2 

Si  les  deux  courbes  changent  de  forme,  de  telle  manière  que,  se  tou- 
chant toujours  au  point  donné,  elles  se  rapprochent  davantage  l'une 
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de  l'autre  dans  le  voisinage  de  ce  point,  les  valeurs  de  l'expression  (2) 
correspondant  à  de  très  petites  valeurs  de  i  diminueront  nécessaire- 
ment; ce  qui  suppose  que  la  fonction  de  «représentée  par  w  diminuera 
elle-même.  Si,  au  contraire,  en  vertu  dû  changement  de  forme,  le 
rapprochement  des  deux  courbes  devient  moindre,  les  valeurs  de  w 
correspondant  à  de  très  petites  valeurs  de  i  croîtront  nécessairement. 
On  peut  donc  affirmer  que,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  le 
rapprochement  des  deux  courbes  sera  plus  ou  moins  considérable ,  et  leur 
contact  plus  ou  moins  intime ,  suivant  que  les  valeurs  de  w  correspon- 
dant à  de  ires  petites  valeurs  de  i  seront  plus  ou  moins  grandes.  De  ce 
principe  et  du  lemme  établi  à  la  page  i33  on  déduira  immédiatement  la 
proposition  suivante. 

Théorème  L  —  Si  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  donné  (P),  et 
que  l'on  marque  sur  ces  deux  courbes  deux  points  (Q),  (R)  situés  à  la 
distance  infiniment  petite  i  du  point  de  contact  ^  le  rapprochement  entre 
les  deux  courbes  dans  le  voisinage  de  ce  point  sera  d'autant  plus  consi- 
dérable que  l'ordre  de  la  quantité  infiniment  petite  co ,  destinée  à  repré- 
senter l'angle  compris  entre  les  rayons  vecteurs  PQ ,  PR ,  sera  plus  élevé. 

Démonstration.  —  En  effet,  si  la  forme  des  deux  courbes  ou  de  l'une 
d'entre  elles  vient  à  changer,  de  manière  que  l'ordre  de  la  quantité 
infiniment  petite  w  s'élève,  la  valeur  numérique  de  w,  dans  le  voisinage  ' 
du  point  de  contact,  diminuera  en  vertu  du  lemme  I  de  la  page  i33, 
et  par  suite  le  rapprochement  entre  les  deux  courbes  deviendra  plus 
grand  qu'il  n'était  d'abord. 

Le  théorème  I  étant  démontré,  il  est  naturel  de  prendre  l'ordre 
de  la  quantité  infiniment  petite  w,  considérée  comme  fonction  de  la 
base  i,  pour  indiquer  ce  qu'on  peut  appeler  l'ordre  de  contact  des  deux 
courbes  tracées  dans  l'espace.  Soit  a  cet  ordre.  Puisque  le  rapport 

sin^w 

OEtwres  de  C.  —  S.  II,  t.  V.  4^ 
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a  FLinité  pour  limite,  le  produit 


sinico  .    Cl) 

w  — r^—  =  2  sui  — 

4-co  2 


sera  encore  une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a,  tandis  que  les 
expressions  (i)  et  (2)  seront,  en  vertu  du  lemme.III  de  la  page  i35, 
(les  quantités  infiniment  petites  de  l'ordre  ^5  +  i .  On  peut  donc  énoncer 
la  proposition  suivante. 

Théorème  II.  —  Lo  sque  deux  courbes  se  louchent  en  un  point  donné 
(P),  l'ordre  du  contact  est  inférieur  d'une  unité  à  l'ordre  de  la  quantité 
infiniment  petite  qui  représente  la  distance  entre  deux  points  (Q),  (R) 
situés  sur  les  deux  courbes,  également  éloignés  du  point  de  contact,  et 
dont  la  distance  à  ce  point  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

Il  importe  d'observer  que  la  droite  QR  menée  du  point  (Q)  au  point 
(R),  étant  la  base  d'un  triangle  isocèle,  et  opposée  dans  ce  triangle 
au  très  petit  angle  w,  sera  sensiblement  perpendiculaire  aux  rayons 
vecteurs  PQ,  PR  et,  par  suite,  à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes. 
Ajoutons  que  la  surfece  du  triangle  PQR  sera,  d'après  un  théorème 
connu  de  Trigonométrie,  équivalente  à  la  moitié  du  produit  des  côtés 
égaux  PQ,  PR  parle  sinus  de  l'angle  compris  entre  eux,  c'est-à-dire  à 
l'expression 

(3)  -i'-sinw, 

2 

et  par  conséquent  à  une  quantité  infiniment  petite,  dont  l'ordre  «  H-  2 
surpassera  de  deux  unités  l'ordre  du  contact  des  deux  courbes. 

Concevons  maintenant  que  l'on  projette  les  deux  courbes  et  le 
triangle  PQR  sur  un  plan  qui  ne  soit  pas  sensiblement  perpendiculaire 
au  plan  de  ce  triangle.  Les  deux  courbes  projetées,  ayant  la  même 
tangente  (en  vertu  d'un  principe  énoncé  à  la  p.  2o5),  seront  tan- 
gentes l'une  à  l'autre.  Désignons  par  {p),  (q),  (r)  les  projections  des 
trois  points  (P),  (Q),  (R),  par  S  l'angle  compris  entre  les  plans  des 
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triangles  PQR,  pqr,  et  par  9,  y,  -^  les  angles  que  les  droites  PQ,  PH, 
QR  forment  respectivement  avec  leurs  projections  pq,  pr,  qr.  On  aura 

l   /»^  =:  PQ  COS  9  =  /COSO,  /?/•-- i'RcOSy^  m  /COS^, 

I  7/- 1=  QR  cos'i  =:  2f  sin  —  cos^^. 

D'ailleurs,  on  prouve  facilement  que  la  projection  de  la  surface  (Viin 
triangle  sur  un  plan  quelconque  est  équivalente  à  cette  surface  multipliée 
par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  compris  entre  le  plan  du  triangle  et  le  plan 
sur  lequel  on  projette,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  le  cosinus  de 
l'angle  aigu  compris  entre  les  droites  perpendiculaires  aux  deux  plans 
dont  il  s  agit  (').  Donc  la  surface  du  triangle  /?^raura  pour  mesure  le 
produit 

(5)  -t'^sinw  cos^  =  t^  sin  -  w  cos-oj  cos^, 
2  22 

et  le  sinus  de  l'angle /j^r  sera  équivalent  au  quotient  qu'on  obtient  en 
divisant  le  double  de  cette  surface  par  le  produit /?f/  x  qr,  c'est-à-dire 
h  la  fraction 

(6) ^ -. 

Donc  le  produit  de  ce  cosinus  par  la  droite  pq^  ou  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  (/?)  sur  la  droite  qr,  sera  représenté  par 

Or,  la  valeur  de  l'angle  w  étant  très  petite,  et  celles  des  angles  ç, 
/,  'I  étant  sensiblement  différentes  de  -5  les  quantités 

cos-w,     coso,     COS9,     COS7;,     cosJ; 

(1)  Pour  démontrer  ce  théorème,  que  l'on  peut  étendre  à  une  surface  quelconque,  il 
suffit  de  recourir  à  la  formule  (81)  des  préliminaires,  et  de  faire  coïncider  le  plan  sur 
lequel  on  projette  avec  l'un  des  plans  coordonnés. 


380  APPLICATIONS  DU  CALCUL  IT^FINITESIMAL. 

auront  des  valeurs  sensibles.  Cela  posé,  il  suffira  de  jeter  les  yeux  sur 
les  formules  (4)  et  sur  l'expression  (7)  pour  reconnaître  :  1°  que  la 
distance  ^rest,  dans  l'hypothèse  admise,  une  quantité  infiniment  petite 
de  l'ordre  «  +  i ,  et  qu'elle  forme  avec  la  distance  pq  un  angle  pqr 
sensiblement  différent  de  zéro;  2°  que  la  distance  du  point  {p)  à  la 
droite  qr  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Observons  encore 
que  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  projetées,  se  confondant 
à  très  peu  près  avec  la  droite/?^,  formera  elle-même  avec  la  sécante  qr 
un  angle  fini  et  sensible.  Donc  (en  vertu  du  théorème  III  de  la  neu- 
vième Leçon)  les  courbes  projetées  auront  entre  elles,  ainsi  que  les 
courbes  proposées,  un  contact  de  l'ordre  a. 

Si  le  plan  du  triangle /^^r  devenait  sensiblement  perpendiculaire  au 
plan  du  triangle  PQR,  mais  en  continuant  de  former  un  angle  sensible 
avec  les  côtés  PQ,  PR  et,  par  conséquent,  avec  la  tangente  commune 
aux  deux  courbes  données,  le  contact  entre  les  deux  courbes  projetées 
ne  pourrait  être  que  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  au  nombre  a.  Alors, 
en  effet,  les  distances/?^,  pr  seraient  encore  des  quantités  infiniment 
petites  du  premier  ordre,  tandis  que  la  distance  yr  serait  infiniment 
petite  de  l'ordre  a  -\-j,  ou  d'un  ordre  supérieur.  Or,  imaginons  que, 
dans  cette  nouvelle  hypothèse,  une  sphère  soit  décrite  du  point  (/?) 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  pq,  et  que  cette  sphère  coupe  la 
seconde  des  deux  courbes  projetées  en  (5).  Si  l'on  joint  le  point  {s) 
avec  les  points  {q)  et  (r),  la  droite  rs  sera  sensiblement  parallèle  à  la 
tangente  commune  aux  deux  courbes  projetées,  puisque  ses  extré- 
mités seront  situées  sur  l'une  de  ces  courbes  à  des  distances  infini- 
ment petites  du  point  (/?).  Au  contraire,  la  droite  qs,  ou,  en  d'autres 
termes,  la  base  du  triangle  isoscèle  jo^f ,  sera  sensiblement  perpendi- 
culaire il  la  même  tangente.  Donc  le  triangle  qrs  sera  sensiblement 
rectangle  en  s,  et  par  suite  la  longueur  qs,  sensiblement  égale  au  j)ro- 
àmi  qr  0,0^  (^rqs),  sera,  ainsi  que  la  longueur^/",  un  infiniment  petit  de 
l'ordre  «  4-  i,  ou  d'un  ordre  supérieur.  Donc,  en  vertu  du  théorème  II 
de  la  neuvième  Leçon,  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes  projetées  sera 
nécessairement  égal  ou  supérieur  au  nombre  a. 
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Concevons  à  présent  que,  tous  les  points  de  l'espace  étant  rapportés 
à  trois  axes  coordonnés  des  x,  y  et  z,  on  projette  successivement  les 
deux  courbes  données  sur  le  plan  des  x,  y  et  sur  le  plan  des  x,  z. 
Supposons  d'ailleurs  que  l'angle  compris  entre  l'axe  des  a?  et  la  tan- 
gente commune  aux  deux  courbes  difiere  sensiblement  d'un  angU^. 
droit.  Cette  tangente  ne  pourra  être  sensiblement  perpendiculaire  ni 
au  plan  des  x,y,  ni  au  plan  des  x,  z,  attendu  que  l'un  et  l'autre  passent 
par  l'axe  des  x.  Déplus,  ces  derniers  plans  ne  pourront  être,  tous  les 
deux  à  la  fois,  sensiblement  perpendiculaires  au  plan  du  triangle  PQR. 
Car,  dans  ce  cas,  leur  ligne  d'intersection,  c'est-à-dire  l'axe  des  x^ 

formerait  nécessairement  un  angle  très  peu   différent  de  -  avec  les 

droites  PQ,  PR  comprises  dans  le  plan  PQR,  et,  par  conséquent,  avec 
la  tangente  commune  aux  deux  courbes.  Cela  posé,  il  résulte  des  prin- 
cipes ci-dessus  établis  que,  dans  l'hypothèse  admise,  le  contact  des 
deux  courbes  projetées  :  i*"  sur  le  plan  des  x,  y,  2°  sur  le  plan  des^r,  :;, 
sera  toujours  de  l'ordre  a,  ou  d'un  ordre  supérieur,  et,  sur  l'un  des 
deux  plans  au  moins,  de  l'ordre  a  seulement.  On  peut  donc  énoncer 
la  proposition  suivante. 

Théorème  III.  —  Pour  obtenir  V ordre  de  contact  de  deux  courbes  qui 
se  touchent  en  un  point  où  la  tangente  commune  ne  for/ne  pas  un  angle 
droit  avec  l'axe  des  x,  il  suffit  de  chercher  les  nombres  qui  indiquent  les 
ordres  de  contact  des  projections  des  deux  courbes  sur  le  plan  des  x,  y  et 
sur  le  plan  des  x,  z.  Chacun  de  ces  nombres,  s'ils  sont  égaux,  ou  le  plus 
petit  d'entre  eux,  s'ils  sont  inégaux,  indiquera  l'ordre  de  contact  des 
courbes  proposées. 

Corollaire  I.  —  Le  théorème  qui  précède  subsiste  également,  dans  le 
cas  où  les  variables  x,  y,  z  désignent  des  coordonnées  rectangulaires, 
et  dans  le  cas  où  ces  variables  représentent  des  coordonnées  obliques. 

Corollaire  IL  —  Lorsque  deux  courbes  à  double  courbure  se  touclienl 
en  un  point  où  la  tangente  ne  forme  pas  un  angle  droit   avec  l'axe 
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(les  X,  la  détermination  de  l'ordre  du  contact  se  trouve  réduite  par 
le  théorème  111  à  la  recherche  de  l'ordre  de  contact  de  deux 
courbes  planes,  c'est-à-dire  à  un  problème  résolu  dans  la  neuvième 
Leçon. 

Corollaire  IIL  —  Supposons  que  deux  courbes,  représentées  chacune 
par  deux  équations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques  x, 
y,  z,  aient  entre  elles  un  point  commun  correspondant  à  l'abscisse  x, 
et  en  ce  point  une  tangente  commune  non  perpendiculaire  à  l'axe 
des  X,  avec  un  contact  de  l'ordre  a.  Soit  d'ailleurs  n  le  nombre  entier 
égal  ou  immédiatement  supérieur  à  a.  Enfin,  admettons  que  l'on 
prenne  l'abscisse  x  pour  variable  indépendante  et  que  l'on  désigne 
par  y',  j", y,  . . . ,  z',  z",  z'",  ...  les  dérivées  successives  des  variables  y 
et  z  considérées  comme  fonctions  de  x.  En  vertu  du  théorème  III  et 
des  principes  exposés  dans  la  neuvième  Leçon,  les  quantités 

conserveront  les  mêmes  valeurs,  pour  le  point  dont  il  s'agit,  dans  le 
passage  de  la  première  courbe  à  la  seconde,  tandis  que  chacune  des 
quantités 

(9)  y"'^^^  -'"-^'^ 

ou  au  moins  l'une  des  deux,  changera  de  valeur. 

Corollaire  IV.  —  Lorsque  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  ne 
forme  pas  un  angle  droit  avec  l'axe  des  x,  et  que  l'ordre  de  contact 
est  un  nombre  entier,  il  suffit,  pour  déterminer  cet  ordre,  de  chercher 
la  plus  grande  valeur  qu'on  puisse  attribuer  au  nombre  entier  n,  en 
choisissant  ce  nombre  de  manière  que  les  quantités  (8)  demeurent 
toutes  invariables  pour  le  point  de  contact  dans  le  passage  d'une 
courbe  à  l'autre.  Cette  valeur  de  n  indique  précisément  l'ordre  demandé. 

Corollaire  V.  — ;  Si  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  formait 
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un  angle  droit  avec  l'axe  des  a;,  elle  ne  pourrait  être  à  la  fois  perpen- 
diculaire au  plan  des  oo,y  et  au  plan  des  x,  z.  Par  suite,  elle  formerait 

un  angle  différent  de  -  avec  l'axe  des  y  et  avec  l'axe  des  s,  ou  au 
moins  avec  l'un  de  ces  deux  axes.  Donc,  pour  déterminer,  dans  cette 
hypothèse,  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes  à  l'aide  du  théo- 
rème III,  il  suffirait  de  substituer  à  l'axe  des  x  l'axe  des  y  ou 
l'axe  des  z,  et  de  remplacer,  en  même  temps,  le  plan  des  x,  z  ou 
des  X,  y  par  le  plan  des  y,  :■. 

'  Le  théorème  III,  à  l'aide  duquel  on  fixe  aisément  l'ordre  de  contact 
de  deux  courbes  planes,  peut  être  remplacé  par  un  autre  théorème  qui 
n'est  sujet  à  aucune  restriction,  et  que  nous  allons  établir  en  peu  de 
mots. 

Soit  toujours  (P)  le  point  commun  à  deux  courbes  qui  se  touchent. 
Soient  encore  (Q),  (R)  deux  autres  points  situés  sur  la  première  et  sur 
la  seconde  courbe,  également  éloignés  du  point  de  contact,  et  dont 
les  distances  à  ce  point  se  réduisent  à  une  longueur  infiniment  petite, 
désignée  par  i.  Enfin,  concevons  qu'à  partir  du  point  (P)  on  porte  sur 
la  seconde  courbe  un  arc  PS,  qui  ait  la  même  longueur  que  l'arc  PQ, 
qui  soit  dirigé  dans  le  même  sens,  et  qui  aboutisse  au  point  (S).  La 
sécante  QS,  en  vertu  du  théorème  II  de  la  seizième  Leçon,  sera  sensi- 
blement perpendiculaire,  ainsi  que  la  sécante  QR,  à  la  tangente  com- 
mune. De  plus,  la  corde  RS,  étant  comprise  entre  deux  points  de  la 
seconde  courbe  très  rapprochés  du  point  de  contact,  sera  sensible- 
ment parallèle  à  cette  tangente.  Par  conséquent,  dans  le  triangle  recti- 
ligne  QRS,  les  côtés  QR  et  QS  formeront,  avec  le  troisième  côté  RS,  des 
angles  dont  chacun  différera  très  peu  d'un  angle  droit.  Donc,  le  rap- 
port entre  les  deux  premiers  côtés,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le 
rapport  entre  les  sinus  des  angles  opposés,  différera  très  peu  de 
l'unité;  et  l'on  aura,  en  désignant  par  I  une  quantité  infiniment  petite, 

(lo)  QS  =  QR(n-l)  — (i-f-I)2isin- . 

D'autre  part,  comme  le  rapport  entre  l'arc  PQ  et  la  corde  PQ  =  i  aura 
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pour  limite  l'unité,  on  trouvera  encore,  en  désignant  par  J  une  quan- 
tité infiniment  petite, 

(ij)  arcPQ==(i  + J)f. 

Cela  posé,  admettons  que,  les  deux  courbes  ayant  entre  elles  un 
contact  de  Tordre  a,  l'on  considère  le  rayon  vecteur  i  comme  un  infini- 
ment petit  du  premier  ordre.  Il  est  clair  que  l'arc  PQ  sera  encore  un 
infiniment  petit  du  premier  ordre,  tandis  que  la  distance  QS  sera  de 
l'ordre  a  +  i.  Ajoutons  que  l'ordre  de  cette  distance  ne  variera  pas* 
(voir  le  Corollaire  III  du  lemme  IV  de  la  neuvième  Leçon),  si  l'on 
prend  pour  base  l'arc  PQ,  ou  une  quantité  telle  que  l'arc  PQ  reste 
infiniment  petit  du  premier  ordre.  Ces  remarques  suffisent  pour  établir 
le  nouveau  théorème  que  nous  allons  énoncer. 

Théorème  IY.  —  Pour  obtenir  l'ordre  du  contact  de  deux  courbes  qui 
se  touchent  en  un  point  donné,  il  suffit  de  chercher  le  nombre  qui  repré- 
sente l'ordre  de  la  distance  infiniment  petite  comprise  entre  les  extrémités 
de  deux  longueurs  égales  portées  sur  les  deux  courbes  à  partir  du  point 
de  contact,  dans  le  cas  ou  ces  mêmes  longueurs  deviennent  infiniment 
petites  du  premier  ordre.  Le  nombre  dont  il  s'agit,  diminué  d'une  unité, 
indique  toujours  V ordre  du  contact. 

Corollaire  1.  —  Soit  i  la  quantité  infiniment  petite  qui  représente 
chacune  des  deux  longueurs  mentionnées  dans  le  théorème  IV.  Dési- 
gnons, en  outre,  par  x,  y,  z  et  par  ^,  yj,  '(  les  coordonnées  des  points 
auxquels  ces  longueurs  aboutissent  sur  la  première  et  la  seconde 
courbe.  Enfin,  soit 

la  longueur  de  la  droite  menée  du  point  (^,  v],  0  au  point  (ce, y,  z). 
Si  l'on  considère  i  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre  et  si 
l'on  appelle  a  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes,  la  distance  «  sera 
(en  vertu  du  théorème  III)  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a-hi.  Par 
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suite,  le  carré  de  cette  distance,  ou  la  somme 

sera  un  infiniment  petit  de  l'ordre  cta  +  2,  ce  qui  exige  que  des  trois 
différences 


(>4) 


^,      J  —  Y),       5  —  C, 


l'une  au  moins  soit  de  l'ordre  «  -f-  r,  les  deux  autres  étant  du  même 
ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé.  On  arriverait  à  la  même  conclusion 
en  observant  que  les  valeurs  numériques  des  expressions  (i4)  repré- 
sentent les  projections  de  la  distance  «  sur  les  axes  des  x,  y  et  z.  En 
effet,  il  est  aisé  de  reconnaître  qu'w/ie  distance  infiniment  petite  et  sa 
projection  sur  un  axe  quelconque  sont,  en  général,  des  quantités  de  même 
ordre.  Seulement  l'ordre  de  la  projection  peut  surpasser  l'ordre  de  la 
distance,  dans  le  cas  où  celle-ci  devient  sensiblement  perpendiculaire  à 
l'axe.  Mais  il  est  clair  que  cette  dernière  condition  ne  saurait  être 
remplie  à  la  fois  pour  les  trois  axes  des  x,  des  y  et  des  ::. 

Corollaire  II.  —  Conservons  les  mêmes  notations  que  dans  le  corol- 
laire précédent.  Soit  toujours  a  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes 
données,  et  désignons  par /i  le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement 
supérieur  à  a.  Puisque,  la  quantité  i  étant  regardée  comme  infinimenl 
petite  du  premier  ordre,  l'une  des  trois  différences 

os  —  'i,    r  —  ■(],    z  —  X 

devra  être  de  l'ordre  rz  -h  i,  les  deux  autres  étant  du  même  ordre  ou 
d'un  ordre  plus  élevé;  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  dans  la  neuvième 
Leçon  (p.  182  et  i33)  que,  si  l'on  prend  i  pour  variable  indépen- 
dante, 


^        d{x  —  ç)        d-{x  —  I) 


.d"{x~l) 


(•5; 


7—  ^. 


di 
OEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  V. 


di 

di^- 

di>' 

d(j  —  n) 

d-{y  —  n) 

d"{y--f)) 

di 

di'         '      ■ 

'            di'' 

d{z~^l) 

5 

dHz-K) 

d"{z-%) 

•   ■   5           r^ 1 

di- 


di" 


49 
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s'évanouiront  avec  i\  tandis  que  chacune  des  dérivées 


(l6) 


dc"+'  di"+'  di''+^ 


OU  du  moins  l'une  d'entre  elles,  cessera  de  s'évanouir  pour  i  =  o. 
Soient  d'ailleurs  s  et  ç  les  arcs  r  renfermés  :  i"  entre  un  point  fixe  de  la 
première  des  courbes  données  et  le  point  mobile  (x,  y,  z-);  2"  entre 
un  point  fixe  de  la  seconde  courbe  et  le  point  {l,  ■/],  '();  et  admettons 
que  ces  nouveaux  arcs  soient  dirigés  dans  le  même  sens  que  l'arc  i. 
Comme  les  trois  variables  i,  ^  et  ;  différeront  entre  elles  de  quantités 
constantes,  on  aura 

(17)  di=  ds  -.=  dq; 

et  l'on  pourra  prendre  pour  variable  indépendante,  quand  il  s'agira  de 
la  première  courbe,  s  au  lieu  de  i;  quand  il  s'agira  de  la  seconde 
courbe,  ç  au  lieu  de  /.  Cela  posé,  les  expressions  (i5)  et  (16)  devien- 
dront respectivement 


(.8) 


et 

En  égalant  les  quantités  (18)  à  zéro,  l'on  formera  les  équations 


dœ 

de 

d-  X 

d'-l 

d"x       d"E' 

^  —  L 

ds 

~dq' 

ds- 

dq^' 

. . .  j 

ds"         dq"  ' 

dy 

dn 

d'-Y 

d'-n 

d"y       d"  f] 

y  —  -n, 

ds~ 

~~dV 

ds- 

dv' 

•  •  '  3 

ds"        dq"  ' 

dz 

dZ 

d'-z 

J^C 

d"  z        d"  K 

z-K, 

ds 

"dq' 

ds- 

'  dq^' 

. . . , 

ds"         dq" 

d"+^œ 

^«+1 

X       d''^\y 

d''+^-n 

d" 

^•3       d"+'^ 

dx 

di 

d^x 

d'-E 

ds 

-dq' 

ds- 

-  dq^ 

dy 

dn 

d-'  y 

d-f] 

ds 

-  dq' 

ds'- 

--   dq"- 

dz 

dK 

d'z 

d:K 

ds 

-d,' 

ds- 

-  dq^' 

d"x 

d"l 

ds" 

~  dq"  ' 

d"y 

d"-n 

ds" 

~  liq"  ' 

d"z 

d"l 

ds" 

"~  dq"  ' 

qui  devront  toutes  se  vérifier  pour  le  point  de  contact  des  courbes  pro- 
posées, tandis  que,  pour  le  même  point,  chacune  des  expressions  (19), 
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ou  au  moins  l'une  d'entre  elles,  obtiendra  une  valeur  différente  de 
zéro.  Si,  maintenant,  on  observe  qu'on  peut,  sans  inconvénient,  sub- 
tituer,  quand  il  s'agit  de  la  seconde  courbe,  les  lettres  x,y,  z  et  s  aux 
lettres  E,  ■/],  'C  ot  ç,  on  arrivera  immédiatement  au  théorème  que  nous 
allons  énoncer. 

Théorème  V.  —  Étant  proposées  deux  courbes  qui  se  touchent  en  un 
point,  si  l'on  considère  les  coordonnées  x,  y,  z  de  chacune  d'elles  comme 
des  fonctions  de  l'arc  s  pris  comme  variable  indépendante,  et  si  l'on 
suppose  cet  arc  compté  sur  chaque  courbe  de  telle  manière  qud  se  pro- 
longe dans  le  même  sens  pour  les  deux  courbes  au  delà  du  point  de  con- 
tact; non  seulement,  pour  le  point  dont  il  s' agit,  les  variables  .x-,  y,  z,  et 
leurs  dérivées  du  premier  ordre 

dx        dy       dz 
ds         ds        ds 

ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la 
seconde,  mais  il  en  sera  encore  de  même  des  dérivées  successives 

d'X       d^x  d-y       d'\y  d- z       d^z 

ds^  '       ds^  ds'         ds'^  ds'        ds^ 

jusqu'à  celles  dont  l'ordre  sera  indiqué  par  le  nombre  entier  égal  ou  im- 
médiatement supérieur  à  l'ordre  du  contact.  Celles-ci  seront  les  dernières 
qui  rempliront  la  condition  énoncée,  en  sorte  que  les  trois  suivantes,  ou 
au  moins  l'une  des  trois,  changeront  de  valeur,  quand  on  passera  d'une 
courbe  à  l'autre. 

Corollaire  I.  —  Si  les  deux  courbes  ont  entre  elles  un  contact  de 
l'ordre  n,  n  désignant  un  nombre  entier,  alors,  dans  le  passage  de  la 
première  courbe  à  la  seconde,  chacune  des  quantités 


(21)  '    V, 


dx 

rf^r 

d"x 

-Ts' 

ds^'      " 

•'       ds-' 

dy 
~ds' 

d'y 

d"y 
■ ' '      ds-  ' 

dz 

d'z 

d-z 

^' 

ds'-' 

■'      ds-' 
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conservera  la  même  valeur  pour  le  point  de  contact,  tandis  que  chacune 
des  trois  dérivées 

c/"+'.r       d"-^\v       d'^-^^z 
^^^^  W'+^'      'ds^+''      d^^^' 

ou  au  moins  l'une  des  trois,  prendra  une  valeur  nouvelle. 

Corollaire  IL  —  Soit 

(28)  /•  =  ^{x,  y,  z) 

une  fonction  quelconque  des  trois  variables  00,  y,  z.  Si  l'on  considère 
ces  variables  elles-mêmes  comme  des  fonctions  de^  propres  à  représen- 
ter les  coordonnées  de  la  première  ou  de  la  seconde  courbe,  /-devien- 
dra pareillement  fonction  de  s,  et  l'on  trouvera 


(2/4)    / 


dr 

= 

dê{x,  y,z)  dx 
dx            ds 

+ 

dS{x,  y. 

z)  dy 

-j- 

à^ix,y, 
dz 

z)  dz 

ds 

ày 

ds 

ds  ' 

d'r 
ds- 

= 

drl{x,  y,  z)  d-x 
dx           ds"- 

4- 

df^{x,  y, 

ày 

z)   d\Y 

ds'- 

+ 

d^{x,  y, 

dz 

z)  d- z 
"  d7 

H-- 

d-:f{x,  y,z)  /dx\- 
dx^          \ds  J 

4- 

d^^{x,y, 

dy^ 

■^m 

+ 

d^§{x,y, 
dz' 

--vtv 

^d'^  rj{œ,  y,  z)  dy  dz 
dydz         ds   ds 

+  2 

d-ri{x,  y, 
dz  dx 

,  z)  dz  dx 
ds   ds 

+  2 

(r-^{x,y, 

,  z  )  dx  dy 

dx  dy 

ds    ds 

_u 

d'^r 
ds" 

d$(x,  y,z)  d"x 
dx           ds"^ 

+ 

d§{x,y, 

ày 

z)  d"y 
ds" 

+ 

dri{x;  y, 
dz 

z)  d"z 
""  "ds"  "^  ' 

Or  de  ces  dernières  équations  jointes  au  corollaire  I  il  résulte  que,  si 
les  deux  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de  l'ordre  n, 
chacune  des  quantités 

;  r  =  ^{x,  y,z), 

(^-5)  dr^  _  dj{x,  y,  z)  f_r  _  d'ry{x,y,z)  d^r  _  d"^{x,y,z] 

(  cù  ~  ds  '  ds'  ~"  ds^  '  '  "  '  '  ds"  ds" 

conservera  la  même  valeur  pour  le  point  de  contact,  dans  le  passage 
de  la  première  courbe  à  la  seconde.  C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple, 
si  l'on  prend  pour  r  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  (ic,  y,  z) 
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et  déterminé  par  la  formule 

(26)  r —\l x'^ -+- y"^  +  z- . 

Ajoutons  que  la  dérivée 

(27)  'd^^^  ~  d^^  ' 

déterminée  par  l'équation 

^Inw  ,.  ^       dHx,  y,z)  d"+'^ X 


,   ds"^-^  dx  ds"^^ 

(28)        ' 

)  d:f{x,y,z)  d"+^y       d^r'f{x,y,z)  d''-^^ z 

\  "^  ây  'ds^  '^  àz  ds"+^  +  •  •  • , 

changera  ordinairement  de  valeur  quand  on  passera  de  la  première 
courbe  à  la  seconde,  parce  que  chacune  des  expressions  (22),  ou  au 
moins  l'une  des  trois,  prendra  une  valeur  nouvelle.  Néanmoins  le 
contraire  pourrait  avoir  lieu  dans  certains  cas  particuliers,  par  exemple 
si  les  valeurs  de  oc,  y,  z  relatives  au  point  de  contact  réduisaient  à 
zéro,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (28),  les  coefficients  des 
expressions  (22),  ou  au  moins  le  coefficient  de  celle  dont  la  valeur 
changerait.  La  même  remarque  s'applique  aux  dérivées 

Corollaire  III.  —  Concevons  maintenant  que  l'on  veuille  prendre, 
au  lieu  de  s,  la  quantité  r  =  ^(x, y,z)  pour  variable  indépendante. 
Alors  on  pourra  concevoir  que,  les  coordonnées  x,  y,  z  étant  toujours 
fonctions  de  5,  5  devienne  fonction  de  r;  et  l'on  tirera  de  l'équation  (23), 
différentiée  plusieurs  fois  par  rapport  à  r, 

_  d^J{x,y,z)  d^ 
ds  dr  ' 

à ^{x^ y,  z)  d'-s       d'  r!f{x,  y,  z)  f  daX- 


(3o)  '  as  dr-  as-  \dr 


dri{x,  y,z)  d^s 
ds  dr" 
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Or  (les  formules  (3o)  réunies  au  corollaire  II  il  résulte  que,  si  les  deux 
courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de  l'ordre  n,  les  quantités 

ds        d-s  d"s 

^^•)  di'    ^'     '•"    ^7^' 

conserveront  en  général  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact, 
quand  on  passera  de  la  première  courbe  à  la  seconde.  En  substituant 
ces  valeurs  dans  les  équations 


(3?.) 


d.v 

d.v  ds 

d'  X 

dx  d-s        d- X 

fdsy 

d^x 

dx  d"s 

dr 

^  lis  dr' 

ds'' 

ds   dr'-    '     ds- 

U-)  '      •' 

dr" 

~~  ds   dr" 

dy 

dr 

dy  ds 

^  ~ds  dy 

d-y 
ds- 

dy  d-s        d'-y  . 
"  ds  dr'-    '    ds""  ' 

uisy 

d'\y 
dr" 

dy  d"  s 
~~  Ils  dr" 

dz 
dr 

_  dz  ds 
ds  dr 

d-z 
ds'-  " 

dz  d- s        d-z 
~  ds  dr-         ds^ 

fds  y- 

d"z 
dr" 

dz  d"s 
~"  ds  dr" 

et  ayant  égard  au  corollaire  I,  on  parviendra  aux  conclusions  suivantes  : 
Si  les  deux  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de  l'ordre  n, 
et  si  l'on  prend  /-=  S{x,  y,z)  pour  variable  indépendante,  non  seule- 
ment les  coordonnées  oc,  y,  z,  mais  encore  leurs  dérivées  jusqu'il  celles 
de  l'ordre  n,  savoir 


33) 


conserveront  généralement  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de 
contact,  quand  on  passera  de  la  première  courbe  \\  la  seconde.  On  doit 
toutefois  excepter  certains  cas  particuliers,  dans  lesquels  les  valeurs 
des  expressions  (33),  ou  de  quelques-unes  d'entre  elles,  tirées  des  for- 
mules (3o)  et  (32),   se  présenteraient,  pour  l'une  et  l'autre  courbe, 

sous  la  forme  indéterminée  -  ou  ->  et  varieraient  néanmoins  dans  le 

o  ce 

passage  d'une  courbe  à  l'autre.  Dans  tous  les  autres  cas,  le  corollaire  I 
ne  cessera  pas  d'être  vrai,  si  à  la  variable  s  on  substitue  la  variable  r 


dx 

d^x 

d^x 

d"x 

dr' 

dr"-' 

dr'  ' 

"'      ~di^ 

dy 

d'-y 

d\v 

d"  Y 

d?' 

dr-^  ' 

dr'  ' 

••'      d?" 

dz 

d^z 

d'z 

d"z 

d?' 

dr^' 

dr'  ' 

■  '      dr" 
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liée  par  une  équation  finie  quelconque  aux  coordonnées  oo,  y,  z-.  Seule- 
ment, après  cette  substitution,  l'on  ne  pourra  pas  toujours  affirmer 
que,  pour  le  point  de  contact,  l'une  au  moins  des  trois  dérivées 

d"+Kx       d''^\y       d"+^z 
'dP^^  '      «(/■"+'  '      'dr"^'^ 

change  de  valeur  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la  seconde. 

Corollaire  IV.  —  Supposons  que,  l'ordre  du  contact  des  deux  courbes 
données  étant  égal  à  n,  on  prenne  toujours  r  pour  variable  indépen- 
dante, et  que  l'on  désigne  par 

p,    q,     ...     . 
de  nouvelles  fonctions  des  coordonnées  œ,  y,  z.  On  aura 


dp 
dJ' 

dp  dx          dp  dy         dp  dz 
dx  dr          dy  dr          dz  dr 

d-  p 
dr' 

dp  d^-x        dp  d-y       dp  d- . 
dx  dr-     '  dy  dr'\        dz  dr 

d-'p  (dx\^- ^  d'-p  fdy^ 
'^  dx\dr)     '    'dy'\dr) 

d-p  f  dz 
(34)   /       '^J^'\'d7-)^^df'\d7')'^'d^^\di- 

d-p     dy  dz  d-p    dz  dx  d'^p     dx  dy 

2 '- — —  -\~  2  ' +  2  - ■ 

dy  dz  dr  dr  dz  dx  dr  dr  dx  dy  dr  dr 


d"^  p dp  d'^  X       dp  d'^y       dp  d"- z 

dr"  ~~  dx  dr"        dy  dr"        dz  dr" 


et,  comme  les  expressions  (33)  conserveront,  en  général,  les  mêmes 
valeurs,  relatives  au  point  de  contact,  dans  le  passage  de  la  première 
courbe  à  la  seconde,  il  est  clair  qu'on  pourra  en  dire  autant,  non  seu- 
lement des  fonctions  dérivées 


(35) 


dp 
dr 


d'p 
'dr^- 


d"p 
~di^' 


dont  les  valeurs  seront  déterminées  par  les  formules  (34),  mais  encore 
des  différentielles 


(36) 


dp,     d-p, 


d"p. 
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On  arriverait  à  des  conclusions  semblables  en  substituant  la  fonc- 
tion ^  à  la  fonction/?.  Enfin,  on  pourrait  échanger  entre  elles  les  quan- 
tités/?, q,  r  de  toutes  les  manières  possibles.  Ainsi,  par  exemple,  on 
reconnaîtrait  qu'en  général  les  différentielles 


(3; 


j   dq,     d'^q,      ..  .,     d"q, 
(   dr,     d-r,      .  .  . ,     d'^  r, 


prises  par  rapport  à  la  variable/?  considérée  comme  indépendante,  con- 
servent les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact,  tandis  qu'on 
passe  d'une  courbe  à  l'autre. 

Corollaire  V.  —  Rien  n'empêche  de  supposer,  dans  les  corollaires  II 

et  III, 

r  =  X. 

Alors  celles  des  expressions  (33)  qui  renferment  la  variable  x  se  ré- 
duisent la  première  à  l'unité,  les  autres  à  zéro,  et  celles  qui  ren- 
ferment y  ou  z  deviennent  respectivement 


(38) 


Donc,  si  les  deux  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de 
l'ordre  n,  et  si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante,  non  seulement 
les  coordonnées/,  z,  mais  encore  leurs  dérivées  successives  jusqu'à 
celles  de  l'ordre  n,  conserveront,  en  général,  les  mêmes  valeurs  rela- 
tives au  point  de  contact  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la 
seconde.  Ajoutons  que,  dans  ce  passage,  les  dérivées  de  Tordre  n  -h  i 
et  les  suivantes  prendront  ordinairement  des  valeurs  nouvelles.  Néan- 
moins, le  contraire  peut  avoir  lieu  dans  certains  cas  particuliers,  con- 
formément à  l'observation  déjà  faite  (p.  i43)  pour  le  cas  où  chacune 
des  courbes  devient  plane. 

Lorsque  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  ne  forme  pas  un 


dy^ 
dx 

d\y 
dx^' 

d'y, 

'       dx" 

'dz 

d'z 

d'^z 

dx 

dx'-' 

'  '  '      dx" ' 
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angle  droit  avec  l'axe  des  x,  chacune  des  quantités 


(39) 


dx"+^  '      dx"+^  ' 


OU  au  moins  l'une  des  deux,  change  nécessairement  de  valeur  dans 
le  passage  d'une  courbe  à  l'autre,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  remarqué  {voir  le 
corollaire  III  du  théorème  III). 

Nous  observerons  en  finissant  qu'on  peut  toujours  choisir  l'axe 
des  X  de  manière  qu'il  forme,  avec  la  tangente  commune  à  deux  courbes 
données,  un  angle  différent  d'un  angle  droit.  Cela  posé,  si  l'on  réunit 
le  corollaire  III  du  théorème  III  au  théorème  I  de  la  dix-huitième 
Leçon,  l'on  en  conclura  généralement  que  deux  courbes  qui  ont  entre 
elles  un  contact  du  second  ordre,  ou  d'un  ordre  plus  élevé,  sont  oscula- 
trices  l'une  de  l'autre,  et  réciproquement  que  deux  courbes  oscula- 
trices  l'une  de  l'autre  ont  toujours  entre  elles,  au  point  d'osculation, 
un  contact  du  second  ordre  ou  d'un  ordre  supérieur  à  2. 


OEuvres  de  C—  S.  11,  t.  V.  5o 
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YINGT-DEUXIÈME  LEÇON. 

SUR    LES    DIVERS    ORDRES    DE    CONTACT    DES    SURFACES    COURBES. 


Considérons  deux  surfaces  qui  se  touchent  en  un  point  donné  (P). 
Si,  par  le  point  (P),  on  mène  un  plan  normal  au  deux  surfaces,  les 
deux  lignes  d'intersection  seront  tangentes  l'une  à  l'autre;  et,  si  l'on 
fait  tourner  ce  plan  autour  de  la  normale,  les  deux  lignes  dont  il  s'agit 
changeront,  en  général,  de  position  et  de  forme.  Quant  au  nombre  qui 
représentera  l'ordre  de  contact  de  ces  deux  lignes,  il  pourra  ou 
demeurer  toujours  le  même,  ou  changer  de  valeur  avec  la  position  du 
plan  normal.  Or,  ce  nombre,  quand  il  est  invariable,  ou  sa  valeur  mi- 
nimum, dans  le  cas  contraire,  sert  à  mesurer  ce  qu'on  appelle  V ordre 
de  contact  des  deux  surfaces.  Soit  a  cet  ordre;  et  supposons  que,  les 
deux  surfaces  étant  coupées  par  un  plan  normal  quelconque,  c'est- 
à-dire  par  un  plan  qui  renferme  la  normale  commune,  on  nomme  (Q), 
(R)  les  points  où  les  courbes  d'intersection,  prolongées  dans  un  cer- 
tain sens,  sont  rencontrées  par  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  (P) 
comme  centre  avec  un  rayon  très  petit  désigné  par  i.  Si  l'on  considère 
ce  rayon  comme  infiniment  petit  du  premier  ordre,  la  distance  QR, 
variable  avec  la  position  du  plan  normal,  sera  elle-même  une  quantité 
infiniment  petite  d'un  ordre  marqué  par  un  nombre  constant  ou  va- 
riable, dont  a  -f- 1  représentera  la  valeur  unique  ou  la  valeur  minimum. 

Concevons  maintenant  que  par  le  point  (Q),  situé  sur  la  première 
surface,  on  inènc  une  sécante  parallèle  à  une  droite  qui  forme  avec  le 
plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces  un  angle  §  sensiblement  diffé- 
rent de  zéro,  mais  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  ->  et  que  cette  sécante 
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coupe  la  seconde  surface  en  (S).  Dans  le  triangle  QRS,  le  côté  RS,  sen- 
siblement parallèle  au  plan  tangent,  puisqu'il  sera  compris  entre  deux 
points  de  la  seconde  surface  très  rapprochés  du  point  de  contact, 
formera  évidemment  avec  les  côtés  QR,  QS  des  angles  finis,  dont  le 
premier  différera  très  peu  d'un  angle  droit,  tandis  que  le  second  sera 
égal  ou  supérieur  à  û.  Donc,  si  l'on  désigne  par  I  une  quantité  infini- 
ment petite,  et  par  A  un  angle  compris  entre  les  limites  B  et  -S  on 
aura 

sin  [  — 1-  I| 

QS  = V~r^QK. 

sinA 

Or,  il  résulte  de  cette  dernière  formule  que  la  distance  infiniment 
petite  QS  sera,  pour  toutes  les  positions  du  plan  normal,  de  même 
ordre  que  la  distance  QR.  De  plus,  comme  le  rapport  entre  la  perpen- 
diculaire abaissée  au  point  (P)  sur  la  droite  QS  ou  sur  son  prolonge- 
ment et  le  rayon  vecteur  PQ  =  i  sera  équivalent  au  sinus  de  l'angle  PQS 
formé  par  la  droite  QS  avec  une  droite  PQ  sensiblement  parallèle  au 
plan  tangent,  et,  par  conséquent,  à  une  quantité  finie  différente  de 
zéro,  cette  perpendiculaire  sera  évidemment  une  quantité  infiniment 
petite  du  premier  ordre.  De  ces  diverses  remarques  on  déduit  immé- 
diatement la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  L'ordre  de  contact  de  deux  surfaces,  qui  se  touchent 
en  un  point  donné  (P),  est  inférieur  d'une  unité  à  la  valeur  unique  ou  à 
la  valeur  minimum  du  nombre  qui  représente  l'ordre  de  la  distance  infi- 
nim,ent petite  comprise  entre  les  points  (Q),  (S)  où  elles  sont  rencontrées 
par  une  sécante  qui  forme  avec  le  plan  tangent  commun  à  ces  deux  sur- 
faces un  angle  sensible,  lorsque  Von  considère  la  distance  du  point  de 
contact  à  la  sécante  dont  il  s'agit  comme  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre. 

Supposons  que  l'on  ait  mené  par  le  point  (P)  un  plan  quelconque 
qui  forme  un  angle  sensible  avec  le  plan  tangent.  Ce  plan  coupera  les 
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deux  surfaces  suivant  deux  nouvelles  courbes.  De  plus,  on  pourra  con- 
cevoir que  la  sécante,  ci-dessus  mentionnée,  coïncide  avec  une  droite 
comprise  dans  ce  même  plan;  et  alors,  en  comparant  le  théorème  pré- 
cédent au  théorème  III  de  la  neuvième  Leçon,  on  établira  sans  peine 
une  proposition  que  nous  allons  énoncer  : 

Théorème  II.  —  Lorsque  deux  surfaces  ont  entre  elles,  en  un  point 
donné,  un  contact  de  V ordre  a,  tout  plan  normal  ou  oblique,  qui  forme 
un  angle  sensible  avec  le  plan  tangent  commun  à  ces  deux  surfaces,  les 
coupe  suivant  deux  courbes  qui  ont  entre  elles  un  contact  de  V ordre  a  ou 
d'un  ordre  supérieur. 

Il  importe  d'observer  ici  non  seulement  que  les  sections  faites,  dans 
les  deux  surfaces,  par  un  plan  normal  ou  oblique  qui  renferme  le 
point  commun,  peuvent  avoir  entre  elles  un  contact  d'un  ordre  beau- 
coup plus  élevé  que  le  nombre  a,  mais  qu'elles  peuvent  même,  dans 
certains  cas,  se  confondre  entièrement  l'une  avec  l'autre.  Alors  le 
nombre  qui  représente  l'ordre  de  contact  des  deux  sections  prend 
une  valeur  infinie.  Ajoutons  que  ces  deux  sections  se  réduisent 
quelquefois  à  une  seule  droite.  On  peut  offrir  pour  exemple  la  généra- 
trice commune  à  deux  surfaces  coniques  ou  cylindriques  qui  se 
touchent  en  un  point  donné. 

Si  les  deux  surfaces  sont  représentées  par  deux  équations  entre  les 
coordonnées  rectilignes  x,  y,  z,  et  si  le  plan  tangent  mené  par  le  point 
commun  n'est  pas  sensiblement  parallèle  à  l'axe  des  z,  alors,  en  sup- 
posant la  sécante  QS  parallèle  à  ce  même  axe,  on  déduira  immédiate- 
ment du  théorème  I  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Pour  obtenir  V ordre  de  contact  de  deux  surfaces  qui 
se  touchent  en  un  point  où  le  plan  tangent  n'est  pas  parallèle  à  l'axe 
des  z,  il  suffit  de  mener  une  ordonnée  très  voisine  du  point  de  contact  et 
de  chercher  la  valeur  unique  ou  la  valeur  minimum  du  nombre  constant 
ou  variable  qui  représente  l'ordre  de  la  portion  infiniment  petite  d'or- 
donnée comprise  entre  les  deux  surfaces^  dans  le  cas  où  l'on  considère  la 
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distance  du  point  de  contact  à  V ordonnée  comme  infiniment  petite  du 
premier  ordre.  Cette  valeur  unique  ou  cette  valeur  minimum,  diminuée 
d'une  unité,  indique  V  ordre  du  contact. 

Corollaire  I.  —  Soient  - 

(0  zz=f{x,y), 

(2)  •  .       z  =  ¥{x,y) 

les  équations  des  deux  surfaces  courbes.  Elles  auront  un  poini 
commun  correspondant  à  un  système  de  valeurs  données  des  va- 
riables x,y,  et,  en  ce  point,  un  plan  tangent  commun,  non  parallèle  à 
l'axe  des  z  (voir  la  seizième  Leçon,  p.  3oo),  si,  pour  les  valeurs  pro- 
posées aux,  y,  les  formules  (i)  et  (2)  fournissent  des  valeurs  égales 
et  finies,  non  seulement  de  l'ordonnée  z,  mais  encore  de  ses  dérivées 

partielles  p  =:  -^,  q  =  ^,  en  sorte  que  les  équations 

(3)  /(^,/)  =  F(.z^,/) 
et 


(4) 


àf{x,y)  _  dY{x,y) ^  df{x,y)  __  dY{x,y) 

dx  dx  dy  ây 


soient  vérifiées,  et  que  les  deux  membres  de  chacune  d'elles  con- 
servent des  valeurs  finies.  Dans  cette  hypothèse,  la  différence 

(5)  F{x,y)-f{x,y), 

qui  s'évanouira  pour  les  valeurs  de  x  et  de  y  relatives  au  point 
commun,  deviendra  infiniment  petite,  quand  les  variables  x,  y  rece- 
vront des  accroissements  infiniment  petits  A^,  Ay;  et,  si  l'on  considère 
la  distance 


(6)  \/A^2-t-Aj^ 

comme  étant  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  l'ordre  de  la  quan- 
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tité  infiniment  petite,  qui  représentera  la  nouvelle  valeur  de 

surpassera  d'une  unité  l'ordre  de  contact  des  deux  surfaces.  Il  importe 
d'ailleurs  d'observer  que  l'expression  (6)  sera  une  quantité  infiniment 
petite  du  premier  ordre,  si  chacun  des  accroissements  Ax,  Aj  est  un 
infiniment  petit  de  cet  ordre,  ou  si  l'un  d'eux  est  du  premier  ordre, 
l'autre  étant  nul  ou  d'un  ordre  supérieur. 

Corollaire  //.  —  Si  les  deux  surfaces  se  touchent  en  un  point  de 
l'axe  des  z,  mais  de  manière  que  cet  axe  ne  soit  pas  renfermé  dans  le 
plan  tangent  mené  par  le  point  de  contact,  il  suffira,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  dire,  pour  déterminer  l'ordre  du  contact,  de  chercher  le 
nombre  qui  indiquera  l'ordre  de  la  différence  ¥(x,y) — /(x,y),  en 
considérant  les  deux  variables  x,  y  comme  des  infiniment  petits  du 
premier  ordre,  et  de  diminuer  ce  nombre  d'une  unité.'  En  opérant 
ainsi,  on  reconnaîtra  que  les  quatre  surfaces  représentées  par  les 
quatre  équations 

z^x^'  +  y^,         z  =  x^  +  y^,         z=:x^-  +  y^,         z  =  x^-hy^, 

ont  toutes  entre  elles,  à  l'origine  des  coordonnées,  un  contact  du 
premier  ordre,  tandis  qu'au  même  point  les  deux  surfaces 

z  zzzx''  +  y'\         z  =  ^"+'  +  7"+* 
ont  un  contact  de  l'ordre  n,  et  les  deux  surfaces 

*  A  11 

z  =  x'^-Jry'\        G  =  ^*4-yS 
un  contact  de  l'ordre^ — 1=7* 

0  4 

Corollaire  III.  —  Supposons  que  les  surfaces  (i)  et  (2)  aient  un 
point  commun  correspondant  aux  coordonnées  x,  y  et  en  ce  point  un 
plan  tangent  commun,  non  parallèle  à  l'axe  des  z,  avec  un  contact  de 
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l'ordre  V2;  soit  d'ailleurs  n  le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement 
supérieur  à  a.  La  différence 

(5)  .  F(^,y)-/(^,/) 

s'évanouira;  et,  si  l'on  désigne  par  A^,  Aj  des  accroissements  infini- 
ment petits  du  premier  ordre  attribués  aux  coordonnées  x,  y,  l'ex- 
pression 

(7)  F(^  +  Aa^,/  +  Aj)— /(^  +  A.r,j  + Ay) 

sera  (en  vertu  du  corollaire  I)  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a-hi. 
D'ailleurs,  pour  que  les  accroissements  Lx,  Aj  soient  infiniment  petits 
du  premier  ordre,  il  suffira  de  prendre 

(8)  ^x  zzz.oidx,         ^y:=zoLdy, 

en  désignant  par  a  une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre,  et 
en  donnant  aux  différentielles  dx,  dy  des  valeurs  finies.  Alors  l'expres- 
sion (7)  se  présentera  sous  la  forme 

( 9 )  F ( ^  +  a  dx,  y  -\-  (X  dy )  —  f{x-\-a  dx,  y  -\-  a.dy). 

Donc,  si  l'on  considère  la  variable  a  comme  infiniment  petite  du  pre- 
mier ordre,  l'expression  (9)  sera,  dans  l'hypothèse  admise,  un  infini- 
ment petit  de  l'ordre  a  -\- \ ,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs 
finies  attribuées  aux  différentielles  dx  et  dy. 

Concevons  maintenant  que  l'on  pose,  pour  abréger, 

(10)  Y{x  +  ctdx,  j+  <^dy)  — f{x-^a  dx,  y  -\-  a  dy)  ■=■.  '\){o!.) . 

En  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  (p.  i33),  ^^''"^'^(a)  sera  la  première  des 

fonctions  dérivées 

d>(a),     ^'(a),     y{a),     ... 

qui  cessera  de  s'évanouir  avec  a;  en  d'autres  termes,  'j'-"'^'^(o)  sera  la 
première  des  quantités 

4;(o),     ^'(o),     Y{0),      ... 
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qui  obtiendra  une  valeur  différente  de  zéro.  On  aura  donc 

(II)        ^(0)=:0,  ^'(0)  =  0,  i];"(0)  =  O,  ...,  i];^^)  (o)  =  O. 

D'ailleurs,  en  ayant  égard  aux  principes  établis  dans  la  quatorzième 
Leçon  de  Calcul  infinitésimal,  on  trouvera 


(12) 


^(o)=       F(^, 

y)- 

-    /(^, 

7)' 

x\i'  {o)=   dF{x, 

y)- 

-    df{^^ 

y), 

^"{o)==  d'-F{.T, 

y)- 

-  d-f{x 

yh 

('^Ho)  =  d"¥(x, 

r)- 

-d\fix, 

r). 

Donc  on  aura,  pour  le  point  commun  aux  deux  surfaces, 

/        F(a:,j)=       fix,y), 

\    d¥{x,j)=    df{x,y), 

(i3)  l  d^¥{x,r)=  d^f{x,  y), 


d-F{x,y)  =  dn/{x,y); 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 


F(^,J)— /(■3:^,  y), 


àx  ày  -^  àx  dy 


dx-  ôxdy  -^  dy' 

(,4)     \  =  ^VlfilZlrf,^  +    ,m^d.dy        +  ^-^J^riy'. 
^  ^     ^  àx'-  dx  dy  -^  ày' 


Ox"  I     âx"-^  ày  "^  ày 

àJLfpi),^,^'Là.;fi^d.'-'dy^...^'-^^^dr. 
dx"-  I    àx"-^  ày  ày 


Ces  dernières  formules  devant  subsister,  quelles  que  soient  les  valeurs 
finies  attribuées  aux  différentielles  dx,  dy,  entraîneront  évidemment 
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^Ot 


les  équations 

âF(a;,  y)  _  dfjx,  y)  ôY{x,  y)  _  df{x,  y) 

ôx  ôx  dy  ày 

(r'F(x,y)  _  ()-/{x,y)  cT-  Y{x,  y)  _  d-/(x,  y)  d'-  ¥{x,  y)  _  à'f{x,  y) 


àx^ 


âx- 


dx  dv 


ôx  <)y 


ây'- 


ôv^ 


(ir>)     ( 


d"F{x,  y)  __  d'\f{x,y)  d"Y{x,y)  __  d"f{x,  y) 

âx"—^  dy  àx"^~'^  dy 


ôx' 


dx"- 


d"F{x,  y)  _  d"f{x,  y)  d"Y{x,  y)  _  d'\f{x,  y) 


âxdy"-^    ~      àxây"-^ 


ày 


Par  conséquent,  lorsque  deux  surfaces  se  touchent  en  un  point  où  le 
plan-tangent  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  z,  non  seulement  j)onr  le 
point  dont  il  s'agit,  l'ordonnée  z,  considérée  comme  fonction  des  deux 
variables  indépendantes  x,  y,  et  ses  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  savoir 


(i6) 


dz        dz 
dx       dy 


ne  changent  pas  de  valeur  dans  le  passage  de  la  première  surface  à  la 
seconde;  mais  il  en  est  encore  de  même  des  dérivées  partielles 


d'z 


d'-z        d-z 


('7) 


/  d'z 
dx^ 


dx-       dx  dy       dy- 

d'z  d'z  d'z 

dx-  dy       dx  dy-       dy'^ 


jusqu'à  celles  dont  l'ordre  coïncide  avec  le  nombre  entier  égal  ou  im- 
médiatement supérieur  ii  l'ordre  du  contact  :  en  d'autres  termes,  si  l'on 
désigne  par /^  ce  nombre  entier,  l'ordonnée  s  et  ses  dilTérentielles  totales 
des  divers  ordres  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n,  c'est-à-dire  les  quantités 

(i8)  z,     dz,     d'-z,      ...,      ^"-'r,      d"z, 

conserveront  les  mêmes  valeurs  dans  le  passage  de  la  première  surface 
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il  la  seconde,  quelles  que  soient  les  valeurs  assignées  aux  différen- 
tielles dx,  dy  des  variables  indépendantes. 

Corollaire  IV.  —  Si,  les  deux  surlaces  ayant  un  contact  de  l'ordre  «, 
le  plan  tangent  commun  devenait  parallèle  à  l'axe  des  z,  alors,  en  attri- 
buant aux  valeurs  des  coordonnées  x,  y  qui  se  rapportent  au  point 
de  contact  des  accroissements  infiniment  petits  du  premier  ordre,  on 
ne  trouverait  pas  généralement,  pour  les  valeurs  correspondantes  de  la 

différence 

F(^, /)— /(.x-, /), 

nn  infiniment  j)etit  de  l'ordre  «  -h  r.  Néanmoins,  on  pourrait  encore 
déterminer  l'ordre  du  contact  par  la  méthode  dont  nous  avons  fait 
usaiîe,  en  substituant  l'une  des  variables  ^r,  r  à  la  variable  :;.  Ainsi, 
par  exemple,  pour  montrer  que  les  deux  surfaces 

il  11 

qui  touchent  à  l'origine  le  plan  des  y,  z,  ont  en  ce  point  un  contact 
dn  second  ordre,  il  suffira  d'observer  que  leurs  équations  résolues  par 
rapport  à  x  prennent  les  formes 


et  que  la  différence 


1  -  /'     I  -  y- 


est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  quand  on  considère  y  et  :; 
comme  des  infiniment  petits  du  premier  ordre.  Quant  ii  la  différence 
V{x,y)  —f{oc,  y),  elle  se  réduit  dans  cet  exemple  à 

et,  lorsque  l'on  considère £r  et  j  comme  des  infiniment  petits  dn  premier 
ordre,   elle  est  une  quantité  infiniment  petite,  non  plus  du  second 

ordre,  mais  de  l'ordre  y  seulement. 

4 
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Corollaire  V.  —  Lorsque  le  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces 
n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  s,  et  que  l'ordre  du  contact  est  un  nombre 
entier,  il. suffit,  pour  déterminer  cet  ordre,  de  chercher  quelle  est  la 
dernière  des  équations 

(19)     \<{x,y)z=zf{x,y),      d¥{.r,y)  =  df{x,y),      (PF{.v,  r)~(r-f{.v, y),      ..., 

qui  se  trouve  vérifiée  pour  le  point  de  contact,  indépendamment  des 
valeurs  attribuées  aux  difï'érentielles  dx,  dy  des  variables  indépen- 
dantes. L'ordre  des  différentielles  totales  comprises  dans  cette  dernière 
équation  sera  précisément  l'ordre  demandé. 

Nous  observerons,  en  finissant,  qu'on  peut  toujours  choisir  pour  axe 
des  z  un  axe  qui  ne  soit  pas  parallèle  au  plan  tangent  mené  par  le 
|)oint  de  contact  de  deux  surfaces.  Cela  posé,  si  l'on  réunit  le  corol- 
laire III  du  théorème  III  au  théorème  II  de  la  vingtième  Leçon,  on  en 
conclura  généralement  que  deux  surfaces  qui  ont  entre  elles  un  contact 
du  second  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé  sont  osculatrices  l'une  dt^ 
l'autre  et,  réciproquement,  que  deux  surfaces  osculatrices  l'une  de 
l'autre  ont  toujours  entre  elles,  au  point  d'osculation,  un  contact  du 
second  ordre  ou  d'un  ordre  supérieur  à  2. 
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PREMIÈRE  LEÇON. 


RECTIFICATION  DES  COURBES  PLANES  OU  A  DOUBLE  COURBURE 


(Considérons  une  courbe  plane,  représentée  par  une  équation  entre 
les  deux  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  ou  bien  une  courbe  ii  double 
(xiurbure,  représentée  par  deux  équations  entre  les  trois  coordonnées 
rectangulaires  x,  y,  r- ;  et,  sur  cette  courbe,  un  arc  renfermé  entre  un 
point  fixe  (A)  et  le  point  mobile  douta?  est  l'abscisse.  Si  l'on  désigne 
par  s  cet  arc,  pris  avec  le  signe  +  ou  avec  le  signe  —,  suivant  qu'on 
le  suppose  porté,  à  partir  du  point  (A),  dans  un  sens  ou  dans  un  autre, 
et  si  l'on  appelle  t  l'inclinaison  de  la  courbe  par  rapport  à  l'axe  des  .t, 
on  aura  [voir  dans  le  Tome  I  les  formules  (lo)  de  la  cinquième  Leçon 
et  (7)  de  la  seizième] 

SeCT:=±  -j-  5 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(i)  ds  =:±:  sécr  djc, 

le  signe  ±  devant  être  réduit  au  signe  +  dans  le  cas  où  l'arc  s  croit 
avec  l'abscisse  07,  et  au  signe  —  dans  le  cas  contraire.  Ola  posé,  soient 
(P),  (Q)  deux  points  différents  de  la  courbe,  respectivement  déter- 
minés, le  premier  par  le  système  des  coordonnées  j^^^  y^,  le  second 
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parle  systènio  des  coordonnées  X,  Y;  et  (/?)  le  point  mobile  qui  cor- 
respond aux  coordonnées  variables  x,  y.  Concevons  d'ailleurs  que 
l'abscisse  x  croisse  ou  décroisse  constamment,  tandis  que  le  point 
mobile  {p)  passe  de  la  position  (P)  à  la  position  (Q),  en  décrivant 
l'arc  PQ.  Enfin,  soient  ^„  et  S  les  deux  valeurs  de  s  correspondant  à 
X  =  x^  Qi  \i  X  =  \.  On  tirera  de  l'équation  (i),  en  intégrant  les  deux 
membres  à  partir  de  x  —  x^^  [?'0f>  la  trente-deuxième  Leçon  de  Calcul 
infinitésimal  | , 

(2)  s--SQ^=:±i     sécrda-, 
puis,  en  posant  a?  =  X, 

(3)  è—s^  =  ±j     séczdx. 

C'est  il  l'aide  de  la  formule  (3)  que  l'on  pourra  déterminer  l'arc  PQ, 
toujours  égal  à  la  valeur  numérique  de  la  différen<;e  S — ^0.  On  trou- 
vera en  particulier 

(4)  S  —  So  =-  I     nécrdjc, 

si  les  différences  S  —  ^0»  ^  —  ^0  ^ont  des  quantités  de  même  signe,  et 

(5)  '  S  —  .Ço  =  —  /     séczdjc, 

si  les  mêmes  différences  sont  des  quantités  de  signes  contraires.  Si  le 
point  (P)  coïncidait  avec  le  point  (A),  s^  deviendrait  nul.  Alors,  en 
supposant,  pour  fixer  les  idées,  les  quantités  s,  S,  x  —  x„,  X  —  x„ 
positives,  on  tirerait  de  la  formule  (2) 

(6)  5=1     sécT^^, 
et  de  la  formule  (3) 

(7)  ^  —  f     sécrf/o-. 

■'■» 

Ajoutons  que,  si  l'on  considère  l'abscisse  x  comme  variable  indépen- 
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(ianto,  la  valeur  de  séc:  sera  déterminée  pour  une  courbe  plane  (voir 
la  première  Leçon  du  Tome  I)  par  l'équation 

(8)  •  sécT  —  v^iH-j'-  =:±  —  •  . 

N  étant  la  normale.  Donc  alors  la  formule  (6)  donnera 

(9)  s—i     s^'i-\- y-'dx. 

On  trouvera,  au  contraire,  pour  une  courbe  à  double  courbure  (^voir  la 
seizième  Leçon  du  Tome  I), 


(lo)  ■  sécr  =  V  • -t- j'^-+- -'% 

et  par  suite 

(il)  ■  ^~i    \ ^^y''  +  ^'^ dx. 

Si  l'inclinaison  t  devient  constante,  comme  il  arrive  quand  la  courbe 
proposée  se  réduit  à  une  droite  ou  à  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre 
qui  a  pour  axe  l'axe  des  x,  la  formule  (G)  donneila 

(i2)  S -- sécr  f     dx=z{x  —  a?o)sécT. 


€ 


i)vx  —  x„  représente  précisément  la  projection  de  l'arc  s  sur  l'axe  des^. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorèmi:.  —  Lorsqu'une  ligne  a,  dans  tous  ses  points,  la  même  incli- 
naison par  rapport  à  l'axe  des  x,  une  longueur  portée  sur  cette  ligne  est 
équivalente  au  produit  de  sa  projection  sur  l'axe  des  x  par  la  sécante 
de  l'inclinaison. 

Appliquons  maintenant  la  formule  (6)  à  quelques  exemples. 

Exemple  I.  —  Si  la  courbe  proposée  coïncide  avec  la  circonférenci» 
de  cercle  représentée  par  l'équation 

(i3)  ■  oc^.^y^-  =  \\\ 
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on  aura  N  --  R.  Par  suite,  la  formule  (8)  donnera 


;         7       vR'--^' 


N  R 

ef  l'on  tirera  de  l'équation  (6) 
(lo)  szs^RI    ■ =  R    nro,  si  n~  —  arc  sm  -^^    • 

11  était  facile  de  prévoir  ce  résultat.  En  effet,  la  différence 

arcsinjj  —  arcsiii^? 
n  ix 

entre  deux  arcs  relatifs  au  cercle  qui  a  pour  rayon  l'unité,  est  la  mesure 
de  l'angle  compris  entre  les  rayons  vecteurs  menés  de  J'origine  <iux 
points  de  la  circonférence  donnée  qui  ont  pour  abscisses  x^  et  x.  Donc 
le  produit  de  cette  différence  par  le  rayon  R  est  la  mesure  de  l'arc 
compris  entre  les  deux  points. 

.    Exemple  IL  —  Considérons  une  ellipse  représentée  par  l'équation 

dans  laquelle  a  désigne  la  moitié  du  grand  axe  et  h  la  moitié  du  petit 
axe.  On  aura,  dans  ce  cas, 

a:        yy'  __        ■  ,,  __    ^^r^  _         b^-x- 

'  8  )  séc  T  =  t  /  -- ^-— , —{ 

y        a-(^a-  —  X-) 

D'ailleurs,  si  l'on  iiomme  £  l'excentricité  de  l'ellipse,  c'est-à-dire  le 
rapport  entre  la  distance  d'un  foyer  au  centre  et  la  moitié  du  grand 
axe,  on  aura  {voir  la  onzième  Leçon  du  Tome  I) 


(19)  as  --\^a-—  b'. 

Cela  posé,  la  valeur  de  sécT  deviendra 

/a"  —  t'^X' 


(20)  sécY-- 


V  "^^":r^  ' 
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ot  l'on  tirera  do  réquation  (  (3)  . 


(21)  s  z:z   1       \  /  ■ — ~  dJC. 

J.r„   V      a'  —  a:- 

Si,  dans  la  formule  (21),  on  remplace  les  limites  de  l'intégrale  relative 
à  X  par  zéro  et  a,  la  valeur  de  s,  réduite  à 


/         /a^  —  s.- oc-   , 

(  22  )  5  r=   /       t  / r-  dx, 

représentera  le  quart  du  périmètre  de  l'ellipse.  Donc  le  périmètre  entier 
aura  pour  mesure  l'expression 


dans  laquelle  il  suffît  de  poser  x  =  at  pour  la  ramener  à  la  formi^ 


(24)  4«/   i/l-J-^dt. 

Les  intégrales  comprises  dans  les  formules  (21),  (22^,  (23)  et  (21) 
sont  du  nombre  de  celles  qu'on  ^^e  peut  exprimer  en  termes  finis;  mais 
diverses  méthodes  fournissent  le  moyen  d'en  calculer  des  valeurs  aussi 
approchées  qu'on  le  désire. 

Exer/iple  III.  —  Considérons  une  hyperbole  représentée  par  l'équation 

(25)  ^-_z:^i, 

a-         b- 

dans  laquelle  a,  h  sont  deux  quantités  positives  dont  la  première  dé- 
signe la  moitié  de  l'axe  réel.  On  aura,  dans  ce  cas, 

(26)  __--^.— o,         r"—  — 


(i'         ly-  "  «*J^        a-(j7'^ — a-) 


(  27  )  sec  T  =  1  /  ^ —--- — - . 

y        a-{x-  —  a-) 

D'ailleurs,  si  l'on  nomme  c  l'excentricité  de  l'hyperbole,  c'est-à-dire  le 
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rapport  filtre  la  distance  d'un  loyer  au  centre  et  la  moitié  de  l'axe  réel, 
on  aura  (voir  la  onzième  Leçon  du  Tome  I) 

(28)  as.  =  y/a^  -h  b'^. 

Par  suite,  la  valeur  de  sécT  deviendra 

et  l'on  tirera  de  l'équation  (6) 


(3o)  s  =^  j     i  / '^ — ; -~dx. 

....  ,h      \     X-  —  a- 

Comme  ks  deux  fractions 


a-  —  t'-X'        z.-  X- 
— 'i i~  '       ■ — :r 


ne  ditlèrent  pas  l'une  de  l'autre,  il  est  clair  que  la  valeur  précédente- 
de  s  est  pareille  à  celle  que  fournit  l'équation  (21).  Seulement,  dans 
l'équation  (21),  le  nombre  £,  déterminé  par  la  formule  (19),  est  infé- 
rieur à  l'unité,  tandis  que  dans  l'équation  (3o),  le  nombre  £,  déterminé 
par  la  formule  (28^  devient  supérieur  à  l'unité. 

Exemple  IV.   —  Si   la  courbe   proposée  coïncide  avec  la  parabole 
représentée  par  l'équation  .   " 

(3i)  •  '■     .    f-  —  ipx, 

on  aura 

(32)  ■       yy'=^p,        /=.^----±y//^, 


(33)  ■.  ■  sécT  — i/i+  — 

^       '  \  "ÎX 

<'t  par  suite 


(34)  s^j  y/i  +  -^^^- 


IX 


Pour  déterminer   la  valeur  de   l'intégrale  comprise  dans   !<'   secoud 
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mombro  de  l'équation  (34)  on  posera 


v' 


p  p 

I  4-  -—  ^=  t  OU  a;  r-= 


et  l'on  trouvera 

/  4  /  I  +  —  dx  ^=  I  t  dx  ■=!  tx  —  I  X  dt=z  tx  —  —   /  -^ 

J     \  2X  J  J        ■  -ijt'—i 

—-  tx  —  '-r  l  \ ■  I  -+-  consl. 

4    V  ^  +  ' 


J^-1 


'     p--. 


"  '    '-  const. 


\/^-^^-4    '       / 


t  /  I  +  -^  4-  I 


•ix 


Si  maintenant  on  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  ^„  =  o,  on  tirera 
de  la  formule  (34)  ^  . 

\  y         IX 

Telle  est  la  valeur  de  l'arc  de  la  parabole  compris  entre  le  sommet  et 
le  point  correspondant. à  l'abscisse  x. 

Exemple  V.  —  Si  la  courbe  proposée  coïncide  avec  la  logaril /unique 
que  nous  avons  déjà  considérée  dans  la  première  Leçon  du  Tome  I,  et 
qui  est  représentée  par  l'équation 

(36)  yzzzalx, 

la  caractéristique  /  indiquant  un  logarithme  pris  dans  le  système  dont 
la  base  est  e,  on  trouvera 

(37)  .  .  langT  =  /=|, 

et  par  suite 

dx     ■ 

(38)  X  r=i  a  coir ,         dx —■ — a -r— „— • 

Cela  posé,  si  l'.on  désigne  par  Tq  lavaleur'de  t  correspondant  à  x  ~  x,^, 
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on  tirera  de  l'équation  (6) 

(  So  )  s  —  ~  a  f -.--:-  ■■ 

J     cosrsin-T 

On  a  d'ailleurs  "  •  • 

cos-T  -+-  sin-t        cosT  .         i  ' 


't  de  plus 


I 
cosTSin'T  cosTsiu--  sin-r       cosr' 


r  cour  dz 
J     sin^r 


I 


SUIT 


J  cosr         /      .    /tt 


i^T 


H COS     7  +  - 


const., 


/tanî?(  -  +  - 


."l  /. 


4       2 


consl. 


■'>\î-^^)  +  '^'"'s( 


v-^ 


Donc  l'équation  (39)  donnera 

(4o)  ^  —  a    — ; /  lanj 

|_sin-       sinz-fl 

« 

Si  l'on  échangeait  entre  eux  les  axes  des  x  et  des  y,  l'équation  de 
la  logarithmique  deviendrait,  comme  on  l'a  déjà  remarqué  (Tome  I, 

deuxième  Leçon) 

.1" 

et  l'on  aurait  en  conséquence 

(42)  langT  =  y=: -e". 

On  trouverait  par  suite 


(43) 


a;=i«/tangT  —  al{a),  da^  =z  a  — 


dz 


siriTCOsr 


puis,  en  désignant  par  t^  la  valeur  de  t  correspondant  à  x  =  x^,,  on 
tirerait  de  l'équation  ((j) 

r^       dz  '  . 

44)  s^a\     -. —  . 

'  J       SUIT  COS* T 

On  aurait  d'ailleurs 


I 


siriT 


/*  siiir 

j    cos-T 


dz 


SHITCOS'^T  SUIT  COS^T 

dz  r      \dz 


COST 


consl., 


r  dz    _     /•      \dz 
J  sinr  ~   /     .    z         z 

^  .  /     SI» -COS - 

,J  2  2 


/tanff-  -r-  consl. 
2 
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Donc  l'équation  (44)  tlonnorait 

( 45)  s  -r-  a  ( h  /  lang /  lang  — 

\COSr  COSTo  3  2 

11  serait  facile  d'introduire  dans  les  seconds  membres  des  formules  (4o) 
et  (45)  l'abscisse  a;  à  la  place  de  l'inclinaison  t. 

Exemple   VI.    —    Considérons   encore    la    courbe    représentée   par 
l'éq-uation 

.r  .y 

(46)  J=.  « 5 


qui  est  précisément  celle  que  décrit  une  chaîne  pesante,  flexible  et 
homogène,  suspendue  par  ses  extrémités  à  deux  points  fixes,  et  qui 
pour  cette  raison  a  reçu  le  nom  de  chaînette.  On  aura,  pour  cette  courbe, 


(47)  )''=--— ^ 


et  par  suite 

(48)  •     •  sécr=^ 


Gela  posé,  en  faisant  évanouir  .Tq,  on  tirera  de  l'équation  (G) 

.»■  X  3-  .r 

2  2  ^ 

D'ailleurs  il  est  aisé  de  voir  (\\\^,  dans  la  courbe  (4^),  le  point  qui' 
correspond  à  l'abscisse  ^  =  o  est  précisément  le  point  le  plus  bas.  Par 
conséquent,  dans  cette  courbe,  l'arc  s,  compté  à  partir  du  point  le  plus 
bas,  est  proportionnel  à  j'=:^  tangT,  c'est-à-dire  à  la  tangente  trigono- 
métrique  de  l'inclinaison  correspondant  à  l'extrémité  du  même  arc. 
Revenons  à  la  formule  (r).  Si  l'on  y  remplace  x  par  j  on  devra  rem- 
placer en  même  temps  z  par  -  —  t.  On  aura  donc 

(5o)     •  ds^=:±iQ,o%éQ.z  dy. 

Cela  posé,  concevons  que  l'ordonnée  r  du  point  mobile  (p)  croisse  ou 
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décroisse  constammeut,  tandis  que  ce  point  décrit  l'arc  PQ,  dont  les 
deux  extrémités  correspondent  aiix  ordonnées  j^,  Y.  Alors,  en  intégrant 
l'équation  (5o)  à  partir  de  j  =  j^,  on  trouvera 

(5i)  s  —  SQr=z±l     cosécz  dy, 

puis,  en  prenant  y  —  Y, 

(02)  S  — 5o  =  rt:/     coséC7  dy. 

On  trouvera  en  particulier 

(53)  S  — 5,,=:/     cosécT  dy, 

si  les  différences  S  —  ^„,  Y  —  r„  sont  des  quantités  de  même  signe,  et 

(54)  S  — .Çf,  — —  /     cosécrdy, 

si  les  mêmes  ditïerences  sont  des  quantités  de  signes  ccyitraires.  Ajou- 
tons que,  si  la  courbe  donnée  est  plane,  on  aura,  en  considérant 
l'abscisse  x  comme  variable  indépendante. 


/ — 
(a5)  cosécT=  t  /  t  + 


Par  suitf ,  en  supposant  l'arc  ^„  réduit  à  zéro,  et  les  quantités  s^y  —  jo 
affectées  du  même  signe,  on  tirera  de  l'équation  (5j) 


(56)  •  s=J  ^/i  +  y-,dy. 

Pour  montrer  une  application  de  la  formule -(56),  supposons  que 
l'arc  s  se  compte,  à  partir  de  l'origine  dès  coordonnées,  sur  la  branche 
de  cycloïde  engendrée  par  un  cercle  dont  le  rayon  est  R,  et  représentée 
par  l'équation 

R  -  v 


(07)  a"  =  Rarccos — tH \'2l\y—y- 
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{imir  p.  Go).  On  aura,  dans  eotto  hypothèse, 


/  -o         7             /       ■>'        j               /          /2H  —  r                      I             aU 
(;j8j      «^-^—VZ-ïT ^J*''        /=V/ ^'         ' -1 7T  = -n ' 

(59)  5=r(2R)^r  -=|^==^-(2K)^f('>^H)'-(2R-r/^l, 

^'0    V2K— j 

et,  par  suite, 

(60)  '  4  K  -  .V  =z  2  v'a  K  { •.ili~-"y). 

(k'tte  dernière  équation  détermine  l'arc  ^  de  hi  cycloide  en  lonclion  de 
l'ordonnée  y,  tant  que  l'extrémité  de  cet  arc  demeure  comprise  enli'e 
l'origine  et  le  sommet  de  la  première  branche.  Si  l'on  veut  que  l'extré- 
mité de  l'arc  s  coïncide  avec  le  sommet  dont  il  s'agit,  il  faudra  prendre 
y  =  2R,  et  la  formule  (Go)  donnera  4 H  pour  la  valeur  de  la  variable  v. 
Le  double  de  cette  valeur,  ou  8R,  sera  la  longueur  d'une  branche 
quelconque  de  la  cycloide,  c'est-à-dire  de  l'arc  renfermé  entre  deux 
points  de  rebroussement  consécutifs. 

Il  serait  facile  d'établir  directement  la  formule  (60)  en  s'appuyant 
sur  les  propriétés  connues  de  la  cycloide.  Kn  effet,  concevons  que 
l'on  fasse  rouler  à  la  fois  sur  l'axe  des  x,  et  sur  une  parallèle  à  cet  axe 
menée  par  le  sommet  de  la  cycloide,  deux  cercles  décrits  avec  des  rayons 
égaux,  et  qui  touchent  constamment  au  même  point  la  parallèle  dont 
il  s'agit.  Pendant  que  l'extrémité  de  l'un  des  rayons  du  premier  cerch^ 
décrira  la  cycloide  proposée,  l'extrémité  d'un  rayon  parallèle,  partant 
du  centre  du  second  cercle,  mais  dirigé  en  sens  inverse,  décrira  une 
seconde  cycloide  qui  sera  la  développante  de  la  première  {voir  la 
septième  Leçon,  Tome  I).  Cela  posé,  soient  x,  y  les  coordonnées  d'un 
point  situé  sur  la  cycloide  proposée,  entre  l'origine  et  le  sommet  de  la 
|)remière  branche.  Soient  de  plus  ^,  y]  les  coordonnées  d'un  point  cor- 
respondant situé  sur  la  seconde  cycloide,  s  l'arc  de  la  première  compris 
entre  l'origine  et  le  point  (ic,  y),  et  p  la  distance  de  ce  dernier  point 
au  point  (^,  v]).  La  distance  p  exprimera,  non  seulement  le  rayon  de 
courbure  de  la  cycloide  développante  correspondant  au  point  (ç,  rj, 
mais  encore  l'arc  de  la  cycloide  développée  compris  entre  le  point  (.r,  y) 

OFAtvrcs  de  6'.  —  S.  Il,  t.  V.  53 
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ri  lo  soiniuct  do  la  premièro  branche.  Par  suite  on  aura  évidemment,  si 
le  point  (j",  y)  se  confond  avec  l'origine, 

(61)  s  —  o,         p  =  4K; 

si  le  point  (-f,  v)  se  confond  avec  le  sommet  de  la  première  branche, 
(6'2)  5--=i4R,         ,0  =  0; 

et  en  général 

(63)  ■  4  R— 5:^0. 

Ajoutons  que  le  rayon  de  courbure  p,  étant  divisé  en  deux  parties  égah^s 
par  la  base  de  la  seconde  cycloïde,  sera  égal  au  double  de  la  cortk 
comprise  dans  le  cercle  générateur  de  la  première  entre  le  point  (x,  y) 
et  l'extrémité  supérieure  du  diamètre  parallèle  à  l'axe  des  y.  Donc, 
[)uisque  cette  même  corde  est  une  moyenne  géométrique  entre  le  dia- 
mètre 2R  et  sa  partie  supérieure  2R  —  y,  on  aura 


(64)  p  =  2sj2l\{2l\—r). 

Or,  des  formules  (G3)  et  (GV)  combinées  entre  elles  on  déduit  immé- 
diatement l'équation  (Go). 

Si  l'on  échangeait  l'un  contre  l'autre  les  axes  des  x  et  des  y,  l'équa- 
tion (Go  )  se  trouverait  remj)lacée  par  la  suivante  : 


(65)  ^R  —  s=i2\^2R{2l\œ). 

On  démontre  facilement  à  l'aide  de  cette  dernière  quelques  propriétés 
remarquables  que  la  Mécanique  a  fait  découvrir  dans  la  (;ycloïde. 

J.es  formules  (/j)  ot  (5)  deviendraient  l'une  et  l'autre  inexactes  si  l'on 
ne  pouvait  passer  du  point  (P)  au  point  (Q),  eu  suivant  la  coui'be 
donnée,  sans  faire  tantôt  croître  et  tantôt  décroître  l'abscisse  x.  Conce- 
vons, pour  fixer  les  idées,  que 

S\f        A'2,         •  •  •>        •'^111— \}       ^/ii 

désignent  de  nouvelles  valeurs  de  l'arc  s  tellement  choisies  que  les 
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(|  nanti  tés 

(66)  S„       .<t^,       s,,        ...,       .V-l»        ■'i;,n       S 

forment  nne  suite  croissante  ou  décroissante.  Supposons  d'aillenis  que 
l'abscisse  x  croisse  ou  décroisse  constamment,  pendant  que  le  point 
mobile  (p)  passe  de  l'extrémité  (P)  de  l'arc  i„  à  l'extrémité  de  l'arc  5-,, 
ou  de  l'extrémité  de  l'arc  i-,  à  l'extrémité  de  Varc  s,j,,  ou  de  l'extréniité 
de  l'arc  s.,  à  l'extrémité  de  l'arc  ^3,  etc.,  ou  enfin  de  l'extrémité  de  l'arc  S,„ 
à  l'extrémité  (Q)  de  l'arc  S.  Alors  on  ne  pourra  plus  calculer  immé- 
diatement la  valeur  de  la  différence  S  —  s^,  à  l'aide  de  la  formule  (/î), 
ni  à  l'aide  de  la  formule  (5);  mais  on  pourra  évidemment  déterminer, 
par  une  formule  toute  pareille,  chacune  des  différences 

et  il  lU'  restera  plus  qu'à  les  ajouter  les  unes  aux  autres  pour  obtenir  la 
valeur  de  S  —  s^,  et  par  suite  la  longueur  de  l'arc  PQ. 

Si  l'on  voulait  appliquer  à  la  détermination  de  l'arc  PQ  des  for- 
mules semblables,  non  plus  aux  équations  (/i)et  (5),  mais  aux  équa- 
tions (53)  et  (54),  alors  il  faudrait  choisir  les  arcs  s,,  s.^,  ...,  .v,„ 
ci-dessus  mentionnés,  de  manière  que  l'ordonnée  j'  fut  constamment 
croissante  ou  constamment  décroissante,  tandis  que  le  point  mobile  (  p) 
passerait  de  l'extrémité  de  l'arc  ^„  à  l'extrémité  de  l'arc  .y,,  ou  de  l'extré- 
mité de  l'arc .?,  à  l'extrémité  de  l'arc  s.y,  etc.,  ou  enfin  de  l'extrémité  de 
l'arc  s,„  à  l'extrémité  de  l'arc  S. 

Concevons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  d'évaluer  l'arc  S  compris 
entre  l'origine  et  un  point  quelconque  de  la  cycloïde  représentée  pai* 
l'équation 


(68)  .ri— arecos 


((«_£)):,, /,-KT^^., 


dans  laquelle  le  radical  doit  être  affecté  du  signe  -h  on  du  sigiu- 
suivant  que  l'angle  co  déterminé  par  la  formuhï 

(69)  0  =  arc  cos  H  — — 
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a  j>oiir  sinus  uiio  (|iiantité  négative  ou  positive  (voir  h  dciixièmo  Leçon 
(lu  Tome  I).  Supposons  d'ailleurs  l'arc  ,9,,  nul,  l'arc  S  positif,  et  dési- 
gnons par  X,  Y  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  ce  dernier  arc.  On 
prendra  pour  extrémités  des  arcs  *,,  s.,,  ...,  s,^  les  sommets  et  les 
points  de  rebroussement  de  la  cycloïde  compris  entre  l'origine  et  le 
point  (X,  Y),  puis,  en  appliquant  les  formules  (53)  et  (54)  à  la  déter- 
mination des  différences  (67),  on  obtiendra  les  résultats  que  nous 
allons  indiquer. 

D'abord  il  est  clair  que  chacun  des  arcs 

sera  compris  entre  deux  points  correspondant  l'un  à  l'ordonnée  y  =  o, 
l'autre  à  l'ordonnée  y  =  2R,  tandis  que  l'arc 


sera  compris  entre  un  point  correspondant  à  l'une  de  ces  deux  ordon- 
nées et  le  point  (X,  Y).  De  plus,  on  tirera  de  la  formule  (68) 

(]ela  posé,  si  l'on  admet,  pour  fixer  les  idées,  que  la  quantité  S  soit 
positive,  on  tirera  de  la  formule  (53) 

et  de  la  formule  (54) 

Quant  à  la  valeur  de  S  — ^,„,  qui  devra  être  déterminée  par  la  for- 
mule (53)  si  m  est  un  nombre  pair,  et  par  la  formule  (54)  si  m  est  un 
nombre  impair,  elle  sera,  dans  le  premier  cas, 


(73)  S--.v,„..y   y/-|A_^^,,,/;K_2v'2U(2U-/), 
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et  dans  le  second 

(74)  ^-s„---f  U-^^ày  =  2V/2R(2R  -  j). 

Si  maintenant  on  ajoute  les  uns  aux  autres  les  arcs 

on  trouvera,  pour  des  valeurs  paires  de  m, 

(75)  .  S  =  ^{m  +  i)R  —  2\/-2li{9A\~y), 
et  pour  des  valeurs  impaires  de  in. 


(76)  S  =  4"«R  +  2v^2R(2R-r); 

ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

Lorsque  les  intégrales  comprises  dans  les  formules  générales  que 
nous  avons  établies  ne  peuvent  s'obtenir  en  termes  finis,  il  faut,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit,  recourir  à  des  méthodes  d'approximation.  L'une 
des  plus  simples  consiste  à  développer 


sécT  =^  v/' +/'^  ou  COSéCT~i/ 


I 

I  +  -- 
y 


en  une  série  convergente  dont  chaque  terme,  multiplié  par  r/^  ou  parâ?v, 
devienne  immédiatement  intégrable.  On  y  parvient,  dans  plnsieurs  cas, 
en  faisant  usage  de  l'une  des  deux  formules 

(77)     cosecr=:.(i  +  /-)-=i  +  -/—^r"  4-^-^ /«-..., 


(78)        COSéCr::.(l+-',-)'=:,+   ^(l,)--'^_(-M 


dont  la  première  subsiste  pour  des  valeurs  de  y'-  inférieures  à  l'unité, 
et  la  seconde  pour  des  valeurs  de  j'^  supérieures  à  l'unité.  Ainsi,  par 
exemple,  à  l'aide  de  ces  formules,  on  pourra  développer  en  série  con- 
vergente un  arc  d'ellipse  ou  d'hyperbole,  pourvu  qu'ancnn  d(>s  points 
de  la  courbe  qui  correspondent  à  y'' ---  i  ne  se  Irouve  renfermé  entre 
les  extrémités  de  cet  arc. 

Une  autre  méthode  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  facilement  évaluer  un 
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arc  d'ellipse  ou  d'hyperbole  consiste  ii  développer  le  second  membre 
de  la  lormule  (21)  ou  (3o)  suivant  les  puissances  ascendantes  ou 
descendantes  de  l'excentricité.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'éva- 
luer un  arc  d'ellipse.  Si,  pour  y  parvenir,  on  emploie  la  formule  (21), 
il  est  clair  que  la  valeur  numérique  de  x  restera  toujours  intérieure  à 
la  constante  a.  Cela  posé,  on  pourra  prendre 

(79)  ■  X  --=L  a  cos  9, 

et,  en  désignant  par  o„  la  valeur  de  o  correspondant  \\  x-=.x^^,  on 
Tirera  de  la  formule  (21) 

(So)  5  r=  —  ai     \j  \  —  s-cos-of/o. 

Si  maintenant  on  développe  suivant  les  puissances  ascendantes  de  z  b' 
radical 


V'  I  -—  £^  COS-  cp  r:=:  (  I  —  £-  COS'  9  )"  , 

on  obtifMidra  l'équation 

i   V''^  ~  ^''  C0b'''9 

(81)  £-  ,  I    £''  ,  1.3    £"  ,  1.3.5    £»  , 

I        =:  I COS-O -1-  C0S*O  —    7  —  008*^0 -r--   —  cos'^o  — .  .  ., 

(  2  ■  24  '  2.4b  '  2 . 4 . b    y 

dont  le  second  membre  comprend  une  série  qui  est  toujours  conver- 
gente, puisqu'on  a,  par  hypothèse,  £<;i;  et  l'on  trouvera,  par  suite. 


(82) 


l  .V  :=  a  (  9o  —  9  )  H a  f     ces-  9  do 

)  '         '  2     J^^^ 

I  H r  <^  I      COS*©  «C5  H ,   -7  «  /      ('OS''o  ao  -\-  .  . 


?o  "  *    ?o 


On  a  d'ailleurs  généralemenl 


coso  =  -  (e?v'-'-i- e-?v-'), 
2  ^ 

et  l'on  en  conclut,  en  désignant  par  n  un  nombre  entier  quelconque, 
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ou,  co  qui  roviont  au  mémo, 


2n 
C0S2«O  H C0S(2/i 

'  I 


(  83  )     < 

(iniin  —  i)        ,  ,,  I         1 .9..3...7. // 

H ^ C0S(2«  — 4)9    ■ 


■X  (l.2...«)(l.2.../<) 


puis,  eu  muUipliaut  par  dzj,  cl  iutégrant  à  partir  do  9 


1/ 


(8'i) 


■  ? 
cos-"9  «^9 

I 


sin2«9  —  sin2«9u        2rt  sin(2«  —  2)9  —  sin(2«  —  2)9,, 

(  ?  —  ?0  ) 


I  'XII  —  2 

I  1.2.3. 


2    (I  .2.../i)  (l.2...«) 

II  résulto  (lo  la  doruiôro  formule  qu'où  peut  exprimer  ou  termes  finis 
chacune  dos  intégrales  comprises  dans  lo  second  membre  de  l'équa- 
tion (62).  Donc  cette  équation  donnera  pour  valeur  de  l'arc  ^' la  somme 
d'une  série  convergente  dont  il  sera  facile  de  calculer  chaque  terme. 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  les  formules  précédentes,  l'aniile  o, 
déterminé  par  l'équation 


coscp  =;  —  ) 
'        a 


est  précisément  l'angle  compris  entre  le  demi-axe  des  x  positives  et  le 
rayon  vecteur  mené  do  l'origine  au  point  où  l'ordonnée  correspondant 
à  l'abscisse  J7  rencontre  la  circonférence  du  cercle  qui  a  pour  diamètre 
le  grand  axe  ia  de  l'ellipse  proposée. 

Si  l'on  voulait  rendre  l'arc  s  équivalent  au  quart  du  périmètre  de 
l'ellipse,  il  faudrait  supposer  l'intégrale  qui,  dans  la  formule  (21),  re- 
présente ce  même  arc,  prise  entre  les  limites  o  et  a  de  la  variable  x, 
auxquelles  correspondent  les  limites  ;^  et  o  de  la  variable  o.  Alors 
on  tirerait  do  l'équation  (84) 


I    cou'-"  o  do  ~-~  ~  I    cos^"9</9 


0 

I  .2.3.  .  .2/1  TT  I  .  2 . 3 ...  2  « 


{1.2.  .  .n){\  .2.  .  .n)   2  (  2  .  ^  .  .  .  2  /*)  (  2  . 4  •  •  •  2  /*  )  2 
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ou  plus  simplement 

1 . 3 . 5 . . .  (  2  /i  —  I  )  t: 


(85) 


l 


cos-"o  do  = 


2.f\.6.  .  .2/1  2 


En  conséquence,  les  équations  (82)  et  (84)  donneraient 


8G^ 


\  s  =  a 


SJ \  —  £-  COS-Cp^^O 


ar. 
2 


I/I.3 


3V24 


I  /1.3.5  j\-      I  /i.S.S/ 
5  \2.4.G     /        7  \2.4.0.^ 


Donc,  si  l'on  désigne  par  P  le  périmètre  de  l'ellipse,  on  aura  non 
seulement 


(87) 

mais  encore 

(88)     P  =  2«7: 


P-^ 


4«r  v/ 


—  4 


I  —  I  ^£  I    —4  f -^  £■ 


I  —  £-  COS'^Q  do. 


/, 


I  / 1.3.5    \ -      I  /i.3.5. 
£■*     — 


ô  \2.4    /        5  \2.4.6    /        7  \2.4.(>.8 

Lorsque  l'ellipse  se  change  en  un  cercle  décrit  du  rayon  R,  on  a 
£  =  o,  «  =  R,  et  l'équation  (88)  donne,  comme  on  devait  le  prévoir, 

Pi:3  2TrR. 

Ajoutons  que  les  difïerents  produits  renfermés  entre  parenllièses  dans 
le  second  membre  de  cette  équation  sont  précisément  les  dillerents 
termes  dont  se  compose  le  développement  de  (1  —  £)  ',  attendu  que 
Ton  a  généralement  (en  vertu  de  la  formule  du  binonîe) 


(89) 


(  I  —  e  )     '^  =r  I  +  -  £  + 


1.3 


1.3.5 


1  •3-5.7  _, 


2  2.4  2.4.6  2.4-6.8 


Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  calculer  un  arc  d'hyperbole. 
Si,  pour  y  parvenir,  on  emploie  la  formule  (3()),  il  <'st  clair  (\\w  Ki 
valeur  numérique  de  x  restera  toujours  supérieure  à  la  constante  a. 
(^(da  posé,  on  pourra  prendre 


(90) 


cos>9 
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et,  en  désignant  par  cpo  la  valeur  de  ©  correspondant  k  x  =  x^,  on 
tirera  de  la  formule  (3o) 

'?  —    do 


(91)  s  =:  a  I     \/s^ — cos'^9 

Si  maintenant  on  développe  la  fraction 


cos-o 


\/s'^ — cos^'cp £      f        cos^o 


cos^9  cos-cp  \  £- 

suivant  les  puissances  descendantes  de  £,  on  obtiendra  l'équation 


v/s^ —  cos'-*© 
cos-cs 

£  III.  1.6     i  ,  i.o.D      I  , 

= 5 y-TC0S^9 T  -^-zCOS^O 7— î  ^-7  cos^o  — ..., 

COS-9  2c  2    4£"*  '  2.4    D£*>  2.4.0    b£' 

dont  le  second   menibre  comprend  une  série   toujours  convergente, 
attendu  qu'on  a,  dans  l'hyperbole,  £>  i.  On  trouvera,  par  suite. 


(93 


(  O  7 

'     COS-O  «9 


1.3  «  r^    i    ,      1.3.5  a  /-=?    ^    , 

>•  7^^   /      COS*  9  rtcp ^— -  — ^  /      cos"  O  do 

2.46£V  2.4.68£'/ 


Or,  il  résulte  de  la  formule  (84)  qu'on  peut  exprimer  en  termes  finis 
chacune  des  intégrales  comprises  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (93).  Donc  cette  équation  donnera  pour  valeur  de  s  la  somme  d'une 
série  convergente  dont  il  sera  facile  de  calculer  chaque  terme.  Si  l'on 
fait  coïncider  l'origine  de  l'arc  s  avec  le  sommet  de  l'hyperbole  corres- 
pondant à  l'abscisse  x  —  a,  on  devra  supposer  ç^  =  0,  et  la  for- 
mule (93)  se  réduira  simplement  à  la  suivante  : 


cos-o  do 


1a           \    a     C 
s=z  az  tango o ^-^  / 
2£    '           2    4£-*J^ 

i  1.3    a     r^        ,     ^  1.3.5    a     r"^       ,    ' 

[         "^Cl^i    '"'^^^^-M::6  8i^j„    cos«9^9-.. 


Il  est  bon  d'observer  que,  dans  les  formules  précédentes,  l'angle  o, 

OEui'ies  de  C.  —  S.   Il,  t.  V.  54 


426  APPLICATIONS  DU   CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

déterminé  par  l'équation 


a 

COSO   =3    —5 

X 


est  précisément  l'angle  compris  entre  le  demi-axe  des  x  positives  et  le 
rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  où  le  cercle  qui  a  pour  dia- 
mètre l'axe  réel  ia  de  l'hyperbole  proposée  se  trouve  touché  par  une 
droite  qui  coupe  l'axe  des  x  au  point  dont  x  est  l'abscisse. 

Comme  les  asymptotes  de  l'hyperbole  (i8)  sont  représentées  par 
l'équation 

il  est  clair  que,  si  l'on  nomme  r  la  distance  comptée  sur  une  asymptote 
entre  l'origine  et  un  point  quelconque  correspondant  à  l'abscisse  x, 
on  aura 

r-z=.x-^ -—  r=r  r X-^:zZ'X^, 

Cl'  a'- 

et  par  suite,  en  supposant  x  positif, 

(96)  r  —  zx 


coscp 


Si,  de  la  valeur  précédente  de  r,  on  retranche  l'arc  s,  déterminé  par  la 
formule  (94)»  on  ayant  égard  à  l'équation 


I  I  —  smo  cos© 

tang9 


cos©  '  coscp  i-i-sincp 

on  trouvera 

cos©  a  \    a     C^       ^      1 

r  —  s-=.  az ^ 1 OH —  -,-—  1     cos-©  do 

I  H-  sinçp       2£  '        2  kz  j^ 

(97)     ' 

J  1.3    «     r?       ,     ^         1.3.5    «     r^       ,    ^ 

Si  maintenant  on  suppose  !p  —  -,  l'équation  (97)  fournira  la  valeur 
de  r  —  s  correspondant  à 


a 

X  =  t=  00, 

cos- 

2 
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c'cst-à-dire,  à  très  peu  près,  la  différence  entre  deux  longueurs  très 
considérables  portées,  la  première  sur  l'asymptote  à  partir  de  l'origine, 
la  seconde  sur  l'hyperbole  à  partir  du  sommet,  de  manière  que  leurs 
extrémités  répondent  à  la  même  abscisse.  Donc,  si  l'on  désigne  par  I) 
la  différence  dont  il  s'agit,  on  aura,  sans  erreur  sensible,  lorsque  x 
acquerra  une  très  grande  valeur,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  lorsque 
les  extrémités  des  deux  longueurs  seront  deux  points  très  rapprochés 
l'un  de  l'autre, 

/ON       Tw       «^^r         '/'i\"       i/i.3i\-       i/i.3.5i\- 

On  peut  encore,  dans  la  détermination  des  arcs  d'ellipse  ou  d'hy- 
perbole, employer  d'autres  équations  que  nous  allons  faire  connaître. 
On  tire  évidemment  des  formules  (20)  et  (29),  pour  l'une  et  l'autre 
courbe, 

sec- 


cos-T         x'- — a- 
et  par  suite 

^      ^       ,      rt-(i  — cos^t)  ,         «sinr  ,          ,   ai\  —  z^)Q,o's,zdz 

(  99  )    X-— ^- ,         X  =  ±     :- >         dœ  —  ±: ^ r-  1 

I  -  £-  COS-r  ^/i_32  COSH  (j  _  3-3  cos2,)V 

(100)  ds  --rz.±?,QQ,Z  dx  =  ±    ^ -• 

(l  —  £^  COS-t)'^ 

Cela  posé,  si  l'on  admet  que,  pour  des  valeurs  croissantes  de  l'incli- 
naisQu  t,  l'arc  s  croisse  dans  l'ellipse  et  décroisse  dans  l'hyperbole, 
et  si  l'on  désigne  par  To  l'inclinaison  correspondant  à  l'origine  de 
l'arc  s,  on  trouvera  pour  l'ellipse 

(loi)  s  =  a{\  —  t'')j     ;p 

•  T„  (1  _  £2  cos-r)- 
et  pour  l'hyperbole 


(102)  s  =—  rt((  —  Z-)  1     - 


dz 


"f"  (i  —  £-  cos-r)- 


Les  seconds  membres  des  formules  (loi)  et  (102)  peuvent  être,  aussi 
bien  que  ceux  des  formules  (80)  et  (()i),  développés  en  séries  couver- 
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gentes  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes 
de  l'excentricité.  Si  l'on  développe  en  particulier  le  second  membre  de 
la  formule  (loi),  et  si  l'on  suppose  les  intégrales  prises  entre  les 

limites  z  =  o,  r:  —  -,  on  obtiendra  une  valeur  de  s  égale  au  quart  du 

périmètre  de  l'ellipse,  et  l'on  reconnaîtra  que  le  périmètre  entier  P 
peut  être  présenté  sous  la  forme 

(.03)      P  =  .a.(,-e=)[,  +  3(i.)'-5(i^.=)'+7(i^.«)'H-..;. 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  dernière  valeur  de  P  ne  diffère  pas 
de  celle  que  fournit  l'équation  (88). 

Lorsque,  dans  la  première  des  équations  (99),  on  remet  pour  œ  sa 
valeur  «coscp  tirée  de  la  formule  (79),  on  trouve 

(10/4)  I  —  COS-cp  —  COS-TH- £"  COS-9  COS-T  =  O, 

et  par  suite,  dans  le  cas  où  coso  est  positif, 

,     .,                                                                 sinr 
(iod)  r.osy=:  

y/i  —  ç^  cos-T 
Cela  posé,  on  aura 

£-cosTsinr  \  / z ~,  {\  —  t'^)dz 


a{e^  coscp  cosr)  =  al  —-  r=  — y/i  —  e^  cos-rar  + 

Vv/i-e'cos'-Ty  (I-S^COS^T)'^ 

et  l'on  en  conclura 

t 

n"^  j  /^^      

(l— £-)/       3  r=£^(C0S9C0ST  —  COSOo  COSTo)  +   /      \/l  —  £'^  COS'^T  <^T. 

*^^..    (l— £2cOS2Ty^"  '  '  ^U 

Donc  l'équation  (loi)  pourra  être  ramenée  à  la  forme 

(106)  .Ç  — «£-(C0S©  COST  —  COS90  COSTo)  -+-  rt   /      \! i  —  t^  CO'S,- X  cIt . 

Cette  dernière  suppose,  comme  l'équation  (ioi),t>':„.  Alors  le  produit 

ni    sji  —  e*^  cos^'  dx 
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est  évidemment  positif  et  représente,  en  vertu  de  la  formule  (Bo),  l'arc 
renfermé  entre  les  points  de  l'ellipse  qui  ont  pour  abscisses  les  deux 
quantités  «îcost,  acosTo-  Donc,  si  l'on  désigne  cet  arc  par  ç,  on  aura 

5  n=  a£-(C0Scp  COST  —  COSCpo  COSTo)  +  Ç, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(107)  s  —  Ç=:z  a£2(C0SCp  COST  —  COS9o  COSTo). 

Si,  pour  plus  de  commodité,  on  appelait  ^  et  H„  les  abscisses  de  l'extré- 
mité de  l'arc  ç,  on  aurait  simplement 

(108)  s—ç=ze^ — ■-' 

Ainsi  l'on  peut  évaluer  en  termes  finis  la  différence  qui  existe  entre  deux 
arcs  d'ellipse  tellement  choisis  que  les  inclinaisons  des  tangentes  menées 
par  les  deux  extrémités  de  l'un  de  ces  arcs  soient  respectivement  égales 
aux  inclinaisons  des  deux  rayons  vecteurs  menés  du  centre  de  l'ellipse 
aux  points  où  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre  est  coupée  par  les  ordonnées  qui  renferment  les  extrémités  du 
second  arc. 


Lorsqu'on  suppose  To  —  o,  on  a  évidemment  ç,,  =  -  et  ^„  =  o.  Alors 
l'équation  (108)  se  réduit  à 

(109)  5  —  ?  =  £" 


a 


et  la  proposition  qu'elle  renferme  coïncide  avec  un  théorème  découvert 
par  un  géomètre  italien,  le  comte  de  Fagnano.  Observons  d'ailleurs 
que,  dans  tous  les  cas,  les  abscisses  x  ei^  relatives  aux  extrémités  des 
arcs  ^  et  ç  doivent  vérifier  la  condition 

(IIO)  a*—  a2(-_3..2_j_^2)   _^-2_^2>2_o^ 

que  l'on  déduit  immédiatement  de  la  formule  (io4),  en  y  remplaçant 
cosç  par  -  et  cost  par     • 

Nous  établirons,  en  finissant,  une  proposition  qui  peut  être  utile 
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dans  la  recherche  de  la  valeur  approchée  d'un  arc  de  courbe,  et  que 
l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème  II.  —  Lorsqu'un  arc.  de  courbe  ri  est  rencontré  qu'en  un  seul 
point  par  chacun  des  plans  perpendiculaires  à  un  axe  donné,  le  rapport 
entre  cet  arc  et  sa  projection  sur  l'axe  dont  il  s'agit  est  une  moyenne 
entre  les  sécantes  des  diverses  inclinaisons  de  l'arc  par  rapport  à  ce 
même  axe. 

Démonstration.  —  En  effet,  si  l'on  prend  l'axe  donné  pour  axe 
des  X,  l'arc  s  que  l'on  considère  sera  déterminé  par  l'équation  (7), 
pourvu  que  l'on  nomme  ^„,  X  les  abscisses  des  points  extrêmes,  et  'z 
l'inclinaison  correspondant  au  point  mobile  dont  l'abscisse  est  x.  Or, 
si  l'on  a  égard  à  la  formule  (i4)  de  la  vingt-troisième  Leçon  de  Calcul 
infinitésimal,  on  tirera  de  l'équation  (7) 

(m)  S  ="- (X  — ^„)sécT, 

T  désignant  une  moyenne  entre  les  diverses  valeurs  de  l'inclinaison  t; 
et  il  est  (dair  que  la  formule  (m)  entraîne  le  théorème  II. 
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DEUXIÈME  LEÇON 


QUAURATUKE    DES    SURFACES    PLAiNES. 


Considérons  une  courbe  plane  dont  l'équation  en  coordonnées  rec- 
tangulaires se  présente  sous  la  forme 

(0  /=/(^)- 

Soient  (P)  et  (Q)  deux  points  fixes  de  cette  courbe,  qui  répondent,  le 
premier  à  l'abscisse  x^^,  le  second  à  l'abscisse  X.  Soit,  de  plus,  {p)  le 
point  mobile  dont  x  est  l'abscisse;  et  cherchons  l'aire  comprise  entre 
la  courbe,  l'axe  des  x  et  les  deux  ordonnées  correspondant  aux  deux 
abscisses  x^,,  x.  Cette  aire  sera  une  fonction  de  x,  que  nous  désigne- 
rons par  u,  et  qui  s'évanouira  pour  x  =  x^.  De  plus,  si  l'on  suppose 
x^Xq,  et  si  l'on  nomme  i^x  un  accroissement  positif,  mais  très  petit, 
attribué  à  la  variables,  l'accroissement  correspondant  de  la  fonction  u, 
ou  Am,  représentera  l'élément  de  surface  renfermé  entre  la  courbe, 
l'axe  des  x  et  les  deux  ordonnées /(.x), /(a;  +  A^).  Cela  posé,  soit  (q) 
le  point  de  la  courbe  qui  répond  à  l'abscisse  x-\-  àx.  L'ordonnée  d'un 
point  quelconque  de  l'arc  pq  sera  évidemment  de  la  forme/(^  h-  0  Aj^), 
0  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Par  suite,  les  ordonnées  des 
deux  points  situés  sur  le  même  arc,  l'un  à  la  plus  petite  distance  de 
l'axe  des  a;,  l'autre  ii  la  plus  grande,  seront  de  la  forme 

(2)  f{x  -^Q^^x),      f{x  +  Q^_^x), 

0, ,  0^  étant  des  nombres  inférieurs  à  l'unité.  Or,  les  valeurs  numériques 
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de  ces  ordonnées  représenteront  évidemment  les  hauteurs  des  rec- 
tangles inscrits  et  circonscrits  à  l'élément  de  surface  Au,  tandis  que 
les'aires  de  ces  rectangles  seront  mesurées  par  les  valeurs  numériques 
des  produits 

(3)  A^/(^  +  9,  Aa^),      A^/(a;4-0,  A^). 

Donc,  si  l'on  emploie  la  notation 

M  (a,  a',  a",  ..  .) 

pour  désigner  une  moyenne  entre  plusieurs  quantités  a,  a' ,  a"  [voir 
V Analyse  algébrique,  p.  29)  ('  ),  on  aura 

(4)  Aa=:±:M[A^/(^  +  9i  A.r),  A^/(^  +  0,A^)], 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(5)  ^=±M[/(^  +  0iA^),/(^+0,A^)]; 

puis,  en  faisant  converger  Aa?  vers  la  limite  zéro,  on  en  conclura 

(6)  g=±/(x)=±,s 

et  par  conséquent 

(7)  du  =± y  dx. 

Si  maintenant  on  intègre  l'équation  (7)  à  partir  de  a;  =  a^o,  on  trouvera 

(8)  u  —  ±\     ydx, 

puis,  en  désignant  par  U  la  valeur  de  u  correspondant  à  a;  =  X, 

(9)  \]  =  ±ffdx. 

La  fonction  u  croissant  par  hypothèse  avec  l'abscisse  ce,  il  faudra  évi- 
demment, dans  les  seconds  membres  des  formules  précédentes,  réduire 
le  double  signe  au  signe  -+-,  lorsque  l'ordonnée  j  =/Çcc)  sera  positive, 

(>)  Œuvres  de  Cauc/iy,  S.  II,  T.  III. 

\ 
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ot  au  signe  —,  dans  le  cas  contraire.  Dans  le  premier  cas,  les  é(fua- 
tions  (8)  et  (9)  donneront 

(10)  u  =1  I     y  dx, 


co 


U  =  r  ydx. 


Appliquons  maintenant  la  formule  (10)  à  quelques  exemples. 

Exemple  I.  —  Si  la  courbe  proposée  coïncide  avec  la  circonférence 
de  cercle  décrite  du  rayon  R,  et  représentée  par  l'équation 

(12)  x'-  +  y^=--\\\ 

on  trouvera,  pour  la  valeur  positive  ^0  y. 


(i3)  .     y  =  sj\\'--x\ 

et,  par  suite,  la  formule  (lo)donnera 


(i4)  ■  «  t=  /     \'W—x^dx 


.=£v'K> 


Pour  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale  qui  précède,  on  posera 


V^R'^ —  X'-:=^tX  OU  ,2?^=-— -> 

et  l'on  en  conclura 

A/R^  —  X-'  dx  =  ftx  dx=-tx'-—-   fx'-dt=i-tx^~-  IV  f~~- 
J       .  J  '^  ^J  -^  "^      J  i  + 1- 

ï  .,  I    r., 

=-  -  tx- R-  arc  tans/  +  const. 

22 

=  - X  U ^^  —  X- li-  arc  tanc: h  const. 

■  1      ^  2  ^         X 

Si  maintenant  on  pose,  pour  plus  de  simplicité,  x^^  =  o,  on  tii'era  de 
la  formule  (i4)'  ci  attribuant  à  la  variable  x  une  vaienr  positive, 


(i5) 


l  u~  -  X  s/R-  —  ^2  h —  R  -  (  ;^  —  arc  lang ^-^  j 

I      =^ -xs/R-— x--[ — R-arctang 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Il  oc 

(i6)  u^=.-xy^ — R-arctang  — • 

11  est  facile  de  vérifier  directement  l'équation  (i6).  En  efï'et,  dans  le 
cercle  représenté  par  l'équation  (12),  l'angle  compris  entre  le  rayon 
dirigé  dans  le  sens  des  j  positives  et  le  rayon  mené  du  centre  au  point 
{x,  y')  a  pour  mesure  l'expression  arctang--  Donc  l'arc  de  cercle  et 
le  secteur  circulaire  qui  correspondent  à  ce  même  angle  sont  équi- 
valents aux  produits 

OC  ï  ce  f  ir 

R  arctang  — 5         -  R.R  arc  tang— =  -  R^arc  lang- • 

y       ■  2  ^72  "^  y 

Or,  si  à  l'aire  du  secteur  on  ajoute  celle  du  triangle  rectangle  construit 
avec  l'abscisse  x  et  l'ordonnée  y,  c'est-à-dire  le  produit -or^,  il  est 
clair  qu'on  obtiendra  pour  somme  la  surface  u  comprise  entre  l'arc  de 
cercle,  l'axe  des  x,  l'axe  des  y  et  l'ordonnée  y. 

Si,  dans  la  formule  (16),  on  suppose  a?  =  R,  il  faudra  supposer  en 
même  temps  j  =  o,  et  la  valeur  de  u,  réduite  à 

(17)  /RS 

représentera  la  surface  du  quart  de  cercle.  Donc  la  surface  du  cercle 
entier  aura  pour  mesure  le  produit 

(18)  ttRS 

ainsi  qu'on  le  démontre  en  géométrie. 

Exemple  II.  —  Considérons  l'ellipse  construite  avec  les  axes  2«,  ih, 
et  représentée  par  l'équation 

On  trouvera,  pour  la  valeur  positive  de  j. 


(20)  y^-sfâ:' 
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Par  suite,  la  formule  (lo)  deviendra 


(2f)  "^a/     ^^'"^'^ 


dx. 


Or,  en  comparant  cette  dernière  à  l'équation  («4)»  on  reconnaît  immé- 
diatement que  l'aire  comprise  entre  l'ellipse  proposée,  l'axe  des  x  et 
deux  ordonnées  correspondant  aux  abscisses  x^,  x,  est  le  produit  du 
rapport  -  par  l'aire  qu'on  obtiendrait  en  substituant  à  l'ellipse  uni^ 

circonférence  décrite  sur  l'axe  ia  comme  diamètre.  Si  l'on  pose,  pour 
plus  de  simplicité,  x^  --  o,  et  l'abscisse  x  positive,  l'aire  comprise 
entre  l'axe  des  îc  et  la  circonférence  dont  il  s'agit  sera,  en  vertu  de  la 
formule  («5), 

(22)  -  x\Ja-  —  X'  -\ — g^arr,  tîing  — -  . 

^  2  \J  a-  —  X- 

On  aura  donc 

/    ')  X  ^  b       I—, î       I     ,  •"' 

(2,j)  H  r= x\Ja-—x--\ — «6  arc  tans -^=: 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

,    ,,  I  i     j         ^         bx 

(24)  </= -^r +- ao  arc  tans: 

2-^2  ^  ay 

Si,  de  la  surface  u,  on  retranche  la  surface  du  triangle  rectangle  construit 
sur  l'abscisse  x  et  l'ordonnée  y,  c'est-à-dire  le  produit  -xy,  le  reste, 
savoir, 

(^\ 

/    c  X  ï     I         ,         bx  I     ,  \«  7 

(20)  -ayarclanc' —         ou         -rtôarctane:^ — - 

2  ''«y  2  ■  ^    y. 

.       .  ^^ 

représentera  évidemment  le  secteur  elliptique  compris  entre  le  rayon 
dirigé  dans  le  sens  des  y  positives  et  le  rayon  mené  du  centre  au  point 
{x,  y).  Ajoutons  que  la  surface  du  quart  de  l'ellipse  sera  la  valeur  dt^  u 
ou  de  l'expression  (aj),  correspondant  à  x  =  a,  y  =  o.  Donc  cette 
surface  aura  pour  produit 

-^ab, 
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et  celle  de  l'ellipse  entière  sera 

(26)  nab. 

Exemple  III.  —  Considérons  Thyperbole  représentée  par  l'une  des 
équations 

.X'         y- 

n  et  b  étant  deux  quantités  positives.   On  trouvera,  pour  la  valeur 
positive  de  y, 

(29)  y^--^z^a\ 
Par  suite,  la  formule  (10)  donnera 

(30)  M  =  —   /     sjx'-j^a^dx. 

Pour  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale  qui  précède,  on  fera 


\J x'^'~  a}^=z  tx, 


1  —  r- 
et  l'on  en  conclura 


1  \/x^z^  a^  dx  zz:  I  tx  dx  =  -  tx''- \  x"-  dt  zzz  -  t x'^  z^  -  0}  \  - 


I       „       \     ^  C    dt 
7' 


•I        ,         I     ,,/i4-A' 

-tx^-r+i  -^a^ll -t-  const. 

2  8        \i  —  tj 

'-  X  v/^^^-  i  a^  i  /  - +y£^  y- 


4-  consl. 


Si  l'on  considère  en  particulier  l'hyperbole  ('27),  dont  l'axe  réel  est  9M, 
et  si  l'on  pose  x^  =  a,  en  attribuant  à  ;r  une  valeur  positive,  on  tirera 
de  l'équation  (3o) 

2  a    ^  4       y^_y/^2_^2y 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(32)  u^^-xY  —  -7  ah  l\ \  z=z  -  xr abli 

2   "       4        \  .r       r  /       2    -^       2        \ 


X        y 
a     '    b 


Telle  est  la  valeur  de  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  abscisses,  l'ordon- 
née /  et  l'arc  d'hyperbole  dont  les  deux  extrémités  coïncident,  d'une 
part,  avec  le  sommet  de  la  courbe  correspondant  à  x'=^a,  de  l'autre, 
avec  le  point  {x,  y).  Si  l'on  retranche  cette  aire  de  la  surface  du  triangle 
rectangle  construit  avec  les  coordonnées  x,  y,  le  reste,  savoir, 

(33) 


'^ahli 

2              \ 

^a'^    l  ) 

OU 

'-ahll 

/       1 

X 

\  Cl 

y 

h 

représentera  le  secteur  hyperbolique  compris  entre  le  rayon  dirigé  dans 
le  sens  des  x  positives  et  le  rayon  mené  du  centre  au  point  (x,  y). 
Dans  le  cas  où  ce  dernier  point  s'éloigne  à  une  distance  infinie  de 
l'origine  des  coordonnées,  l'expression  (33)  ou  la  surface  du  secteur 
devient  elle-même  infinie.  Ajoutons  que,  si  l'on  désigne  par  E,  '/]  les 
coordonnées  de  l'asymptote  qui  s'approche  indéfiniment  de  l'hyperboh' 
prolongée  du  côté  des  x  et  y  positives,  on  aura 

(34)  5!  =  ^- 

b        a 

Donc,  en  supposant  •/]  =  j,  on  trouvera 

Z  —  1 ,     ■ 

b         a 

et  l'on  réduira  l'expression  (33)  ou  la  surface  du  secteur  hyperbolique 
à  la  forme 

(35)  -abli r\--= abl^  ^ 


2  \^  —  \)  2  \        « 

Donc  celle  surface  est  équivalente,  au  signe  près,  à  la  moitié  du  produit 
des  demi-axes  a  et  b  par  le  logarithme  hyperbolique  du  rapport  qu'on 
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obtient  en  comparant  à  la  moitié  a  de  l'axe  réel  la  longueur  x  —  ^ 

comptée,  sur  une  parallèle  à  cet  axe,  entre  la  courbe  et  son  asymptote. 

Si  l'on  considérait  une  hyperbole  équilatèro  représentée  par  l'équation 

(36)  œ'^-f-^'-W, 

la  surface  du  secteur  hyperbolique,  ou  l'expression  (33),  se  réduirait  à 

(37)  Air /-  +  ■>' 


2  V       H 

Si  la  même  hyperbole  était  rapportée  non  plus  à  ses  axes,  mais  à  ses 
asymptotes,  son  équation  deviendrait 

(38)  ^/=JR^         ou         j=:.1^; 

et  l'on  tirerait  de  l'équation  (lo) 

Exemple  III.    —    Si    l'on   considère    la  parabole   représentée    par 
l'équation 

(4o)  ^---ipx, 

la  valeur  positive  de  y  sera 

(40  y  —  {2pYx\ 

et  l'on  tirera  de  l'équation  (lo),  en  supposant,  pour  abréger,  x^  =  o, 

« 

(42)  «r=(2yo)-/       X-  dx  ^=.  -{ip)'^  x"^ , 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(43)  ,  11  = -xy. 

Ainsi,  l'aire  comprise  entre  l'axe  de  la  parabole,  un  arc  de  cette  courbe 
qui  a  le  sommet  pour  origine,  et  une  coordonnée  perpendiculaire  à  l'axe, 
est  égale  aux  deux  tiers  de  la  surface  du  rectangle  circonscrit'.  On  peut 
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en  conclure  immédiatement  que  l'aire  comprise  entre  l'arc  de  la  para- 
bole, la  tangente  menée  par  le  sommet,  et  une  droite  parallèle  à  l'axe,  a 
pour  mesure  le  tiers  de  la  surface  du  rectangle  dont  d  s'agit. 

Exemple  IV.  —  Si  l'on  considère  Ja  courbe  représentée  par  l'équation 

(44)  y  =  kœ% 

A  et  a  étant  deux  constantes  réelles,  on  tirera  de  la  formule  (lo),  en 
supposant,  pour  abréger,  x^  =  o, 

r'^'  A 

(45)  11  =  Ai     x'^dx^i -x"-^\ 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(46)  «-  "■'' 


a  H-  I 


Si  l'on  suppose  la  constante  a  positive,  l'équation  (44)  représentera 
une  parabole  du  degré  a,  dans  laquelle  le  sommet  ou  le  point  d'in- 
flexion coïncidera  précisément  avec  l'origine  et  la  tangente  menée  par 
le  sommet  avec  l'axe  des  x,  ou  avec  l'axe  des  y,  suivant  que  l'on  aura 
«>»i  ou  a<^i.  Gela  posé,  on  déduira  de  la  formule  (4^^)  l^s  deux 
propositions  suivantes  : 

Dans  toute  parabole  dont  le  degré  surpasse  l'unité,  la  surface  comprise 
entre  un  arc  compté  à  partir  du  sommet  ou  du  point  d'inflexion ,  la 
tangente  menée  par  ce  point,  et  une  droite  perpendiculaire  à  cette  tan- 
gente, est  à  la  surface  du  rectangle  circonscrit  comme  l'unité  au  nombre 
1  -r-  a. 

.  Dans  toute  parabole  dont  le  degré  a  reste  inférieur  à  l'unité,  la  sur- 
face comprise  entre  un  arc  compté  à  partir  du  sommet  ou  du  point  d'in- 
flexion, la  tangente  menée  par  ce  sommet,  et  une  droite  perpendiculaire 
à  cette   tangente,  est  à  la  surface  du  rectangle  circonscrit  comme  le 
nombre  a  au  nombre  a  +  i . 

Si  l'on  supposait  «  =  2,  la  courbe  (44)  deviendrait  une  parabole  du 
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second  degré,  et  la  formule  (46),  réduite  à 


(4;)  u=^a;f, 

exprimerait  la  proposition  énoncée  à  la  fin  de  l'exemple  III. 
►     Si  l'on  supposait  a  =  i,\r  courbe  (44)  se  changerait  en  une  droite 
passant  par  l'origine,  et  la  formule  (4^),  réduite  à 

indiquerait  que  l'aire  du  triangle  construit  avec  l'abscisse  x  et  l'or- 
donnée y  est  la  moitié  de  l'aire  du  rectangle  qui  a  la  même  base  et  la 
même  hauteur. 

Exemple  V.  —  Si  l'on  considère  la  logarithmique  représentée  par- 
l'équation  ^ 

(48)  y  —  alx, 

dans  laquelle  a  désigne  une  constante  positive,  on  tirera  de  la  for- 
mule (lo),  en  supposant  ^o  =  '  et  .t  >•  i, 

(49)  u  =^  a  I     Ixdx. 
D'ailleurs  on  trouvera,  en  intégrant  par  parties, 

/  Ix  dx  =1  X  Ix  —  /  dx  zrz^  X  Ix  —  X 


const. 


On  aura  donc 

(5o)  u  ziz  a^xlx  —  X -^  \). 

Telle  est  la  surface  comprise  entre  un  arc  de  logarithmique  compté 
à  partir  du  point  où  cette  courbe  coupe  l'axe  des  abscisses,  ce  même 
axe,  et  l'ordonnée  correspondant  à  l'abscisse  x.  Si  le  point  {x,y) 
s'éloigne  à  une  distance  infinie  de  l'origine,  la  surface  dont  il  s'agit 
deviendra  elle-même  infinie. 

Si  l'on  voulait  déterminer  l'aire  comprise  entre  le  demi-axe  des  y 
négatives,  la  partie  de  la  logarithmique  qui  a  ce  demi-axe  pour  asymp- 
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tote  et  l'axe  des  x,  il  faudrait  recourir  à  l'équation  (9),  réduire,  dans 
cette  équation,  le  double  signe  qui  affecte  le  second  membre  au  signe  — , 
et  poser  en  outre  ^7^  =  0,  X  =  i.  En  opérant  ainsi,  et  observant  que 
le  produit  0?/^  s'évanouit  avec  la  variable  x,  conformément  u  la  re- 
marque faite  dans  la  septième  Leçon  de  Calcul  infinàésimal,  on  trouvera, 
pour  valeur  de  l'aire  demandée, 

(5i)  U= — ai    lxdx=^a. 

«■'0 

Cette  aire  n'est  donc  pas  infinie,  comme  la  surface  renfermée  entre  une 
hyperbole  et  son  asymptote;  mais  elle  est  équivalente  au  nombre  a, 
c'est-à-dire  que  ce  nombre  représente  la  limite  vers  laquelle  converge 
sans  cesse  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x,  la  logarithmique  prolongée 
du  côté  des  y  négatives,  et  une  ordonnée  de  la  même  courbe,  tandis 
que  cette  ordonnée  s'approche  indéfiniment  de  l'axe  des  y. 

Si  l'équation  de  la  logarithmique  était  présentée  sous  la  forme 

X 

(52)  y  =  e«, 

on  tirerait  de  la  formule  (10) 

e"  dx  =  a\e''  —  e"  ). 


x„ 


En  prenant,  dans  l'équation  précédente,  pour  limites  de  l'intégration, 
Xf^  =  —  x>,  Xo  =  o,  on  réduirait  la  fonction  11  à  l'aire  U  déterminée 
par  la  formule  (5i). 

Exemple  VI.  —  Si,  en  supposant  la  constante  a  positive,  on  consi- 
dère la  chaînette  représentée  par  l'équation 

X  X 

(54)  '  y=^a ^ , 

et  si  l'on  fait,  pour  abréger,  Xq  =  o,  on  tirera  de  la  formule  (10) 


,rt  o      " 


(55)  u^=a-— 
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Telle  est  la  surface  comprise  entre  l'axe  des  abscisses,  la  chaînette  et 
les  deux  ordonnées  a,  y  correspondant  aux  deux  variables  o  et  x. 
D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par  .y  l'arc  renfermé  entre  ces  deux  ordonnées, 
on  aura  {voir  la  première  Leçon) 

X  .r 

(  56  )        '  sz=  a • 


Par  conséquent,  la  formule  (55)  donnera 
(07)  11:=.  as. 

Donc  Vaire  comprise  entre  l'arc  des  abscisses,  l'arc  s  compté  sur  la  chai- 
nette  à  partir  du  point  le  plus  bas,  et  les  deux  ordonnées  extrêmes  de 
cet  arc,  est  équivalente  à  l'aire  du  rectangle  qui  aurait  pour  base  V arc  s, 
et  pour  hauteur  l' ordonnée  du  point  le  plus  bas. 

Dans  plusieurs  cas,  on  facilite  l'évaluation  des  aires  u  et  U  en  rem- 
plaçant, dans  les  formules  (8),  (9),  (10)  et  (i  i),  la  variable  x  par  une 
autre  variable.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'aire  u  soit  com- 
prise entre  l'axe  des  x  et  la.cycloïde  décrite  par  un  cercle  dont  le  rayon 
est  R,  et  représentée  par  les  équations 

(58)  x^=r.K{(,y  —  sinoj),         j  =  R(i  — cosco) 

que  nous  avons  obtenues  dans  la  seconde  Leçon  du  Tome  I.  On  aura 

dxzLzydfii, 

et  l'on  tirera  de  l'équation  (11),  en  désignant  par  w„  la  valeur  de  w 
correspondant  à  ^  =  x^. 


y2  ^(0  =  RM      (i  — COS&))' 


d(ù. 


Si  l'on  veut  que  l'aire  u  commence  à  l'origine  des  coordonnées,  il 
faudra  poser  coo  =  o,  et  la  formule  (59)  donnera 

'     (i  —  cosa))^£/w  =  R-  /     (1  —  2  cosw  +  COSTCO )  </w. 
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On  a  d'ailleurs 


„              I  -4-  C0S2r,) 
COS-03  ■=. 


On  trouvera,  par  suite, 

( 2  COSW  H-  -  C0S2  0)  )  dw, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(62)  «  =  R- (  -03  —  2  siii  w  + -r  sinaw  ). 

\2  4  / 

Comme,  dans  les  équations  précédentes,  to  représente  l'angle  que  décrit 
en  tournant  le  rayon  du  cercle  générateur  de  la  cycloïde,  il  est  clair 
qu'il  suffira  de  poser  co=:. 27:  pour  déduire  de  la  formule  (62)  l'aire 
comprise  entre  l'axe  des  x  et  la  première  branche  de  cycloïde.  Donc, 
si  l'on  désigne  par  U  cette  aire,  on  aura 

(63)  U  =  37:R^ 

On  peut  donc  affirmer  que  l'aire  comprise  entre  la  base  d' un  cycloïde  el 
Vune  des  branches  de  cette  courbe  est  équivalente  au  triple  de  la  surface 
du  cercle  générateur. 

Concevons  à  présent  que  u  désigne  l'aire  comprise,  d'une  part,  entre 
deux  courbes  planes  représentées  par  les  équations 

(64)  y=  f(^), 

(65)  '  J'  =  F(^), 

et,  d'autre  part,  entre  les  ordonnées  correspondant  aux  abscisses  x^^,  x. 
Si  l'on  attribue  à  l'abscisse  x  un  accroissement  très  petit  Ax-,  l'aire  u 
recevra  un  accroissement  analogue  représenté  par  Aw.  Cela  posé, 
soient  (p),  (q)  les  deux  points  de  la  courbe  (()4)'  ("t  (/-),  {s)  les  deux: 
points  de  la  courbe  (6.j)  qui  répondent  aux  abscisses  x,  .^4-Ar. 
Admettons  d'ailleurs  que,  pour  ces  mêmes  abscisses  et  pour  toutes  b's 
abscisses  intermédiaires,  la  différence 

{^&)  •  F(^)  — f(^) 

reste  positive.  Enfin  désignons  par  0  et  0  deux  nombres  variables,  mais 
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renfermés  entre  les  limites  o  et  i.  Les  ordonnées  de  deux  points  choisis 
arbitrairement  sur  les  arcs  pq,  rs,  pourront  être  représentées  par 

(67)  f(^+OA:p),     F(^  +  0A^), 

et  si  l'on  nomme  «  l'aire  du  rectangle  compris,  d'une  part,  entre  les 
parallèles  menées  par  ces  deux  points  à  l'axe  des  x,  d'autre  part,  entre 
les  ordonnées  correspondant  aux  abscisses  x,  x  -+-  Ax,  on  trouvera 

(68)  »  =  A^[F(x  +  0A^)  — f(^4-0A^>]. 

Or,  l'aire  «  du  rectangle  sera  évidemment  supérieure  à  l'aire  Au  de  la 
^urhcG  pqrs,  si  le  rectangle  est  circonscrit  à  cette  même  surface,  c'est- 
à-dire  si  les  valeurs  assignées  aux  nombres  6  et  0  fournissent  la  plus 
grande  valeur  possible  de  l'ordonnée  F(^-i-  0A^),  et  la  plus  petite 
valeur  possible  de  l'ordonnée  î(x  +  OAx).  Au  contraire,  l'aire  a  de- 
viendra évidemment  inférieure  à  Au,  si  le  rectangle  est  inscrit  à  la 
surface,  c'est-à-dire  si  les  valeurs  assignées  aux  nombres  0  et  0  four- 
nissent la  plus  petite  valeur  possible  de  l'ordonnée  ¥(x  -+-  0Aa;)  et  la 
plus  grande  valeur  possible  de  l'ordonnée  î(x  -+-  0  Ax).  Donc,  pendant 
que  l'on  fera  varier  0  et  0  entre  les  limites  o  et  i,  la  différence 

(69)  Au  —  M  =  Au  —  A^[F(^  +  0  A^)  —  f(^  +  0  A^)] 

sera  tantôt  positive,  tantôt  négative.  Il  est  aisé  d'en  conclure  que,  si 
i\x)  et  ¥(x)  représentent  des  fonctions  continues  de  x,  on  pourra 
choisir  les  nombres  0  et  0  de  manière  à  vérifier  l'équation 

(70)  Au  =  Aa:[F{a;  +  0  A^)  —  f{jc  4-  0  Ast^)]. 

En  effet,  si  la  différence  ((39)  obtient  une  valeur  négative  dans  le  cas 
où  l'on  a  0  —  Oq,  0  =  0„,  et  une  valeur  positive  dans  le  cas  où  l'on 
a  0  =  0,,  0=10,,  pour  faire  passer  cette  différence  de  la  ])remière 
valeur  à  la  seconde,  il  suffira  de  poser 

(71)  e  =  e^-i-{0,-e,)t,      &  =  &,+  {&, -Qo)t, 

puis  de  faire  varier  /  entre  les  limites  /  =  o,  /  =  i.  Or  il  est  clair  que 
l'expression  (69),  se  trouvant  alors  transformée  en  une  fonction  con- 
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tinue  de  t,  ne  pourra  passer  du  positif  au  négatif  sans  devenir  nulle 
dans  l'intervalle,  pour  une  valeur  de  /  qui  sera  comprise  entre  les 
limites  o,  i,  et  à  laquelle  correspondra  une  valeur  de  chacun  des 
nombres  ô,  0,  comprise  entre  les  mêmes  limites. 

L'équation  (70)  étant  vérifiée,  on  en  tirera,  en  divisant  les  deux 
membres  par  A^c, 

(72)  ^  =  [F(^H-0Aa^)  —  f(a;  +  0Aa^)]. 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  fait  converger  Aa?  vers  la  limite  zéro, 
on  trouvera 

(73)  ^=Y{x)-ï{x), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(74)  duz^[Y{x)  —  ï{x)]dx. 

L'équation  (74)  suppose  que,  dans  le  voisinage  de  l'abscisse^,  la  diffé- 
rence ^{oc)  —  î{x)  est  positive.  Si  cette  condition  n'était  pas  remplie, 
l'équation  (74)  devrait  être  remplacée  par  la  suivante  : 

(75)  du  —  {ï{x)  —  Y{x)']dx. 

On  aura  donc  généralement 

(76)  du=±\Y{x)  —  {{x)\dx, 

le  double  signe  devant  être  réduit  au  signe  -h  ou  au  signe  —,  suivant 
que  la  différence  F(a7)  — f(^)  sera  positive  ou  négative.  Si,  pour 
abréger,  on  désigne  par 

(77)  /(^)  =  ±[F(^)-f(^)] 

la  valeur  numérique  de  la  différence  (66),  la  formule  (76)  deviendra 

(78)  du^=if{x)dx, 

et  l'on  en  conclura,  en  intégrant  à  partir  de  x  =  ic^. 


(79)  "=/  f{^) 


dx. 
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Enfin,  si  l'on  nomme  U  l'aire  comprise,  d'une  part,  entre  les 
courbes  (64)  et  (65),  d'autre  part,  entre  les  ordonnées  correspondant 
aux  abscisses  x^,  X,  U  sera  évidemment  la  valeur  de  u  correspondant 
à  07  =  X,  et  l'on  aura  en  conséquence 

(80)  U=  /"  J\x)dx. 

Les  équations  (79)  et  (80)  sont  entièrement  semblables  aux  for- 
mules (10)  et  (i  1).  Seulement,  dans  ces  équations, /(a?)  ne  représente 
plus  l'ordonnée  d'une  seule  courbe,  mais  la  longueur  de  la  section 
linéaire  faite,  dans  la  surface  U  ou  u,  par  un  plan  perpendiculaire  ii  l'axe 
des  X  et  correspondant  à  l'abscisse  x.  Cette  longueur  est  ce  qu'on 
pourrait  appeler  V ordonnée  de  la  surface  u  ou  U.  Elle  est  toujours  équi- 
valente à  la  valeur  numérique  de  la  différence  entre  les  ordonnées  des 
deux  courbes  qui  limitent  cette  même  surface. 

Si  les  courbes  (64)  et  (65)  se  coupent  en  deux  points  différents,  et  si 
l'on  suppose  que,  dans  la  formule  (80),  a^^,  X  représentent  les  abscisses 
de  ces  mêmes  points,  l'aire  désignée  par  U  sera  celle  qui  se  trouve 
renfermée  entre  les  deux  courbes.  Il  en  serait  encore  de  même  si  les 
deux  courbes  se  touchaient  aux  points  qui  ont  pour  abscisses  x^ 
et  X.  Enfin  il  pourrait  arriver  que 

fussent  deux  valeurs  de  y  tirées  d'une  seule  équation 

(81)  §{x,  y)  —  o 

propre  à  représenter  une  courbe  fermée  de  toutes  parts.  Alors,  pour 
déduire  de  la  formule  (80)  la  surface  limitée  par  cette  courbe,  il  suffi- 
rait de  remplacer  ^0  et  X  par  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des 
abscisses  qui  correspondent  aux  diflérents  points  de  la  courbe,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  par  les  abscisses  des  deux  points  de  l'axe  des  ^ 
qui  comprennent  entre  eux  la  projection  de  la  courbe  sur  cet  axe.  Le 
plus  ordinairement  ces  abscisses  appartiendront  aux  points  de. la  courbe 
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où  la  tangente  devient  parallèle  à  l'axe  des  y.  Néanmoins,  le  contraire 
pourrait  avoir  lieu,  si  la  courbe  représentée  par  l'équation  (8i)  offrait 
des  points  saillants  ou  des  points  de  rebroussement. 

Pour  montrer  une  application  des  principes  que  nous  venons  d'éta- 
blir, supposons  que  l'on  demande  l'aire  comprise  dans  la  courbe  fermée 
à  laquelle  appartient  l'équation 

(82)  a;-"'-+-f^-"'=\, 

m  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Cette  équation,  résolue  par 
rapport  à  l'ordonnée 7,  fournira  deux  valeurs  de  cette  ordonnée,  savoir 

i_  _i_ 

(83)  J  =  — ([  — ^•2'«)2'«,  J=:(l  — ^2m)2,n. 

et  la  différence  entre  ces  deux  valeurs  sera 

1 

(84)  f{a;)  =  2{i  —  x""'f^. 

De  plus,  comme  on  tirera  de  l'équation  (82) 

dy  _ 


il  est  clair  que  la  tangente  à  la  courbe  deviendra  parallèle  à  l'axe  des  j, 
quand  on  aura  y  =  o,  et  par  conséquent  oc  =  —  i  ou  ce  =  -h  i.  Il  est 
d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  les  deux  valeurs  précédentes  de 
l'abscisse  x  sont  la  plus  petite  et  la  plus  grande  de  toutes  celles  qui 
correspondent  aux  différents  points  de  la  courbe  (82).  Cela  posé,  on 
trouvera  pour  l'aire  demandée 

(86)  \}—  f  f{x)dxr=:i  f  {i  —  x-"'f^'dx. 

La  valeur  précédente  de  U  peut  encore  être  présentée  sous  la  forme 

(87)  0  =  4/  {i  —  x''"'y"'dx. 

Si  l'on  suppose  en  particulier  m  =  i,  la  courbe  (82)  se  trouvera  ré- 
duite à  un  cercle  dont  le  rayon  sera  l'unité,  et  l'on  aura,  comme  on 
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devait  s'y  attendre, 

U  =  7r. 

Si,  à  la  courbe  (82),  on  substitue  celle  que  représente  l'équation 

(88)  ^2«+i_^^¥7m--i^ 

alors,  en  opérant  toujours  de  la  même  manière,  on  trouvera  pour  l'aire 
comprise  dans  l'intérieur  de  la  courbe 


,=.fy 


2/i  +  l 
2  m     \     iin 


(89)  {]=:2  [1  —  0;'-''  +  ' J  dx. 

Mais,  en  supposant  le  nombre  m  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  /z,  on 
reconnaîtra  que  les  abscisses  —  i  et  +1  appartiennent  à  des  points 
de  rebroussement  de  la  courbe  où  la  tangente,  au  lieu  d'être  parallèle 
à  l'axe  des  j,  devient  parallèle  à  l'axe  des  x. 

Si  l'on  prenait  en  particulier /?z  =  i,  on  tirerait  de  la  formule  (89) 


2  H -4-1 


(90)  U  =  2  r  (i  —  ^'-"  +  V        dx  —  kf\\  —  x^''  +  ')        dx. 

Pour  déterminer  la  valeur  précédente  de  U,  il  suffit  de  poser 

(91)  .37  =  sin^"+*9. 

En  effet,  on  aura  par  suite 


(92) 


U  — 4(2«4-i)/     cos2«+2(psin2«(p^(p 
=    (8/î+4)/^    cos2«+2(p(i_cos29)«^9, 


puis,  en  développant  la  puissance  (i  — cos-9)",  et  ayant  égard  à  la 
formule  (85)  de  la  première  Leçon,  on  trouvera 

(  ^,      ,,  ,     ri.3.5...(2/i+ 1)       «  1.3.5. ..(an  +  S) 

l   U  =  (  4  n  +  2  )  71     — r-r. ; : 7— à -, — 'A 

]  ^^  '       l_2.4.b...(2/i-t-2)  I     2.4.6.  ..(2/i  4-4) 

^^   ^       i  n{n-x)  T. 3.5.. .(2/1  +  5)  1 

(  1.2       2.4.6...(2/^-i-6)       •••J- 
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Si  l'on  supposait  à  la  fois  m  =  i  et  n  =  i,  l'équation  (88)  se  réduirait  à 

1       1 
(94)  o^^+j^  — I, 

et  l'on  tirerait  de  la  formule  (92) 


(95)        11=12/       (cOS^cp  —  COS*'o)  âfco  =  67:  (  -^   —  ^^-T-^:   1 

c/o  '      '  \2. 4      2.4.6/ 


1.3  3 

2.4  8 


Il  est  encore  essentiel  d'observer  que  la  formule  (80)  subsiste  dans 
le  cas  même  où  chacune  des  fonctions  f(^),  F(^)  changerait  de  forme 
avec  l'abscisse  x,  de  manière  à  représenter  successivement,  non  pas 
l'ordonnée  d'une  s.eule  courbe,  mais  les  ordonnées  de  plusieurs  courbes 
ou  même  de  plusieurs  droites  tracées  à  la  suite  les  unes  des  autres 
dans  le  plan  des  x,  y.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que,  la  fonc- 
tion F(^)  étant  l'ordonnée  de  la  parabole  représentée  par  l'équation 

(96)  y  =  i  —  x'', 

la  fonction  f(^)  se  confonde,  pour  des  valeurs  négatives  de  x,  avec 
l'ordonnée  de  la  droite 

(97)  y  =  --.r, 

et,  pour  des  valeurs  positives  de  x,  avec  l'ordonnée  de  la  droite 

(98)  r=g^- 


3 

(99)  .  f{œ)  =  ^  —  x''+-x, 


Alors,  on  aura,  pour  x  <^o, 

(99) 

et  pour  ir>  o, 

5 
(100)  f(^a;)  —  i  —  x^—-x. 


De  ces  deux  valeurs  de  f{x)  la  première  s'évanouit  pour  a;  =  —  -,  ot 
la  seconde  pour  ^=0-  Cela  posé,  si  l'on  veut  déterminer  l'aire  com- 
prise, du  côté  des  j  positives,  entre  la  parabole  (96)  et  les  droites  (97), 

OEiwres  de  C.  —  S.  II,  t.  V.  5^ 
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(98),  il  suffira  de  prendre,  dans  la  formule  (80), 


I  2 


puis  d'avoir  égard  aux  équations  (99)  et  (100).  En  opérant  de  cette 
manière  on  trouvera 


U=  f  f{œ)djcz^  f  f{x)'dx-^  C'f{x)dx 


(10.) 


/     (  I  —  .r^  H x\  dx  H-  /     (1  —  ^2  —  k  '^  )  ^'^' 


et,  par  conséquent, 

(102)  U=: 


I         3        2        8         5   _  847 


i[\       16       3       81        27        1296 


On  déduirait  avec  la  même  facilité,  de  la  formule  (80),  l'aire  comprise 
dans  un  polygone  convexe  qui  aurait  pour  côtés  des  portions  de  droites 
ou  même  des  arcs  de  courbes. 

Concevons  enfin  que  la  surface  U  se  compose  de  plusieurs  parties 
tellement  disposées  que  la  section  linéaire  fliite  dans  cette  surface  par 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  et  correspondant  à  l'abscisse  x 
se  transforme  en  un  système  de  plusieurs  longueurs  distinctes  repré- 
sentées par/,(£c),/^(a7),/3(^),  ...,  et  comprises,  la  première  entre 
deux  lignes  données,  la  seconde  entre  deux  autres  lignes,  etc.  Si  l'on 
admet  toujours  que  cette  surface  soit  limitée,  dans  le  sens  des  x  néga- 
tives et  dans  le  sens  des  x  positives,  par  les  ordonnées  qui  corres- 
pondent aux  abscisses  x^,  et  X,  on  aura  encore 

(80)  l]z=f  f{x)dx, 

pourvu  que  l'on  prenne 

(io3)  f{x)=/,{x)+fA^v)-\-Mx)-i-.... 

La  même  remarque  s'applique  au  cas  où  la  surface  U  serait  comprise 
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dans  une  courbe  fermée  qui  se  replierait  sur  elle-même,  de  manière 
à  être  rencontrée  en  plus  de  deux  points  par  les  ordonnées  correspon- 
dant à  certaines  abscisses.  Alors  l'équation  de  la  courbe,  résolue  par 
rapport  à  l'ordonnée  y,  fournirait,  pour  chaque  valeur  de  ce,  un  nombre 
pair  des  valeurs  réelles  de  cette  ordonnée;  et,  après  avoir  rangé  ces 
valeurs  réelles  par  ordre  de  grandeur,  il  suffirait  de  retrancher  succes- 
sivement la  première  de  la  deuxième,  la  troisième  de  la  quatrième,  etc., 
pour  obtenir  les  quantités  ci-dessus  désignées  par/, (a;),  f^icc),  ..., 
c'est-à-dire  les  quantités  dont  la  somme  serait  précisément  la  section 
linéaire /(a?)." 

Après  avoir  expliqué  comment  on  parvient,  dans  tous  les  cas,  à 
évaluer  la  section  linéaire  faite  dans  une  surface  quelconque  par  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  nous  allons  établir  quelques  propo- 
sitions qui  sont  d'une  grande  utilité  dans  la  quadrature  des  surfaces 
planes. 

TiŒORÈME  L  —  si  les  sections  linéaires  /ailes,  dans  deux  surfaces 
planes,  par  un  sysLème  de  plans  parallèles  les  uns  aux  autres,  sont  entre 
elles  dans  un  rapport  constant,  les  deux  surfaces  seront  entre  elles  dans  le 
même  rapport. 

Démonstration.  —  Supposons  les  différents  points  de  chaque  surface 
rapportés  à  denx  axes  rectangulaires  des ic  et  j,  qui  soient  compris  dans 
le  plan  de  cette  même  surface,  et  dont  le  second  soit  de  plus  renfermé 
dans  l'un  des  plans  parallèles  que  l'on  considère.  Si  l'on  nommey"(a7) 
et  {{x)  les  sections  linéaires  faites  dans  les  deux  surfaces  par  l'un  de 
ces  plans,  savoir,  par  celui  qui  correspond  à  l'abscisse  x,  on  aura,  par 
hypothèse, 

(io4)  ■  ^{x)^af{x), 

a  désignant  un  rapport  constant.  Soient  d'ailleurs  o^o  et  X  les  limites 
entre  lesquelles  x  doit  rester  comprise,  pour  que  le  plan  (correspondant 
à  cette  abscisse  et  perpendiculaire  ii  l'axe  des  x  rencontre  les  deux 
surfaces.  En  vertu  de  la  formule  (80),  la  première  surface  sera  évidem- 
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ment  mesurée  par  l'intégrale 


/ 


f{x)dx, 


L 


tandis  que  la  seconde  surface  sera  mesurée  par  l'intégrale 

f(^)  dx. 

Or,  on  tirera  de  l'équation  (io4) 
(io5)  /     \\x)dx=^ai    /{x)  dx, 

et  il  est  clair  que  cette  dernière  formule  comprend  le  théorème  énoncé. 

Corollaire  L  —  Supposons  que  l'on  trace,  dans  le  plan  des  oc,  y,  deux 
courbes  fermées  dont  la  première  soit  représentée  par  l'équation 

(io6)  S'{x,y)  =  o, 

et  la  seconde  par  une  autre  équation  de  la  forme 

(107)  ^{x,^Jz=^0, 

h  désignant  une  quantité  constante.  11  est  clair  que,  pour  chaque  valeur 
de  l'abscisse  x,  on  tirera  des  équations  des  deux  courbes  des  valeurs 
correspondantes  de  j  qui  seront  entre  elles  dans  le  rapport  de  i  à  b. 
Par  suite,  les  limites  x^,  X,  entre  lesquelles  l'abscisse  x  devra  rester 
comprise,  pour  que  l'ordonnée  y  conserve  des  valeurs  réelles,  ne  varie- 
ront pas,  quand  on  substituera  la  seconde  surface  à  la  première.  De 
plus,  si  l'on  désigne  par 

('08)  /o,     /h      72,     73,       ••• 

les  diverses  valeurs  réelles  de  j  que  fournit  l'équation  (106)  pour  une 
abscisse  donnée,  celles  que  fournira,  pour  la  même  abscisse,  l'équa- 
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tion  (107)  seront  évidemment 

(109)  bYo,     by„     h  y.,     by,,      .... 

Si  d'ailleurs  on  suppose  les  quantités  (108)  rangées  par  ordre  de  gran- 
deur, les  longueurs  précédemment  désignées  par  ft(^),  /aC^)»  ••• 
seront  évidemment,  pour  la  courbe  (106), 

(iio)  f,{x)=yi  —  yo,         f.^{jc)—y^  —  y.,  ..., 

et  en  conséquence  la  section  linéaire /(^)  de  la  surface,  comprise  dans 
l'intérieur  de  cette  courbe  sera  déterminée  par  la  formule 

('II)  /('^)=7i  — Jo  +  73  — /î  + 

On  trouvera  au  contraire,  pour  la  section  linéaire  {{^oc)  de  la  surface 
comprise  dans  la  courbe  (107), 

('12)     f(^)  =  6/i—  by^+  by-,—  by,  + . . .-  b{y^—  y^  +  y^  —  y,_  + . .  .) . 

On  aura  donc 

("3)  {{x)  =  bf{x). 

Cela  posé,  on  conclura  du  théorème  I  que  les  surfaces  courbes  ren- 
fermées dans  les  courbes  (106)  et  (107)  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
de  I  à  è. 

Corollaire  IL  —  En  raisonnant  comme  on  vient  de  le  laire,  mais 
échangeant  l'une  contre  l'autre  les  deux  ordonnées  a;,  y,  on  prouverait 
que  les  surfaces  comprises  dans  la  courbe  (io())  et  dans  celle  qui  a 
pour  équation 

(..4)  î(f,y 

sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  l'unité  à  la  constante  a.  Ajoutons 
qu'on  obtiendrait  évidemment  le  même  rapport  en  comparant  l'une  à 
l'autre  les  surfaces  comprises  dans  les  deux  courbes  représentées  par 
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les  deux  équations 

(Il5)  J('x,  |j=:0, 

(■■6)  Hï'* 

Corollaire  III.  —  Si  l'on  compare  directement  l'une  à  l'autre  les  deux 
surfaces  comprises  dans  les  courbes  (io6)  et  (ii6),  on  conclura  des 
corollaires  I  et  II  qu'elles  sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  l'unité  au 
produit  ah.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Pour  déterminer  l' aire  comprise  dans  une  courbe  plane 
fermée  de  toutes  parts,  et  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(..7)  K^'*)=°' 

il  suffit  de  mesurer  l' aire  comprise  dans  la  courbe  dont  l'équation  serait 

(106)  §{x,y)  =  o, 

et  de  multiplier  cette  dernière  par  le  produit  des  deux  constantes  a  et  b. 

Corollaire  I.  —  Si  la  courbe  (116)  se  réduit  à  l'ellipse  (19),  l'équa- 
tion (106)  deviendra 

(n8)  ^-4-j^=i 

et  représentera  un  cercle  qui  aura  pour  rayon  l'unité.  Or,  l'aire  com- 
prise dans  ce  même  cercle  étant  égale  à  tc,  on  conclura  du  théorème  II 
que  l'aire  de  l'ellipse  a  pour  mesure  le  produit 

(26)  T.ab-, 

ce  que  l'on  savait  déjà. 

Corollaire  II.  —  Si  l'équation  (ii5)  se  réduit  à 


am  2m 

/p\2rt-l-l  /y\2n  +  l 


(..9)  I-)        +[t'        =■■ 

rt,  b  désignant  deux  quantités  positives,  et  m,  /^deux  nombres  entiers, 
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la  courbe  représentée  par  cette  équation  renfermera  une  surface  qui 
aura  pour  mesure  le  produit  de  l'expression  (98)  par  les  deux  con- 
stantes a  ci  b. 

Corollaire  III.  —  D'après  ce  qu'on  a  dit  dans  la  septième  Leçon  du 
Tome  I,  la  développée  de  l'ellipse  (19)  est  représentée  par  l'équation 

(-0)  (£yH.(/_y=,, 

dans  laquelle  A,  B  désignent  deux  quantités  positives,  déterminées 

par  la  formule 

Aa  =  Bè  =  ±:(«^— Z>2). 

Or,  on  conclut  du  théorème  I  que  la  surface  comprise  dans  cette  déve- 
loppée est  équivalente  au  produit  des  constantes  A,  B  par  la  surface 
comprise  dans  la  courbe  (94)»  et  par  conséquent  à 

3     ,„       3     {a'-—b-Y 

(121)  ^ttAb— qTT 7 

^       '  S  o  ab 

Corollaire  IV.  —  Lorsque  dans  l'équation  (117)  on  suppose  b  =  a, 
cette  équation,  réduite  à  la  forme 

(122)  ^(  -,  ^  )  =0, 
^        '  \a    a  J 

représente  une  courbe  semblable  à  la  courbe  (106),  et  dont  les  dimen- 
sions sont  à  celles  de  l'autre  courbe  comme  le  nombre  a  est  à  l'unité. 
Cela  posé,  il  résulte  évidemment  du  théorème  II  que  les  aires  comprises 
dans  deux  courbes  semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  dimen- 
sions de  ces  deux  courbes. 

Nous  terminerons  cette  Leçon  en  établissant  un  dernier  théorème 
que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

TnÉORÈMK  III.  —  Le  rapport  entre  deux  surfaces  planes  est  toujours 
une  quantité  moyenne  entre  les  diverses  valeurs  que  peut  acquérir  le 
rapport  des  sections  linéaires  faites,  dans  ces  deux  surfaces,  par  un  plan 
mobile  qui  demeure  constamment  parallèle  à  un  plan  donné. 
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Démonstration.  —  Supposons  les  différents  points  de  chaque  surface 
rapportés  à  deux  axes  rectangulaires  des  x  et  j,  qui  demeurent  compris 
dans  le  plan  de  cette  même  surface,  et  dont  le  second  coïncide  avec 
la  droite  suivant  laquelle  elle  est  coupée  par  le  plan  donné.  Soient 
d'ailleurs /(ij?)  et  {{x)  les  sections  linéaires  faites  dans  les  deux  sur- 
faces par  le  plan  mobile  et  correspondant  à  l'abscisse  x.  Enfin  admet- 
tons que  ce  plan  ne  puisse  rencontrer  l'une  des  surfaces  sans  rencontrer 
l'autre;  et  soient  x^,  X  les  limites  entre  lesquelles  l'abscisse  x  doit 
rester  comprise  pour  que  le  plan  mobile  rencontre  effectivement  les 
deux  surfaces  dont  il  s'agit.  Le  rapport  de  l'une  des  surfaces  à  l'autre  sera 


[{oc)  dx 
(123)  .  % 


.(' 


/    f{x)dx 
D'ailleurs,  si  l'on  pose,  pour  abréger. 


(124) 


on  aura 


Ç{x)dx  =  j{x),  I    f{x)dx  =zT{x), 


(125)  >^(^o)=:0,  F(jCo)=0, 

(126)  \f{x)=ax),  ¥'{x)=f{x)', 

et  la  formule  (i)  de  l'addition  placée  à  la  suite  des  Leçons  sur  le  Calcul 
infinitésimal  donnera 

X,    '^^''         _  l{\)  _  B'[^,-i-e{X-Xo)]  _  f[^o+e(X-a:o)] 
^'^^^       r^  -F(X)~F'[ar„+0(X-Xo)]       /[^o+ ^(X  -  ^J]' 

J     /(^)^^ 

6  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Or  la  fraction 

f[^,+  g(X-^o)] 
f[x,^Q{\~-x,)^ 
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est  évidemment  l'une  des  valeurs  que  peut  acquérir  le  rapport 

des  sections  linéaires  faites  dans  les  deux  surfaces  tandis  que  x  varie 
entre  les  limites  ^p,  X,  et  par  conséquent  une  quantité  comprise  entre 
la  plus  petite  et  la  plus  grande  de  ces  mêmes  valeurs.  Donc  la  for- 
mule (127)  entraîne  le  théorème  IIL  Nous  ajouterons  que  la  for- 
mule (127)  est  renfermée  dans  l'équation  (i3)  de  la  vingt-troisième 
Leçon  du  Calcul  infinitésimal {^  ).  En  efïét,  si  l'on  remplace,  dans  celte 

équation, /(^),  '/,(^)  et  9(3?)  par  {{x),f{x)  et  y^^  on  en  tirera 


{x)  dx 


'iO 


(128)  ,  _     , 


L 


/{x)  dx 


^  désignant  une  valeur  de  x  comprise  entre  les  limites  ./'o,  X,  c'esl- 
à-dire  une  valeur  de  la  forme  x^^-h  0(X  —  x). 

Si,  pour  certaines  valeurs  de  l'abscisse,  le  plan  mobile  |)erpendicn- 
laire  à  l'axe  des  x  ne  rencontrait  plus  que  l'une  des  deux  surfaces 
proposées,  on  pourrait  encore  démontrer,  comme  on  vient  de  le  faire, 
le  théorème  IIL  Seulement,  il  faudrait  alors  désigner  par  x„  et  X  les 
limites  entre  lesquelles  l'abscisse  x  devrait  rester  comprise  pour  que 
le  point  mobile  rencontrât  au  moins  l'une  des  deux  surfaces,  et  consi- 
dérer chacune  des  sections  linéaires  f(x), /(x)  comme  prenant  une 
valeur  nulle  toutes  les  fois  que  la  surface  correspondante  cesserait 
d'être  coupée  par  le  plan  dont  il  s'agit. 

Corollaire  I.  —  Deux  surfaces  planes  sont  équivalentes  lorsqu'un 
plan  mobile,  constamment  parallèle  à  un  plan  donné,  coupe  ces  deux 
surfaces  suivant  des  sections  linéaires  qui  restent  toujours  égales 
entre  elles. 

(')  GEuvrcs  de  Cauchy,  S.  II,  T.  IV,  p.  Iry. 

CRm-rcs  c/e  C.  —  S.  II,  t.  V.  58 
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Corollaire  II.  —  Si,  dans  l'équation  ([28),  on  pose  ^(a?)  —  1 ,  on 
trouvera 

X  .X 

/      {{x)  dx  =:  /     dx  ;=  X  —  ^0» 

et,  par  suite, 

(129)  f  f{x)dx  =  {\~x,)fi^). 

Or  la  longueur  X  —  .r„  représente  évidemment  la  projection  linéaire 
de  la  surface  (80)  sur  l'axe  des  ^,  tandis  que /(i)  représente  une 
quantité  moyenne  entre  les  sections  linéaires  laites  dans  cette  surface 
par  un  plan  perpendiculaire  au  même  axe.  Cela  posé,  comme  on  peut 
prendre  pour  axe  des  x  une  droite  quelconque  tracée  à  volonté  dans 
le  plan  de  la  surface  que  l'on  considère,  il  est  clair  que  la  formule  ([28) 
entraîne  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Le  rapport  entre  une  sur/ace  plane  et  sa  projection 
sur  un  axe  tracé  dans  le  plan  qui  la  renferme  est  toujours  une  moyenne 
entre  les  diverses  longueurs  qui  représentent  les  sections  faites  dans  cette 
surface  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  dont  d  s'agit. 
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TROISIEME  LEÇON. 

QUADRATLUE    DES    SUHFACES    COUIIBES. 


Nous  avons  observé,  dans  la  seizième  Leçon  du  Tome  I,  qu'il  paraît 
convenable  de  faire  servir  à  la  mesure  de  la  longueur  d'un  très  petit 
arc  de  courbe,  passant  par  un  point  donné,  la  droite  qui  s'en  rapproche 
le  plus  dans  le  voisinage  du  point  dont  il  s'agit;  et  nous  avons  admis 
en  conséquence  qu'un  très  petit  arc  de  courbe  se  confond  sensiblement 
avec  sa  projection  sur  la  tangente  menée  par  un  de  ses  points,  c'est- 
à-dire  que  le  rapport  du  petit  arc  à  sa  projection  se  réduit  sensiblement 
à  l'unité.  Nous  aurons  recours,  pour  la  quadrature  des  surfaces  courbes, 
à  un  principe  analogue;  et  nous  ferons  servir  à  la  mesure  d'une 
petite  portion  de  surface  courbe,  passant  par  un  point  donné,  le  plan 
qui  se  rapproche  le  plus  de  la  surface  dans  le  voisinage  de  ce  point, 
en  admettant  qu'un  élément  de  surface  courbe  dont  les  deux  dimensions 
sont  très  petites  se  confond  sensiblement  avec  sa.  projection  sur  le  plan 
tangent  mené  par  un  de  ses  points  ;  cat-'d-dirc  que  le  rapport  du  petit 
élément  à  sa  projection  se  réduit  sensiblement  à  l'unité. 

Ce  principe  étant  adopté,  considérons  une  surface  dont  l'équation  en 
coordonnées  rectangulaires  se  présente  sous  la  forme 

Soit  (p)  le  point  de  la  surface  qui  a  pour  coordonnées  (^,  v)  et  -: 
l'inclinaison  en  ce  point,  c'est-à-dire  l'angle  aigu  compris  entre  le  plan 
tangent  mené  par  le  point  (p)  et  le  plan  des  ce,  y.  Enfin,  concevons 
que  l'on  projette  sur  ces  deux  plans  un  élément  de  surface  désigné 
par  w,  dont  les  deux  dimensions  soient  très  petites,  et  qui  renlerme  le 
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poini  (p).  Si  par  un  point  quelconque  de  l'élément  w  on  mène  un 
troisième  plan  perpendiculaire  aux  deux  premiers,  ce  troisième  plan 
coupera  l'élément  suivant  un  petit  arc  de  courbe,  et  les  deux  projec- 
tions de  l'élément  suivant  deux  sections  linéaires  qui  seront  elles- 
mêmes  les  projections  de  l'arc  dont  il  s'agit  ou  de  la  corde  comprise 
entre  ses  extrémités.  Or,  cette  corde  formera  des  angles  très  petits 
avec  les  plans  tangents  menés  ii  la  surface  proposée  :  i°par  l'une  des 
extrémités  de  l'arc,  2*^  par  un  point  très  voisin,  par  exemple  par  le 
point  (/?).  D'ailleurs,  si  l'on  nomme  o  le  dernier  de  ces  angles,  celui  que 
formera  la  même  corde  avec  le  plan  des  oo,  y  sera  évidemment  t  ±  o; 
et,  par  suite,  les  deux  projections  de  la  corde,  ou  les  sections  linéaires 
faites  dans  les  deux  projections  de  l'élément  w  seront  entre  elles  dans 
le  rapport  des  deux  quantités  cos^,  cos(t  ±:  o).  Donc,  en  vertu  du 
théorème  III  de  la  deuxième  Leçon,  la  projection  de  l'élément  co  sur  le 
plan  des  x,  y  aura  pour  mesure  le  produit  d'une  quantité  moyenne 
entre  les  diverses  valeurs  du  rapport 

cos(- ±:  ô) 


cosô 

par  la  projection  du  môme  élément  sur  le  plan  qui  touche  au  point  (/>) 
la  surface  donnée;  et  comme,  en  vertu  du  principe  adopté,  cette  pro- 
jection pourra  être  représentée  par 

co(i4-<)> 

/désignant  une  quantité  très  petite,  nous  sommes  en  droit  de  conclure 
que  la  projection  de  l'élément  co  sur  le  plan  des  x,  y  sera  équivalente 
à  un  produit  de  la  forme 

cos(t  ±:  ô; 


cosô 


(i  +  O. 


D'autre  part,  les  deux  quantités  ±  o  et  i  étant  l'une  et  l'autre  très 
petites,  si  l'on  désigne  par  I  une  troisième  quantité  très  peu  différente 
de  zéro,  on  trouvera 

^s—  (i  +  0  ~  cosT  +  I; 
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et,  puisqu'on  peut  faire  coïncider  le  plan  des  x,  y  avec  un  plan  quel- 
conque, on  sera  évidemment  conduit  à  la  proposition  suivante  : 

Théorème  L  —  Soit  w  un  élément  de  surface  dont  les  deux  dimensions 
soient  très  petites,  et  t  l'angle  aigu  compris  entre  le  plan  tangent  mené 
par  le  point  (p)  et  un  auti'e  plan  tracé  arbitrairement  ;  la  projection  de 
l'élément  o)  sera  de  la  forme 

(2)  0)(COST  +  1), 

I  désignant  une  quantité  très  petite. 

Soient  maintenant  (P),  (/?)  deux  points  de  la  surface  (i),  le  premier 
fixe  et  correspondant  aux  coordonnées  x'^,  y„;  le  second  mobile  et 
correspondant  aux  coordonnées  variables  x,  y.  Si,  par  chacun  des 
points  (P),  (/;),  on  mène  deux  plans  respectivement  perpendiculaires 
aux  axes  des  x  et  des  y,  les  quatre  plans  ainsi  construits  couperont  la 
surface  (i)  suivant  quatre  courbes,  et  l'aire  comprise  entre  ces  quatre 
courbes  variera  en  même  temps  que  la  position  du  point  (/?).  Cette  aire 
sera  donc  une  fonction  des  coordonnées^,  /.  Ajoutons  qu'elle  donnera 
pour  projection  sur  le  plan  des  x,  y  un  rectangle  dont  les  côtés  seront 
respectivement  égaux  aux  valeurs  numériques  des  différences  x  —  j:,,, 
y  —  Vn-  Désignons  par  ç(:r,  }  )  l'aire  dont  il  s'agit,  et  par  u  sa  projection 
sur  le  plan  des^,  j.  On  aura,  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  x^x^ 

(3)  u  =  {x  —  x^){y—y^). 

Soient  d'ailleurs  \x,  Ay  des  accroissements  très  petits  attribués  aux 
variables  x,  y,  et  (y)  le  point 'de  la  surface  (1)  qui  correspond  aux 
coordonnées  x-{-ùt.x,  j-t-Aj.  Enfin,  (concevons  que  l'on  indique  par 
la  lettre  x  ou  y,  placée  au  bas  de  la  caractéristique  A,  l'accroissement 
que  reçoit  une  fonction  de  x  et  y,  quand  on  y  fait  croître  x  de  A^  ou  / 
de  Aj.  Les  deux  expressions 

(4)  ^^o{x,y), 

(5)  ^xu  —  {y~r^)^x 
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représenteront  les  accroissements  des  aires  o{x, y)  et  u  correspondant 
à  l'accroissement  A^  de  la  variable  oc.  De  plus,  les  accroissements  que 
recevront  les  expressions  (4)  et  (5),  quand  on  fera  croître  y  de  Aj, 
ou  les  deux  quantités 

(6)  ^y^^o{a;,  y), 

(7)  ày.^^u=:  AxAy 

représenteront  évidemment  :  i°  l'aire  comprise,  sur  la  surface  (i),  entre 
quatre  plans  menés  par  les  points  (p),  (q)  perpendiculairement  aux 
axes  des  x  et  j;  2"  le  petit  rectangle  auquel  se  réduit  la  projection  de 
cette  aire  sur  le  plan  des  x,  y.  Cela  posé,  si  l'on  désigne  toujours  par  t 
l'inclinaison  de  la  surface  (i)  au  point  (/>),  par  co  l'aire  Aj,A^cp(a7,  y) 
dont  les  deux  dimensions  sont  très  petites,  et  par  I  une  quantité  peu 
différente  de  zéro,  on  aura,  en  vertu  du  théorème  I, 

^yAxU  -■=  w(cosT  H-  I)  =  (cosTH-  l)  Aj.A^  9(^7,  7), 

et  l'on  en  conclura,  en  remettant  pour  A^jA^w  sa  valeur  tirée  de  la 
formule  (7),  .  , 

(8) 


AyA^  (ijx,  y) 


A/  A*-  COST  +  I 

Si,  dans  la  formule  (8),  on  fait  décroître  indéfiniment  la  valeur  numé- 
rique de  Aj,  on  obtiendra,  en  passant  aux  limites,  l'équation 

(9)  ~ 


ày  ^^  cosT-f-I 

que  l'on  pourra  écrire  plus  simplement  comme  il  suit  : 

(?Aa:9(^,  y)  _      A^ 


(10) 


dy  cosr 


et  dans  laquelle  la  quantité  I  conservera  une  valeur  très  petite.  Enfin, 
si,  dans  la  formule  (9),  on  fait  décroître  indéfiniment  la  valeur  de  x, 
on  en  tirera,  en  passant  aux  limites, 

,  âyâjc(ç>{^,  y)  I 

(,11)  -^- = 5 

Oy  ax-  COST 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

,      ,  (P  o{a^,  y)  , 

(12)  — :^    A         =secT. 

On  déduit  aisément  de  l'équation  (12)  la  valeur  de  l'aire  cj{x,y). 
En  effet,  cette  aire  s'évanouit  en  même  temps  que  sa  projection  sur  le 
plan  des  x,  y,  non  seulement  pour  j  =  Vo'  <îuel  que  soit  x,  mais  encore 
pour  X  =  Xn,  quel  que  soit  j.  On  aura  donc  généralement 

(i3)  <I>(^,/,)=o, 

(«4)  4>(^o,j)=o, 

et,  par  suite, 

(16)  '  MpiiZ)^o. 

Gela  posé,  si  l'on  intègre  l'équation  (12)  :  i"  par  rapport  à  y  et  à  partir 
de  j  =  jo,  2"  par  rapport  à  a?  et  à  partir  de  ^  —  ^r^,  on  trouvera  suc- 
cessivement, en  ayant  égard  aux  formules  (iS)  et  (i4)» 

(17)  dx  1     ^QC,zdj 
et 

(18)  (p(j:.-,  j) --  I       /     sécxdydx. 

Si,  dans  la  dernière  équation,  on  remplace  les  coordonnées  x,  y  du 
point  mobile  (/?)  par  les  coordonnées  X,  Y  d'un  point  fixe  (Q)  situé  sur 
la  surface  proposée,  cette  équation  fournira  la  valeur  de  l'aire  (p(X,  Y) 
comprise  entre  quatre  plans  menés  par  les  points  (P),(Q)  perpendi- 
culairement aux  axes  des  j:?  et  j,  et  si,  pour  abréger,  on  désigne  par  A 
l'aire  dont  il  s'agit,  on  aura 

(19)  A—  I       /     'sQC-dydœ. 

Quant  à  la  valeur  de  sécT,  on  peut  la  déterminer  immédiatement 


464  APPLICATIONS   J)U  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

par  la  formule  (24)  de  la  quatorzième  Leçon  du  Tome  L  Donc,  si  la 
différentielle  de  l'équation  (1)  est  présentée  sous  la  forme 

(  20  )  r/c  =  /)  dx  -+-  q  dy, 

on  aura 

(21)  '  sécT  =  v^n-/?-  + 7^. 

Il  est  important  d'observer  que,  dans  les  équations  (18)  et  (19),  on 
peut  sans  inconvénient  intervertir  l'ordre  des  intégrations  relatives 
aux  deux  variables  iT  etj.  Nous  ajouterons  que,  si  l'on  intègre  l'équa- 
tion (to)  par  rapport  à  la  variable  j  et  entre  les  limites  y  =^  y^,  y  =  Y, 
on  en  tirera 

(22)  A-rO(.v,Y)  =  A:r  I     î<iy. 

Vo 

Cette  dernière  formule  détermine  la  valeur  de  l'aire  Aj,o(œ,y),  qui  a 
pour  projection  sur  le  plan  des  ,t,  y  un  rectangle  compris  entre  deux 
parallèles  à  l'axe  des  x,  séparées  l'une  de  l'autre  par  une  distance  égale 
à  Y  —  jo,  et  deux  parallèles  à  l'axe  des  j,  dont  la  distance  très  petite 
est  représentée  par  Ax. 

Concevons  à  présent  que  l'on  coupe  la  surface  (i)  :  i"*  par  deux 
plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  l'un  fixe  et  correspondant  à 
l'abscisse  j?o'  l'autre  mobile  et  correspondant  à  l'abscisse  ir;  2"  par  deux 
surfaces  cylindriques  dont  les  génératrices  soient  parallèles  à  l'axe 
des  z,  et  dont  les  équations  soient  de  la  forme 

(23)  y-=n-r), 

(24)  y  =  F{œ). 

On  obtiendra  quatre  courbes  d'intersection,  et  l'aire  comprise  entre  ces 
quatre  courbes  variera  évidemment  avec  la  position  du  plan  mobile. 
Cette  aire  sera  donc  une  fonction  de  l'abscisse  x.  Si. on  la  désigne 
par  'vp(a^),  et  si  l'on  nomme  Ax  un  accroissement  très  petit  attribué  ii 
la  variable  x,  l'expression  A'^(x)  représentera  une  petite  surface  dont 
la  projection  sur  le  plan  des  x,  y  sera  renfermée,  d'une  part,  entre  deux 
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petits  arcs  pq,  rs  mesurés  sur  les  courbes  représentées  par  les  équa- 
tions (23)  et  (24);  d'autre  part,  entre  deux  plans  perpendiculaires  à 
l'axe  des  ce  et  correspondant  aux  abscisses  œ,  x  -i-  Ax.  Cela  posé, 
soient  G  et  0  deux  nombres  qui  varient  d'une  manière  quelconque 
entre  les  limites  o  et  i.  On  reconnaîtra,  en  raisonnant  comme  dans  la 
deuxième  Leçon,  que,  parmi  les  valeurs  numériques  du  produit 

(20)  Aa;[F(^ -h  0  A:r-)  —  f(^  +  9  A^)] 

qui  correspondent  aux  diverses  valeurs  des  nombres  0,  0,  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  représentent  les  aires  des  rectangles  inscrits  et  cir- 
conscrits à  la  projection  de  la  surface  A 'j* (a;),  par  conséquent  les  pro- 
jections de  deux  nouvelles  aires,  mesurées  sur  la  surface  (i),  et  dont 
l'une  est  inférieure,  l'autre  supérieure  à  l'aire  A'\j(x).  Ajoutons  que 
chacune  de  ces  nouvelles  aires,  étant  comprise  entre  quatre  plans 
perpendiculaires  à  l'axe  des  x  ou  à  l'axe  des  r  et  correspondant  aux 
abscisses  x,  x  -h  Ax,  ou  à  des  ordonnées  de  la  formé 

f(^  +  0A^),     F(^-  +  0A^), 

sera  mesurée  par  un  produit  semblable  au  second  membre  de  l'équa- 
tion (22),  et  de  la  forme 

(26)  Ax  ^- ^dy, 

.A(.r-.OA,.,      cosr+l 

SI,  pour  plus  de  commodité,  on  suppose  la  différence  F(^)  —  f(ir) 
positive.  Donc  le  rapport 

(='):  ^^ 

sera  une  quantité  moyenne  entre  deux  intégrales  de  la  forme 

,P[.r  +  Q  Ax) 


(28; 


D'ailleurs,  si  l'on  fait  décroître  indéfiniment  la  valeur  numérique  de  Ax, 
la  quantité  I  s'approchera  indéfiniment  de  zéro,  et  les  diverses  valeurs 

OEiuTcs  de  C.  —  s.  H,  t.  V.  59 
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de  l'intégrale  (28)  convergeront  vers  une  seule  et  même  limite,  savoir, 

(■39)  I         sécr  dr. 

Donc  la  limite  du  rapport  (27),  ou  la  fonction  dérivée  — V^^'    sera 
équivalente  à  l'expression  (29),  et  l'on  trouvera 


(.0)  -^-  =  /  ^«^^^/- 


Enfin,  comme  on  a  évidemment 

(3i)  ^[x^)  —  o, 

on  tirera  de  l'équation  (3o),  intégrée  à  partir  de  x  =  x^,, 

/         séczdvcLv. 

Si,  dans  l'équation  (32),  on  remplace  l'abscisse  variables;  par  une 
abscisse  déterminée  X,  on  en  tirera 

(33)  ■]i{X)=  I      I         sécr  dfdx. 

Si,  de  plus,  on  désigne  l'aire  'K^)  par  A,  et  les  deux  fonctions  f(x), 
¥(x)  par  j„  et  Y,  on  aura  simplement 

X      ^  Y 


3.4)  A—  I      /     i^éczdvdx 


■r»    "^Jo 


Cette  dernière  formule  suppose  que  la  différence 

(35)  Y-/or=F(^)-r(^) 

reste  constamment  positive  entre  les  limites  x„,  X  de  la  variable  x-,  et 
fournit  la  valeur  de  l'aire  comprise,  sur  la  surface  (1),  d'une  part,  entre 
deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  et  représentés  par  les  équa- 
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tions 

(36)  .  x^x^, 

(37)  .r  =  X; 

d'autre  part,  entre  deux  surfaces  cylindriques  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  l'axe  des  z,  et  dont  les  équations  sont  respectivement 

(38)  j=jo, 

(39)  7 -Y. 

Ajoutons  que,  les  limites  de  l'intégration  relative  à  jetant  des  fonctions 
de  X  dans  les  formules  (32),  (33)  et  (34),  il  n'est  pas  permis  d'y 
renverser,  comme  dans  les  formules  (i8)  et  (19),  l'ordre  des  inté- 
grations. 


Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  (i)  coïncide  avec  le  plan  des.r,  y, 

séc-clf—  dy=-¥{x)  —  ({x). 

f(.r)  '^f(.r) 


on  a 

T  =^  o,         sécr— -I, 


Kn  même  temps  les  aires  '}(^)  et  A  =  'K-^)  ^^  réduisent  aux  surfaces 
planes  que  nous  avons  désignées  par  u  et  U  dans  la  deuxième  Leçon, 
(p.  446),  et  l'on  tire  en  conséquence  des  formules  (33)  et  (34) 

(4o)  u  =  f   [V{x)-({x)]cU; 

(40  \J=f   [F{x)-Ç{x)]dx. 

La  formule  (4t)  peut  encore  s'écrire  comme  il  suit  : 
(42)    .  []=  I      f  dydx  —  j    {Y-yo)dx. 


Les  trois  équations  précédentes  ne  diffèrent  pas  des  formules  (79) 
et  (80)  de  la  deuxième  Leçon. 

Lorsque  la  surface  (i)  ne  coïncide  pas  avec  le  plan  des  x,  y,  alors 
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Jos  aires  ii  et  U,  déterminées  par  les  équations  (4o)  et  (4i)  ou  (4^), 
sont  évidemment  les  projections  des  aires  '^{oc)  et  A  ==  ^];(X)  sur  le 
plan  des  x,  y. 

La  formule  (34)  donne  lieu  à  des  remarques  semblables  à  celles  que 
nous  avons  laites  dans  la  deuxième  Leçon  sur  la  formule  (8o).  Ainsi, 
par  exemple,  si  les  courbes  représentées,  dans  le  plan  des  oc,  y,  par  les 
équations  (38)  et(3()),  se  coupent  en  deux  points  différents,  et  si  l'on 
suppose  que,  dans  la  formule  (34),  ^o'  ^  désignent  les  abscisses  de 
ces  mêmes  points,  la  surface  A  sera  celle  dont  la  projection  U  sur  le 
plan  des  x,  y  se  réduit  à  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes,  et 
par  conséquent  elle  sera  renfermée  entre  les  deux  surfaces  cylindriques 
qui  ont  pour  bases  les  deux  courbes  dont  il  s'agit.  Il  en  serait  encore 
de  même  si  les  deux  courbes  se  touchaient  aux  points  qui  ont  pour 
abscisses  x^^,  X.  En  effet,  il  pourrait  arriver  que 

y  =  ro,      7  =  Y 

fussent  deux  valeurs  de  j  tirées  d'une  seule  équation 

(43)  #(^,j)=o 

propre  à  représenter  une  courbe  fermée  de  toutes  parts.  Alors  il  suffi- 
rait de  remplacer  x^  et  X  par  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
abscisses  qui  correspondent  aux  difï'érents  points  de  la  courbe  pour  que 
l'aire  A,  déterminée  par  la  formule  (34),  fût  précisément  l'aire  mesurée 
sur  la  surface  (i),  et  renfermée  dans  l'intérieur  de  la  courbe  suivant 
laquelle  cette  surface  est  coupée  par  la  surface  cylindrique  que  repré- 
sente l'équation  (43). 

Si,  à  la  surface  (i),  on  substituait  une  surface  fermée  qui  ne  pût  être 
coupée  qu'en  deux  points  par  une  sécante  quelconque  parallèle  à  l'axe 
des  z,  alors,  pour  déduire  de  la  formule  (34)  l'aire  totale  de  cette  nou- 
velle surface,  il  suffirait  de  faire  coïncider  l'équation  (43)  avec  celle 
qui  représenterait  la  surface  cylindrique  circonscrite  à  la  nouvelle  sur- 
face et  engendrée  par  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  z,  puis  de  partager 
l'aire  demandée  en  deux  autres  aires  limitées  par  la  courbe  qui  serait 


CALCUL  INTÉGRAL.  469 

le  lieu  géométrique  des  points  communs  à  Ja  surface  cylindrique  et  à 
la  surface  fermée.  Le  plus  ordinairement,  les  points  dont  il  s'agit  ne 
différeront  pas  de  ceux  pour  lesquels  le  plan  tangent  à  la  surface  fermée 
devient  parallèle  à  l'axe  des  z,  et  par  conséquent  la  surface  cylindrique 
ci-dessus  mentionnée  sera  représentée  par  l'équation 

COST:=  o 

ou 

(44)  -— J==.o. 

v/i+/?-  +  7- 

Néanmoins,  le  contraire  pourrait  avoir  lieu  si  les  sections  faites  dans 
la  surface  fermée  par  des  plans  parallèles  à  l'axe  des  z  offraient  des 
points  saillants  ou  des  points  de  rebroussement.  Ajoutons  que,  dans 
l'hypothèse  admise,  l'équation  de  la  surface  fermée  fournira  pour 
chaque  valeur  de  x  deux  valeurs  positives  de  sécT,  que  l'on  devra 
substituer  l'une  après  l'autre  dans  la  formule  (34),  afin  d'obtenir  les 
deux  aires  dont  la  somme  sera  équivalente  à  l'aire  cherchée. 

Il  est  encore  essentiel  d'observer  que  les  formules  (34)  et  (4^) 
subsistent  dans  le  cas  même  où  chacune  des  fonctions 

7o=f(-^),        Y  — F(x) 

changerait  de  forme  avec  l'abscisse  x,  de  manière  à  représenter  succes- 
sivement, non  pas  l'ordonnée  d'une  courbe,  mais  les  ordonnées  de 
plusieurs  courbes  ou  même  de  plusieurs  droites  tracées  à  la  suite  les 
unes  des  autres  dans  le  plan  des  x,  y.  Ainsi  l'on  pourrait  déduire  de  la 
formule  (34)  l'aire  mesurée  sur  la  surface  (i)  et  renfermée  dans  l'in- 
térieur d'un  prisme  qui  aurait  pour  base  un  polygone  convexe  tracé 
dans  le  plan  des  x,  y. 

Concevons  enfin  que  la  projection  de  l'aire  A  sur  le  plan  des  x,y, 
c'est-à-dire  la  surface  U,  se  compose  de  plusieurs  parties  tellement 
disposées  que  la  section  linéaire  faite  dans  cette  surface  par  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  des  x  et  correspondant  à  l'abscisse  x  se  trans- 
forme en  un  système  de  plusieurs  longueurs  distinctes  les  unes  des 
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autres,  et  comprises,  la  première  entre  deux  lignes  données,  la  deuxième 
entre  deux  autres  lignes,  etc.  Alors,  pour  déterminer  l'aire  A,  il  suffira 
de  la  partager  en  plusieurs  parties  dont  chacune  puisse  être  calculée 
à  l'aide  de  la  formule  (80).  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les 
quantités 

(45)  /o»    /i»    72»    73>     •••» 

rangées  par  ordre  de  grandeur,  soient  des  fonctions  de  ce  propres  à 
représenter  constamment,  entre  les  limites  x  =  ^0»  -^  =  X,  les  ordon- 
nées des  diverses  lignes  qui  comprennent  entre  elles  les  différentes 
parties  de  l'aire  U.  On  partagera  l'aire  A  en  autant  de  parties  corres- 
pondantes, lesquelles,  en  vertu  de  la  formule  (34),  seront  mesurées 
par  les  intégrales  doubles 


(46; 


/       /      <,écz  dv  c/œ,       j       j      sécz  df  dx, 

■^0        .V(i  •''(]    '  .)'; 


et,  en  ajoutant  toutes  ces  intégrales,  on  obtiendra  la  valeur  de  A.  On 
aura  donc 

(  47  )  ""^  ^  /      /      ^^*''  dy  dx  -^  i      I      sécT  dy  dx  + . . ., 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(48)  A=/     (    /      sécrdy-hj      sécz  dy -\- . . .  \dx. 

Dans  la  même  hypothèse,  la  projection  de  l'aire  A,  ou  la  surface  U, 
sera  évidemment  détermiuée  par  l'équation 

+  .  . .  1  dx. 


(49)  U-f"    {rdy+f^dy 
que  l'on  peut  réduire  à 

(50)  _  ^^/        (/»~^0  +  /3~.>'2  +  ---)^^, 
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ot  qui  s'accorde  avec  la  formule  (80)  de  la  deuxième  Leçon,  dans  le  cas 
où  l'on  y  substitue  la  valeur  de/(,r)  tirée  de  l'équation  (ro3). 

Les  formules  (34)  et  (4^)  deviendraient  inexactes,  s'il  s'agissait 
d'évaluer  l'aire  comprise  dans  un  contour  quelconque  sur  une  surface 
rencontrée  en  plusieurs  points  par  des  droites  parallèles  à  l'axe  des  z. 
Mais  alors,  par  des  procédés  analogues  à  celui  dont  nous  avons  fait 
usage  (p.  419)»  <^ii  décomposerait  l'aire  demandée  en  plusieurs  autres 
dont  chacune  pourrait  être  facilement  déterminée  à  l'aide  de  la  for- 
mule (34)  ou  (48). 

Il  nous  reste  à  montrer  quelques  applications  de  ces  mêmes  formules. 

Nous  observerons  d'abord  que  l'on  a,  en  vertu  de  la  formule  (r4)  de 
la  vingt-troisième  Leçon  de  Calcul  infinitésimal, 

I    sécT6^/=  (Y— 7o)sêcf, 

Xo 

t  désignant  une  quantité  moyenne  entre  les  diverses  valeurs  que  reçoit 
l'angle  t,  tandis  que  y  varie  entre  les  limites  y„,  Y.  Cela  posé,  on 
pourra  remplacer  l'équation  (34)  par  la  suivante  : 


/     (Y  —  Jo)  séctdx, 


puis,  en  ayant  égard  à  la  formule  (i3)  de  la  vingt-troisième  Leçon  de 
Calcul  infinitésimal,  on  trouvera  définitivement 


A^sécT/     {Y—ro)dx 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(5i)  A  =  UsécT, 

T  désignant  une  moyenne  entre  les  diverses  valeurs  de  t  qui  corres- 
pondent aux  diverses  valeurs  de  x,  et  par  conséquent  une  moyenne 
entre  les  diverses  inclinaisons  de  la  surface  A  par  rapport  au  plan 
des  x,y.  Comme  on  peut  d'ailleurs  prendre  pour  plan  des^,/  un  plan 
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quelconquo,  il  est  clair  que  la  formule  (5i)  entraîne  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  II.  —  Le  rapport  entre  une  surface  courbe  et  sa  projection 
sur  un  plan  quelconque  est  une  moyenne  entre  les  sécantes  des  diverses 
inclinaisons  de  la  surface  par  rapport  au  plan  dont  il  s'agit. 

Cette  proposition  pourrait  être  facilement  déduite  du  premier  théo- 
rème. En  effet,  si  l'on  décompose  la  surface  donnée  et  sa  projection 
en  éléments  correspondants  dont  chacun  ait  des  dimensions  très  petites, 
on  conclura  d'une  formule  connue  et  du  théorème  I  que  le  rapport 
entre  la  surface  courbe  et  sa  projection  est  une  moyenne  entre  les 
rapports  qu'on  obtient  lorsqu'on  divise  les  divers  éléments  de  la  surface 
courbe  par  leurs  projections  respectives,  et  que  par  suite  ce  rapport 

est  de  la  forme 

I 

cosT  +  I 

T  représentant  une  moyenne  entre  les  diverses  valeurs  de  ^  calculées 
pour  les  divers  éléments,  et  I  une  quantité  très  petite.  Or,  cette  conclu- 
sion devant  subsister  tandis  que  les  dimensions  des  éléments  et  la 
quantité  I  décroissent  et  s'approchent  de  la  limite  zéro,  il  est  clair  que 
le  rapport  de  la  surface  courbe  à  sa  projection  doit  se  réduire  à  une 

quantité  de  la  forme  — ^  =  sécT. 

Lorsque  l'inclinaison  t:  devient  constante  on  peut,  dans  la  for- 
mule (34)  ou  (4^)»  faire  passer  le  facteur  sécT  en  dehors  des  deux 
signes  d'intégration  relatifs  aux  variables  y  dix,  et  l'on  tire  de  cette 
formule,  comparée  à  l'équation  (42)  ou  (5o), 

(02)  A  =  UsécT. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

TuKOHÈMF.  III.  —  Lorsqu'une  surface  a  dans  tous  ses  points  la  même 
inclinaison  par  rapport  au  plan  des  x,  r,  une  aire  mesurée  sur  cette 
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surface  est  équivalenle  au  produit  de  sa  projection  sur  le  plan  des  x,  y 
par  la  sécante  de  l'inclinaison. 

Cotte  proposition,  que  l'on  pont  déduiro  diroctomont,  ot  sans  calcul, 
du  tliéoromo  II,  no  difï'ôro  pas,  lorsque  la  surface  donnée  est  plane,  <le 
la  ])roposition  déjà  énoncée  à  la  page  .'^79  du  Tome  I.  Elle  est  d'ailleurs 
applicable  à  la  quadrature  de  plusieurs  surfaces  courbes,  par  exemple 
à  l'évaluation  d'une  aire  mesurée  sur  la  surface  d'un  cône  droit  qui 
aurait  poui'  base  un  cercle  tracé  dans  le  plan  desx,  r,  et  pour  axe  une 
parallèle  à  l'axe  des  z.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'aire  dont 
il  s'agit  se  réduise  à  celle  du  tronc  de  cône  qui  a  pour  base  des  cercles 
décrits  avec  les  rayons  r,,  et  R.  La  surface  L  sera  la  différence  enire 
les  surfaces  de  ces  deux  cercles.  On  aura  donc 

(53)  u=rAV-T.rl-^T.{\V-~rl) 

et,  par  suite, 

A  =  U  séc 7  ---  -  (  R-  —  /'y  )  séc T, 

ou,  ce  qui  revient  au  même-, 

,-,.                                      .         ■iTt\\-+-o.TLr.  . 

(;)4)  A— ^ (R  — /-y)  sec  T. 

Or,  l'apothème  du  tronc  de  cône,  ayant  pour  projection  sur  le  j)lan 
des  X,  Y  la  différence  R  —  /„  entre  les  rayons  des  deux  cercles,  et 
formant  l'angle  t  avec  le  plan  horizontal,  est  évidemment  représenté 
par  le  produit  (R  —  /•„)  sécT,  tandis  que  27rR  et  '2T.r^,  représentent 
les  circonférences  des  deux  cercles.  Par  conséquent,  la  formule  (54) 
nous  ramène  à  une  proposition  déjà  connue,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

TiiKORKME  IV.  —  Si  l'on  coupe  un  cône  droit  et  à  hase  circulaire  par 
deux  plans  perpendiculaires  à  son  axe,  la  surface  du  tronc  de  cône 
renfermé  entre  ces  deux  plans  sein  équivalente  au  produit  de  son  apo- 
thème par  la  demi-somme  des  circonférences  des  hases. 

Corollaire.  —  Si  le  plan  de  la  plus  petite  base  vient  à  passer  j»ar  le 

OEmnes  dv  C.  —  S.  U,  t.  V.  ■    6o 
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sommet  du  côno,  cette  base  disparaîtra,  et  la  surface  déterminée  par 
l(^  théorème  qui  précède  sera  précisément  la  surface  du  cône,  équivalente 
à  la  moitié  du  produit  de  l' apothème  par  Iq  circonférence  de  la  hase. 
Lorsque  l'équation  (i)  se  réduit  à  la  forme 

(55)  z^J\x), 

ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  la  surface  (i)  se  réduit  à  une  surface 
cylindrique  dont  la  génératrice  est  parallèle  à  l'axe  des  y,  on  a 


(56)  séc-  =  v"  +  [/'(-2?)J'.- 

Alors,  sécT  étant  fonction  de  la  seule  variable  x,  on  peut  effectuer 
dans  la  formule  (34)  l'intégration  relative  à  j,  et  l'on  trouve  ainsi 

(5;)  /     8607  6?/  =  (Y— /o)  sécT, 

(58)  ^—        (Y  —  jo)  séc7f/.r. 

Dans  la  même  hypothèse,  on  tirerait  de  la  formule  (4^) 

(59)  ^  =  /     (/i— J^o^  73-/2  + --OsécT^^-. 

On  peut  aisément,  à  l'aide  de  ces  dernières  formules,  déterminer  une 
aire  A  mesurée  sur  la  surface  d'un  cylindre  droit.  Si  l'on  cherche  en 
particulier  l'aire  comprise  entre  deux  génératrices  et  deux  courbes 
|)lanes  renfermées  dans  des  plans  parallèles  au  plan  des  x,  z,  il  faudra 
supposer  que,  dans  la  formule  (5cS),  jo  ('t  Y  se  réduisent  à  des  quan- 
tités constantes,  et  l'on  tirera  de  cette  formule 


(6o) 


A  =  /     séczdx. 


f)'ailleurs,  Y  —  r„  exprimera  la  distance  qui  sépare  les  deux  plans.  De 
plus,  l'inclinaison  -  de  la  surface  cylindrique  par  rapport  au  plan 
des  X,  y,  n'étant  autre   chose  que   l'inclinaison,  par  rapport  à  l'axe 
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(les  X,  (le  la  courbe  qui  sert  de  base  au  (cylindre  dans  le  plan  des  x,  z, 
l'intégrale 


/ 


sécz  dx 


représentera  évidemment  l'arc  S  compté  sur  cette  courbe,  ou  snr  une 
courbe  renfermée,  dans  un  plan- parallèle  au  pian  des  x,  z,  entre  les 
génératrices  données.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.  —  L'aire  mesurée,  sur  la  surface  d'un  cylindre  droit, 
entre  deux  génératrices  et  deux  courbes  renfermées  dans  des  plans 
parallèles  au  plan  de  la  hase,  est  équivalente  au  produit  de  la  distance 
entre  ces  deux  plans  par  l'arc  renfermé  sur  l' une  des  courbes  entre  les 
deux  génératrices. 

A  la  vérité,  la  démonstration  ([ue  nous  avons  donnée  du  théorème  V 
n'est  immédiatement  applicable  qu'aux  surlaces  cylindriques  dont  les 
équations  sont  semblables  à  l'équation  (5j),  c'est-à-dire  à  des  surfaces 
cylindriques  que  chaque  parallèle  à  l'axe  des  :;  lencoiitre  en  un  seul 
point.  Mais,  pour  étendre  le  même  théorème  à  des  aires  mesurées  sui- 
des cylindres  droits  de  forme  quelconque,  il  sufïira  de  partager  celles-ci 
en  plusieurs  portions  dont  chacune  soit  renfermée  entre  deux  géné- 
ratrices convenablement  choisies.  En  conséquence,  on  pourra  énoncer 
cette  nouvelle  proposition  : 

Théorème  VL  —  L'aire  mesurée,  sur  une  surface  cylindrique  qui  a  pour 
base  une  courbe  fermée,  entre  deux  plans  perpendiculaires  aux  généra- 
trices, est  le  produit  de  la  distance  entre  ces  deux  plans  par  le  périmètre 
de  sa  base. 

Considérons  maintenant  la  surface  du  cylindre  droit  représenté  par 
l'équation 

(6i)  œ''—\\x  +  z^=io, 

et  cherchons  la  partie  de  cette  surface  qui  est  renfermée  dans  l'inté- 
rieur de  la  sphère  décrite  de  l'origine  comme  centre  avec  le  ravon  H. 
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(]ette  sphère,  dont  un  rayon  coïncide  avec  un  diamètre  du  cercle  qui 
sert  de  base  au  cylindre  dans  le  plan  des  x,  y,  et  dont  l'équation  est 

(6'.2)  X- -\- y- +  z- = ')^- , 

coupe  le  cylindre  suivant  une  courbe  qui  a  pour  projection  sur  le  plan 
d(^s  X,  y  la  parabole 

(63)  y^=.R(l{-^). 

Or,  comme  les  deux  valeurs  de  y  fournies  par  l'équation  (63)  sont 
respectivement 


(64)  r-=z  —  sj^[\\-jc), 

(  <)5  )  y  —  v''l{  (  R  —  X-  ) , 

il  résulte  évidemment  de  la  formule  (58)  que  l'aire  mesurée  sur  la 
surface  cylindrique  du  côté  des  :;  positives,  et  limitée  par  la  courbe 
d'intersection  du  cylindre  avec  la  sphère,  est  équivalente  à  l'intéi^rale 

A.»' 

(66)  /     i\IV\{W  — x)^écz  dx, 

T  désignant  l'inclinaison  de  la  surface  cylindrique,  au  point  dont 
l'abscisse  est  x,  par  rapport  au  plan  des  x,  y.  D'ailleurs,  la  sécante 
de  cette  inclinaison  sera  donnée  par  la  formule  (56),  si  l'on  prend 
|)oury"(.x)  la  valeur  positive  de  ;  tirée  de  l'équation  (6i),  savoir. 


(67  )  z=i  ^V\x  —  x'-. 

On  aura  donc 


(68^  sécT-    /i     iil!_iz^  -  __ JA__ , 

et  par  suite  l'intégrale  {^^)  deviendra 

\i\\  doublant  cette  dernière  quantité,  on  obtiendra  l'aire  A  mesurée  sur 
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la  surlace  cyliiulriqiio  ot  dans  l'intérieur  de  la  sphère,  non  seulement 
du  côté  des  z  positives,  mais  encore  du  côté  des  z  négatives;  et  l'on 
trouvera  ainsi 

(70)  A.=  4R^ 

Si  l'on  cherchait  la  portion  de  la  surface  de  la  sphère  comprise  dans 
l'intérieur  du  cylindre  du  côté  des  y  positives  et  du  côté  des  z  positives, 
il  faudrait  recourir  à  la  formule  (3/|),  et  poser  dans  cette  formule 

j^o--o,        X-l\,        j-o--=v'R(R-^),         Y  =  v''î<^— ~^'- 

Ajoutons  que,  si  l'on  diflerentie  l'équation  de  la  sphère,  1"  par  rapport 
à  x,  et  en  considérant  z  comme  fonction  de  x;  2''  par  rapport  à  y,  et  en 
considérant  z  comme  fonction  de  r,  on  en  tirera 


_dz 
"*  dx 

-0, 

àz 

^       ày 

=  0, 

âz 

X 

àz 

y. 

-  > 

et  qu'en  conséquence  la  valeur  de  sécT  déterminée  par  la  formule  (21) 
devra  être  réduite  ii 


/      x'-     Y'     n  R 

(70  secT  —  i  /  1  +  --  +  -^  =  -  —  ---  .■ 

V  Z'  z'  z  ^^R._^.2_^.2 

Ola  posé,  on  trouvera  pour  Taire  demandée 


J.    ^vlf^irûT  VH---•^--/■• 
()n  aura  d'ailleurs  généralement 


/: 


^y  •        Y  ^ 

==  arc  sin  — =~z=r-  +  3, 


V/Ii^— ^-  — /2  sJW—x'- 

Z  désignant  une  quantité  indépendante  de  y,  et  par  suit( 


— arcsm    ï. 1   =:arccos 


__^U2_^._^..       i       " VU 
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Donc  l'aire  demandée  sera  équivalente  à  l'intégrale  simple 


'     R 


(73)  Il  /     arccos(  ^^-^-^  )  dx. 


Ponr  évaluer  cette  même  intégrale,  il  suffit  de  faire 

R 


(74)  s  =  arccos  .  ,-, 

^  ^  \  R  +  of 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(75)  ;r~Rlang-,s. 
Alors  en  effet  on  trouve 

/arc  cos  (  — 1   djc  r^  /  s  dx  =:  sx  —  /  x  ds  ^=  sx  —  K  /  ( ; 1  )  ds 
\li-i-xj             J  ■                       J                             J   Vcos-.s-         / 

=.{x  -Y-\\)s  —  Rtang.9  +  consL 
et,  par  suite, 

(76)  R^    arccos(^)'c/^=r.(^-i)R^ 

Kn  doublant  cette  dernière  quantité,  on  obtiendra  la  portion  de  la  sur- 
lace sphérique  interceptée  par  le  cylindre  du  côté  des  y  positives,  et 
correspondant  à  des  valeurs,  soit  positives,  soit  négatives,  de  l'ordon- 
née z.  Donc,  si  l'on  désigne  par  A  la  portion  de  surlace  dont  il  s'agit, 
on  aura 

(77)  A  =  (7:-2)H^=(i,i4'5...)U^. 

(Concevons  encore  qu'après  avoir  tracé  dans  le  plan  des  x,  y  une 
courbe  représentée  par  l'équation 

(78)  y=f{^-), 

on  fasse  tourner  cette  courbe  autour  de  l'axe  des  x.  Elle  engendrera 
une  surface  de  révolution  dont  l'équation  sera 

(79)  f-  +  z^-^[f{x)]^ 
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(t)(nr  t.  I,  p.  3,58);  et  la  portion  de  cette  surface  située  du  côté  des  z 
positives  entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x  sera  [en 
vertu  de  la  formule  (34)]  exprimée  par  la  valeur  numérique  de  l'inté- 
grale double 


(8o) 


pourvu  que  l'on  désigne  par  .a?„,  X  les  abscisses  correspondant  aux 
deux  plans  donnés,  et  que  la  fonction /(^)  ik^  change  pas  de  signe 
entre  les  limites  x  =:  x^^,  x  =  \.  Quant  à  la  valeur  de  sécT,  elle  se 
déduira  des  équations  (21)  et  (79)  ;  et  comme  la  dernière  de  ces  équa- 
tions, différentiée  successivement  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  r, 
donnera 


dy^^' 


^^=^^  = 


ày 


on  aura  évidemment 


(81)      sécT  =    I  + 


/(^)/(^)' 


^'\'r__^/(^)v/i  +  [/'(^)]^ 


v/[7(.^)]-^-j^ 


D'ailleurs  on  reconnaîtra  facilement  :  i"  que  la  valeur  numérique  de 
l'intégrale  • 

r^'"'         dx 

-'-/(.r,\/[/(.r)r^-j^ 

se  réduit  toujours  au  nombre  tz;    2°  que   la  valeur  numérique    du 
produit 

est  précisément  la  normale  N  de  la  courbe  (78).  En  conséquence  l'in- 
tégrale (80)  pourra  être  réduite  à 

7:  /     N  dx. 


•'0 


En  doublant  celle-ci,  on  obtiendra  l'aire  totale  comprise  sur  la  surface  de 


iSO  APPLICATIONS   DU   CALCUL  1  X  FINITES  I  MA  L. 

révolution  entre  les  deux  plans  qui  corrospondont  aux  abscisses  .r„,  X 
Doue,  si  l'on  désigne  par  A  l'aire  dont  il  s'agit,  on  aura 


(82)  A  —  277  /      N<i.r. 

La  Ibrniule  (82)  étant  ainsi  démontrée  pour  le  cas  où  ^a  l'onction /(.r) 
conserve  constamment  le  même  signe  entre  les  limitesx„,  X,  ilsuiïirait, 
pour  l'établir  dans  le  cas  contraire,  de  partager  l'aire  A  en  plusieurs 
parties  correspondant  aux  diverses  portions  de  la  courbe  (78)  qui  sonl 
situées  de  part  et  d'autre  de  l'axe  des  x.  Cliacune  de  ces  parties  serait 
encore  le  produit  du  nombre  2-  par  une  intégrale  semblable  à  celle 
que  renferme  l'équation  (82),  mais  prise  entre  des  limites  difîerentes; 
et  en  ajoutant  les  nouvelles  intégrales,  on  trouverait  pour  somme 


/ 


Au  reste,  on  ])eut  démontrer  directement  une  formule  qui  comprend 
l'équation  (82),  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 

Soit  'X-^O  l'«»ii'<'  mesurée  sur  la  surface  de  révolution  (79)  entre 
deux  plans  fixes  qui,  passant  par  l'axe  des  x,  comprennent  entre  eux 
l'angle  9,  et  deux  plans  perpendiculaires  à  cet  axe,  qui  correspondent, 
le  premier  à  l'abscisse  constante  .t^,  le  second  à  l'abscisse  variable  :r. 
Concevons  d'ailleurs  que  l'on  désigne  par  z  non  plus  l'inclinaison  de 
la  surface  (79)  au  point  (.r,  y,  :;)  par  rapport  au  plan  des  x,  y,  mais  * 
l'inclinaison  de  la  courbe  (78),  au  point  dont  .v  est  l'abscisse,  par 
rapport  à  l'axe  des  37.  Si  l'on  attribue  à  la  variable  ^l'accroissement  très 
petit  Ax,  l'accroissement  correspondant  de  l'aire  '\'(x),  savoir,  A'\^(.t), 
sera  une  petite  portion  de  surface  dont  l'inclinaison  par  rapport  au 
|)lan  des  y,  :;  restera  sensiblement  la  même  en  tous  les  points  et  diffé- 
rera très  peu  de  -  —t.  Donc,  en  vertu  du  théorème  11,  le  rapport 
(ju'on  obtiendra  en  divisant  cette  portion  de  surface  par  sa  projection 


/t: 


sur  le  plan  des  jy,  ;::  diflérera  très  peu  de  séc(f  "'^j  =  r- — ■■  ^^^  '«* 
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projection  dont  il  s'agit  sera  évidemment  la  différence  entre  les  sur- 
faces des  deux  secteurs  circulaires  que  traceraient  des  rayons 
équivalents  aux  ordonnées  j  et  y-f-Ay  de  la  courbe  génératrice  en 
décrivant  l'angle  o  autour  de  l'origine.  Cette  projection  sera  donc  re- 
présentée par 

et  comme  on  aura  sensiblement 

on  pourra  réduire  l'expression  (83)  à  la  forme 

(84)  .  ±/9  langr  A^([  +  f), 

/  désignant  une  quantité  très  petite.  Cela  posé,  il  suffira,  pour  obtenir 
l'aire  A'Kj;),  de  multiplier  l'expression  (84)  par  un  facteur  très  peu 

différent  de  -. —  On  aura  donc 
sinv 

1 3 1 1 T 

A^,T  z=  ±  yco— — '^ — r  (i  -\-  i)  A.r, 

■^    '  SUIT  H-  1 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/QKN  A'J;(x)  ,         sinr      , 

A.r  -  SUIT  -H  1 

[désignant  encore  une  quantité  très  petite;  et  l'on  en  conclura,  en 
faisant  converger  Ax  vers  zéro, 

(oo)  — i- =it:rc5secr. 

ajc  "    ' 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  substitue  au  produit  ±  ysécT  la 
longueur  qu'il  représente,  c'est-à-dire  la  normale  N  de  la  courbe  oéné- 
ratrice,  on  aura  simplement 

^S-^  <^4'(.r) 

(8,)  _^_.=Nç,.  ^       ^ 

OEiwrc.i  (le  C.  —   S.   II.  t.   \  .  6l 
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puis,  cil  intégrant  l'équation  (87)  à  partir  de  x  =  ,r^,  on  trouvera 

(88)  d>(ii-)^?/     ^dx. 

Si  l'on  veut  évaluer  l'aire^  engendrée  par  la  révolution  complète  de  l'arc 
mesuré  sur  la  courbe  (78)  entre  les  points  qui  ont  pour  abscisses  .r„ 
et  X,  il  faudra  supposer  dans- la  formule  (88)  o  —  -ir..  Alors  on  obtien- 
dra l'équation 

(8g)  ^(x)  =  27:(     ^du; 

■'  0 

(jui  peut  être  remplacée,  quand  j  reste  positive,  par  l'une  quelconque 

des  suivantes  : 

ri  •>' 

(90)  ^{x)^^'îT.\      y^éczdjT, 

"  .»•„ 

(91)  ■l,{x)=z2r.        y\l\-^y^dx. 

Ajoutons  que  si  dans  la  formule  (89)  on  pose  9  —  -ir.,  elle  fournira 
pour  l'aire  A  —  'j>(X)  la  même  valeur  que  l'équation  (82). 

Il  est  bon  d'observer  que  l'aire  A']/(:c)  déterminée  par  la  for- 
mule (85)  diffère  très  peu  de  l'aire  =t  rç)  séc:  A.r  mesurée  sur  la  surface 
du  tronc  de  cône  que  décrit,  en  tournant  autour  de  l'axe  des-r,  la  petite 
longueur  sécTAa?  comptée  sur  la  droite  qui  touche  la  courbe  (78)  au 
point  (o^,  j);  c'est-à-dire  que  le  rapport  entre  l'aire  A'];(^)  et  l'aire  du 
tronc  de  cône  diffère  très  peu  de  l'unité. 

Appliquons  maintenant  les  formules  (82),  (89),  etc.  à  quelques 
exemples. 

Exemple  1 .  —  Si  la  courbe  (78)  se  transforme  en  une  droite  menée 
parallèlement  à  l'axe  des  x  par  un  point  situé  à  la  distance  R  de  ce 
même  axe,  A  représentera  la  surface  latérale  d'un  cylindre  engendré 
par  la  révolution  de  cette  droite  autour  de  l'axe,  et  dont  la  hauteur  sera 
précisément  X  — .r,,.  Gomme  on  aura  d'ailleurs  N  =:  R,  on  tirera  de 
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l'équalion  (82) 

(92)  A  =  27:  R(X  —  ^o)- 

Il  résulte  do  cette  dernière  formule  que  la  surface  latérale  d'un  cylindre 
droit  à  base  circulaire  est  le  produit  de  la  hauteur  du  cylindre  par  la  cir- 
conférence de  sa  hase.  (]ette  proposition  bien  connue  est  d'ailleurs  com- 
prise, comme  cas  particulier,  dans  le  théorème  VI. 

Exemple  II.  —  Si  la  courbe  (78)  coïncide  avec  une  circonférence  de 
cercle  dont  le  rayon  soit  égal  à  R  et  dont  le  centre  soit  situé  sur  l'axe 
des  .X,  la  valeur  de  A  déterminée  par  la  formule  (82)  représentera  l'aire 
d'une  zone  sphériquo  qui  aura  pour  hauteur  X  —  .r„.  De  plus,  on  trou- 
vera encore  N  =  R,  et  par  conséquent  l'équation  (82)  se  réduira, 
comme  dans  l'exemple  précédent,  à  la  formule  (92).  Or  on  conclura 
de  cette  formule  que,  pour  obtenir  la  surface  d'une  zone  sphérique,  il 
suffit  de  multiplier  la  hauteur  de  la  zone  par  la  circonférence  d' un  grand 
cercle.  Cette  dernière  proposition  est  une  de  celles  que  l'on  démontre 
dans  les  éléments  de  géométrie.  Lorsque  la  hauteur  de  la  zoiu'  devienl 
égale  au  diamètre  de  la  sphère  sur  laquelle  cette  zone  est  tracée,  la  pro- 
position qu'on  vient  de  rappeler  détermine  Taire  totale  de  la  sphère,  et 
l'on  reconnaît  ainsi  que  la  surface  de  la  sphère  équivaut  à  quatre  fois  la 
surface  d'un  grand  cercle. 

Exemple  III.  —  (Concevons  que  la  courbe  (78)  coïncide  avec  l'ellipse 
qui  a  pour  axes  les  longueurs  'la,  2.b,  ot  qui  est  représentée  par 
l'équation 


(93) 

X- 
a- 

+ 

b-  ~~ 

La  formul 

le 

(79)' 

réduite 

il 

(94) 

a- 

■  4- 

y 

--+-  z- 

t)^ 

représentera  un  (dlipsoïdede  révolution,  et  l'on  trouvera 

V 


a-  —  \\ ^  I  x' 
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Si  l'on  suppose  d'ailleurs  a^b,  on  aura,  en  désignant  pars  l'excen- 
tricité de  l'ellipse, 

(95)  at^=.\la- — Z;-; 

par  suite,  la  valeur  de  N  deviendra 

a 
Donc  alors  on  tirera  de  l'équation  (82) 

(97)  ^^^'^^V^     y"^-^'"^^- 


Or,  en  vertu  de  la  Ibrnuile  (21)  (deuxième  Leçon),  le  produit 


(9«: 


exprimera   l'aire  comprise  entre    les  ordonnées    correspondant   aux 
abscisses  a\^,  x,  dans  l'ellipse  dont  l'équation  sera 

(99)  -^+7;^=' 

et  dont  les  axes,  représentés  par  les  longueurs  2 7?  'ib,  seront  dirigés 

suivant  les  mêmes  droites  que  ceux  de  l'ellipse  donnée.  Cela  posé,  la 
formule  (97)  entraînera  évidemment  la  proposition  suivante  : 

Tni:o[\KME  Vil.  —  Si  ion  fait  tourner  une  ellipse  autour  de  son  grand 
axe,  la  surface  de  la  zone  engendrée  par  la  l'évolution  d'un  arc  de  cette 
ellipse  sera  le  produit  du  nombre  t.  par  la  surface  comprise  entre  les  plans 
f/ui  renfermeront  les  deux  bases  de  la  zone  dans  une  seconde  ellipse  que 
i on  déduira  de  la  première  en  faisant  croître  le  grand  axe  dans  un 
rapport  inverse  de  l' excentricité . 


Lorsque  la  hauteur  de  la  zone  coïncide  avec  le  grand  axe  de  l'ellipse 
donnée,  le  théorème  précédent  détermine  l'aire  totale  de  l'ellipsoïde 
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de  révolution;  et  l'on  trouve  pour  la  valeur  de  cette  aire,  en  ayant 
égard  aux  formules  de  la  page  4^5, 

,,  .         ab  m 

(loo)  A  =  2710'^-}- 271 — ■  arc lang -,- • 

£  b 

Si  l'on  supposait  a  <<  h,  on  aurait,  en  désignant  toujours  par  £  l'excen- 
tricité de  l'ellipse  (93), 


(  I  o  I  )  bz^zi  \lb-  —  rt'^ 

et,  par  suite, 

(^02)  ^^__Y_+^.-. 

Donc  alors  on  tirerait  de  l'équation  (82) 

(io3)  A  =  271-^-1     sJ  ^,—  +x^dx. 

Or,  en  vertu  de  la  ibrmule  (3o)  de  la  deuxième  Leçon,  le  produit 


b^-z    [         I  à*  ,    , 


exprimera  évidemment  l'aire  comprise  entre  les  ordonnées  correspon- 
dant aux  abscisses  ir„,  X,  dans  l'hyperbole  dont  l'équation  sera 

,     .,  y''       b-z^-x- 

b-  a* 

et  dont  les  axes,  représentés  par  les  longueurs  2^--»  2h,  seront  dirigés 

suivant  les  mêmes  droites  que  ceux  de  l'ellipse  donnée.  On  peut  donc 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  MIL  —  Si  Von  fait  tourner  une  ellipse  autour  de  son  petit 
axe,  la  surface  de  la  zone  engendrée  par  la  révolution  d'un  arc  de  cette 
ellipse  sera  le  produit  du  nombre  z,  par  la  surface  comprise  entre  les  deux 
plans  qui  renfermeront  les  deux  bases  de  la  zone  dans  une  hyperbole 
dont  l axe  réel  coïncidera  précisément  avec  le  petit  axe  de  V ellipse,  et  dont 


/i86  AI»  PU  CATION  S   DU   CALCUL  INFIN  iï  KS  IMAL. 

/e  second  axe  sera  équivalenl  au  carré  du  grand  axe  de  V ellipse  divisé 
par  le  carré  du  petit  axe  et  par  l'excentricité. 

Lorsque  la  hauteur  (le  la  zone  coïncide  avec  le  petit  axe '2«  de  l'ellipse 
donnée,  on  déduit  du  théorème  précédent  ou  de  l'équation  (jo3)  l'aire 
totale  de  l'ellipsoïde  de  révolution,  et  l'on  trouve  pour  la  valeui-  de 
cette  aire,  en  ayant  égard  à  la  première  formule  de  la  page  436, 

(io6)  X^.^r.b'-^^-l"-^. 

c  1  —  £ 

Exemple IV.  —  (Concevons  que  la  courbe  (78)  coïncide  avec  l'Iivpei- 
l>()le  représentée  par  l'une  des  équations 


(107) 

X'         y- 

(108) 

y-      X- 

7^  ~  â^  ~'* 

La  formule  (79), 

réduite 

à  l'une  des  suivantes. 

('09) 

X-        y- -h  z^ 

(..0) 

r^  +  z'-        .2-2 

//^             «-^  ~'' 

représentera  un  hyperboloïde  de  révolution  à  deux  nappes  distinctes  ou 
à  une  seule  nappe,  et  l'on  trouvera 

<■■■)  ■     ^■=*[(-„")-=^'  ' 

D'ailleurs,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 


(ri2)  «£  =::  v^a-+  l>-, 

la  valeur  de  N  deviendra 


(ii3)  Nr= -v/s^^'^ma^ 

a 

Donc  l'équation  (82)  donnera 

(ii4)  A=:27: —   /      i/x-qz~dx. 
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Or,  (Ml  vertu  do  la  Ibrinuk'  (3o)  do  la  douxièmo  Leçon,  le  produit 


MO)  2  —  /      \  /  X-  q=  —  dx 


V 


exprimera  l'aiio  oomprise  entre  les  ordonnées  correspondant  aux  ah- 
soissos  ./'„,  X,  dans  l'une  dos  hyperboles  représentées  par  les  équations 

(..6)  '^-^  =  ., 

a-  h- 

("7)  77 r-  =  '- 

Cela  posé,  comme  la  constante  £  désignera  évidemment  l'excentricité 
do  l'hyperbole  (107),  la  formule  (ii4)  entraînera  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  IX.  —  Si  l'on  fait  tourner  une  hyperbole  autour  de  son  axe 
réel,  la  surface  de  la  zone  engendrée  par  la  révolution  d'un  arc  de  cette 
hyperbole  sera  le  produit  du  nombre  -  par  la  surface  comprise  entre  les 
deux  plans  qui  renfermeront  les  deux  bases  de  la  zone  dans  une  seconde 
hyperbole  que  l'on  déduira  de  la  première  en  faisant  décroître  l'axe  réel 
dans  un  rapport  inverse  de  l'excentricité. 

Exemple  V.  —  Concevons  que  la  courbe  (78)  coïncide  avec  la  pa- 
rabole 

(118)  -  y-—2px, 

/?  étant  une  quantité  positive.  L'équation  (79),  réduite  à 

(119)  j--hz-=^px, 

représentera  un  paraboloïde  de  révolution,  ol  l'on  trouvera 


(120)  ^=\/2px  -+-p-\ 

On  aura,  [)ar  suite, 

2p  p 
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et  la  formule  (89)  donnera 


(121)  <}(^)=rz—  r  N^^N=^(N3-N;;), 

N„  désignant  la  valeur  de  N  correspondant  à  x^^Xf,.  Par  conséquent 
l'aire  engendrée  par  la  révolution  complète  d'un  arc  de  parabole  qui 
tourne  autour  de  l'axe  de  cette  courbe  est  le  tiers  du  produit  qu'on 
obtient  en  multipliant  le  rapport  entre  le  nombre  2-  et  le  paramètre 
par  la  différence  entre  les  cubes  des  normales  relatives  aux  deux  extré- 
mités de  l'arc.  Si  l'on  suppose  en  particulier  a^^  =  o,  on  trouvera  N„  — /?, 

> 

et  la  formule  (121)  donnera 

(.22)  J,(^)::^_I^(^-^_y,^j. 

Exemple  VI.  —  Concevons  que  la  courbe  (78)  coïncide  avec  l'hy- 
[)erbolc 

(123)  œy='-K\ 

L'équation  (79),  réduite  à 

(124)  œ^r-'+z'^)-=yW, 

représentera  une  surface  du  quatrième  degré,  et  l'on  tirera  de  la  for- 
mule (90) 

sécr— • 

De  plus  on  conclura  de  la  formule  (i23) 

I  R- 

y'=r  -  tangr=:- ; 

et,  par  suite, 

R'                  ,           ,..         I  ,           '  I  <^^  \          d-: 

Ix  —  lW l'i. aangr, 


2  laiigr  1  -î         ""  X  2  smrcosT 

Par  conséquent,  si  l'on  nomme  ^o  la  valeur  de  t  correspondant  ^ax  —  x^, 
la  formule  (i25)  donnera 

(126)  <J;(x)=:-  -TCRM      -. ^^-• 
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De  cette  dernière,  comparée  à  la  fornuile  (44)  de  la  première  Leçon, 
on  déduit  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

L'aire  engendrée  par  la  révolution  complète  d'un  arc  de  l'hyper- 
bole (i23)  tournant  autour  de  l'axe  des  x  est  le  produit  de  la  surface  du 
demi-cercle  décrit  avec  le  rayon  R  par  un  arc  mesuré  sur  la  logarithmique 

(127)  7==e^ 

et  tellement  choisi  que  Vinclinaison  de  la  logarithmique,  en  chacun  des 
points  situés  aux  extrémités  du  second  arc,  coïncide  avec  V inclinaison  de 
l' hyperbole  dans  l'un  des  points  situés  aux  extrémités  du  premier  arc. 

Cette  proposition  sufBt  pour  déterminer  l'aire  engendrée  par  l'arc  de 
l'hyperbole;  et  d'ailleurs  on  tire  de  l'équation  (126)  combinée  avec  les 
formules  de  la  page  l\il\ 

(128)  ^{x)=^-T.V.^(— ~  H_aang^  _/tang-V 

Exemple  VII.  —  Lorsque  la  courbe  (78)  se  réduit  à  la  logarithmique 
représentée  par  l'équation 

(129)  J  =  e", 
la  formule  (91)  donne 

e"  \li  4- j'^  dx. 

De  plus,  on  tire  de  l'équation  (129) 

y'=-e~' 
a 

et,  par  suite, 

X  .r 

dy'  zzz  —  c"  dx,  e"  dx  ==  a^  dy'. 

Cela  posé,  la  valeur  de  '|(^)  peut  être  réduite  à 
(i3i)  ^{x)  =:2Tia-  I     ^-^-y'^dy', 

y„  désignant  la  valeur  de  y'  correspondant  à  x  =  x,^.  Si  maintenant 

OEuvris  f/e  C.  —  S.  II,  t.  V.  62 
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on  a  égard  à  une  formule  de  la  page  436,  on  trouvera 


/ 


\J\  +  y'-dY'=  -  v'v/i  +  y    -^  7  ^  1 ' — — ' ^  consl. 


I    sinr         I  ,  I  -+-  SUT 


2  cosT       2     I  —  sur 


consl., 


et  la  formule  (i3i)  donnera 


(182)       J;(a7)  =  7: 


„  r  si  HT 

|_COS-T 


+  nang(^  +  ^ 


sintn 

cos'-~n 


-/lans    T  +  - 


î^  V  r. 


Exemple  VIII.  —  Lorsque  la  courbe  (78)  se  réduit  à  la  chaînette 
représentée  par  l'équation 


(.33) 

on  trouve 

(•34) 


)«    _L_     /2         " 


V  =  « 


N  =  T  le"  +  e   " 


et  l'on  tire  de  la  formule  {^^),  en  supposant,  pour  abréger,  x„  =  o, 


(,35) 


'h{x)  ^=zT.a 


2  .r  2  .r 

I  H —    /  ax; 

2 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(1*36)  'h{x)^-T.a 


X  +  y\e     —  e 
4 


")] 


Exemple  IX.  —  Si  la  courbe  (78)  se  réduit  à  la  cycloïde  représentée 
par  le  système  des  équations 

(187)  x=zl\{f,)  —  siiiw),         y  =  Il(i— cosw) 

(voir  la  deuxième  Leçon  du  Tome  I),  on  aura 


\Ji  -\-  y''^  dx  =  ^dx'^  -\-  dy-  =  2 -  H (  i  —  cos o) ) -  dxa 
et  l'on  tirera  de  la  formule  (91),  en  supposant  l'angle  w  renfermé  eulre 
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les  limites  o,  2-, 

(i38)  ^{a;)=z2^TilV        (i  —  cosco)- t/w  =  SttR'M      sin^-^/a). 

On  trouvera  d'ailleurs 

8  siii'^  -  =  \ 7= /  1:3  6  sin sin 

2        \  y/— I  /  2  2 

Gela  posé,  si  l'on  fait,  pour  plus  de  commodité,  (o„=o,  la  valeur 
de  'l(^)  deviendra 

(189)  d;(.^)  =  47:RM  5  —  3cos- +  3  cos  — 

Si  l'on  veut  obtenir,  en  particulier,  l'aire  A  décrite  par  une  branche  d(^ 
la  cycloïde,  on  devra  prendre,  dans  la  formule  (iSg),  w  =  iti,  et  l'on 
trouvera 

(i/io)  A=:?i^7rR^^^(8Rr. 

En  terminant  cette  Leçon  nous  démontrerons  deux  théorèmes  qui 
peuvent  être  utiles  dans  l'évaluation  des  aires  mesurées  sur  des  surfaces 
de  révolution.  Si  l'on  fait  tourner,  autour  de  l'axe  des  x,  non  plus  la 
courbe  (78),  mais  celle  qui  est  représentée  par  l'équation 

('40  j'==6+/(x), 

b  désignant  une  constante  positive,  la  normale  de  cette  nouvelle  courbe 
sera  équivalente,  non  plus  au  produit 


mais  au  suivant 


En  conséquence  il  suffira  de  substituer  ce  dernier  produit  ti  la  lettre  N 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (82)  pour  obtenir  l'aire  engendrée 
par  la  révolution  complète  de  l'arc  mesuré  sur  la  courbe  ((40  f'nti'^' 
les  points  qui  correspondent  aux  abscisses  x^,  X;  et  si  l'on  désigne 
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cette  nouvelle  aire  par  B,  on  trouvera 


(.42) 


/  •*  0  •*  0 

/       =k-\-'}.T.b  f   \/T~-^~ïf\^W  doc. 


D'ailleurs,  si  l'on  appelle  S  l'arc  compris  sur  le  cercle  (78)  entre  les 
points  correspondants  aux  abscisses  x^^,  X,  on  aura,  en  vertu  de  la  for- 
mule (9)  de  la  première  Leçon, 


=/   \'i  +  U\^)Vdx. 


Cela  posé,  l'éqiration  (142)  donnera 

(i43)  B=:A  +  27:6S. 

Cette  dernière  formule  comprend  le  théorème  que  nous  allons  énoncer  : 

Théorèjie  X.  —Si  l'on  fait  successivement  tourner  un  arc  de  courbe, 
1"  autour  d'un  axe  choisi  arbitrairement ,  2"  autour  d'un  axe  parallèle 
séparé  du  premier  par  la  distance  b,  la  différence  entre  les  deux  surfaces 
de  révolution  engendrées  dans  les  deux  hypothèses  sera  le  produit  de 
l'arc  générateur  par  la  circonférence  que  décrirait  un  point  du  sccoiul 
axe  tournant  autour  du  premier,  pourvu  toutefois  que  les  deux  axes  ne 
rencontrent  pas  l' arc  générateur  et  soient  situés  d'un  même  côté  par 
rapport  à  cet  arc. 

Si,  dans  les  équations  (i4i)>  (142),  (i43),  on  rcmplaçaitla  constante 
positive  b  par  la  constante  négative  —  b,  et  si  l'on  supposait  d'ailleurs 
la  condition 

remplie  pour  toutes  les  valeurs  de  x  renfermées  entre  les  limites  x^,  X, 
le  second  membre  de  la  formule  (i43)  deviendrait  A—  27:^8,  et  re- 
présenterait, non  plus  l'aire  B,  mais  cette  aire  prise  avec  le  signe  — . 
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On  aurait  donc  alors 

(i45)  AH-B  =  27r6S, 

et  par  suite  on  pourrait  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  XI.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théo- 
rème X,  SI  les  deux  axes  de  révolution  sont  situés,  par  rapport  à  l'arc 
générateur,  le  premier  d'un  côté,  le  second  de  l'autre  côté,  la  somme  des 
surfaces  de  révolution  engendrées  sera  le  produit  de  l' arc  générateur  par 
la  circonférence  que  décrirait  un  point  du  second  axe  tournant  autour 
du  premier. 

A  l'aide  des  théorèmes  X  et  XI,  que  l'on  peut  étendre  au  cas  même 
où  l'arc  de  courbe  donné  serait  rencontré  en  plusieurs  points  par  des 
plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  rotation,  on  déterminera  sans  peine 
l'aire  B  de  la  zone  engendrée  par  un  arc  de  cercle  S  tournant  autour 
d'un  axe.  En  effet,  soit  R  le  rayon  du  cercle,  h  la  distance  du  centre 
à  l'axe,  et  H  la  hauteur  de  la  zone.  Concevons  d'ailleurs,  pour  tixer 
les  idées,  qu'un  second  axe,  mené  par  le  centre  du  cercle  parallèlement 
à  l'axe  donné,  ne  rencontre  pas  l'arc  S.  Si  l'on  nomme  A  la  portion  de 
surface  sphérique  engendrée  par  l'arc  de  cercle  tournant  autour  du 
second  axe,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (92), 

A  =  27rRH 

et,  par  suite,  la  formule  (i 43)  ou  (i45)  donnera 
(i46)  R^aKC^'S  +  RH) 

ou 

(147)  B  =  27:(6S-RH). 

Si  l'arc  de  cercle  devient  égal  à  la  demi-circonférence,  on  trouvera 

H  =  2R,        S  =  7rR 
et  les  équations  ([46),  (i47)»  réduites  à 

(148)  R=:27TR(7r^^-t-2R), 

(149)  R  =  27rR(7ri'  — 2R), 
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fourniront  deux  valeurs  de  B,  dont  la  somme,  savoir  /j-'-Z/R,  sera 
l'aire  totale  de  la  surlace  que  l'on  nomme  surface  annulaire.  On  prou- 
vera de  même  que  toute  courbe  qui  a  un  centre,  en  tournant  autour  d'un 
axe  qui  ne  la  rencontre  pas,  enf^endre  une  surface  équivalente  au  pioduit 
de  son  périmètre  par  la  circonférence  que  décrit  le  centre  autour  de 
cet  axe. 
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QUATRIÈME  LEÇON 


nUBATUIJE    DES    SOLIDES. 


Le  problème  de  la  ciibatiirc  dos  solides  consiste  à  déterminer  le 
volume  compris  sous  une  enveloppe  donnée.  Pour  arriver  plus  facile- 
ment à  la  solution  générale  de  ce  problème,  nous  examinerons  d'abord 
le  cas  où  il  s'agit  d'évaluer  le  volume  d'un  cylindre  droit  à  base  quel- 
conque. Dans  ce  cas  particulier,  la  question  peut  être  immédiatement 
résolue  à  l'aide  du  théorème  que  nous  allons  énoncer  : 

Théorème  L  —  Le  volume  Y,  compris  dans  le  cylindre  droit  dont 
U  représente  la  hase  et  H  la  hauteur,  est  équivalent  au  produit  de  cette 
base  et  de  cette  hauteur;  en  sorte  qu'on  a 

(0  V  =  HU. 

Démonstration.  —  Supposons  tous  les  points  de  l'espace  rapportés 
à  trois  axes  rectangulaires  des  x,  y,  z,  et  plaçons  le  cylindre  de  ma- 
nière que,  sa  génératrice  étant  parallèle  à  l'axe  des  z,  le  plan  de  sa  base 
coïncide  avec  le  plan  des^,y.  Concevons  d'ailleurs  que  l'on  coupe  le 
volume  V  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  et  correspondant 
à  l'abscisse^.  Enfin  soient/(^)  la  section  linéaire  faite  dans  la  base  U 
par  le  plan  coupant,  v  la  portion  du  volume  V  qui  se  trouve  située  par 
rapport  à  ce  plan  du  côté  des  x  négatives,  et  u  la  portion  correspon- 
dante de  la  base  U.  Si  l'on. attribue  à  x  un  accroissement  infiniment 
petit  A.r,  le  volume  v  recevra  un  accroissement  analogue  représenté 
par  Ac'.  Or  il  est  facile  de  reconnaître:  i°  que  la  basei?^  duvolume  ^v 
restera    comprise    entre  deux  rectangles,    l'un    inscrit,    l'autre    cir- 
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conscrit,  dont  les  aires  seront  mesurées  par  des  produits  de  la  forme 

(2)  u{x)-^\]^x, 

(3)  [/(^)+J]A.r, 

1,  J  désignant  deux  quantités  intiniment  petites;  2°  que  le  volume  \v 
sera  lui-même  compris  entre  deux  parallélépipèdes  qui  auront  pour 
hauteur  H  et  pour  bases  les  deux  aires  dont  il  .s'agit.  Donc  la  valeur 
du  volume  A^'  sera  une  moyenne  entre  les  deux  expressions 

(4)  H[/(^)  +  I]Ax, 

(5)  H[/(^)4-J]A^, 

ou,  en  d'autres  termes,  on  aura 

(6)  Ar  =  H[/(^)  +  nA^, 

i  désignant  une  nouvelle  quantité  infiniment  petite  comprise  entre  I 
etJ.  Si  maintenant  on  divise  par  A^  les  deux  membres  de  l'équation  (6), 
on  en  tirera 

(7)  ^^II[/(^)  +  .-]; 

puis,  en  faisant  converger  Aa?  vers  la  limite  zéro,  on  trouvera 

(8)  :ë=«/(^'- 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(9)  dv  r=z^.f[x)  dx. 

Cela  posé,  soient  .r„,  X  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  de  x 
qui  correspondent  aux  différents  points  du  volume  v,  ou  de  sa  base  u. 
Les  fonctions  u,  v  s'évanouiront  pour  x  ==  Xç^;  et,  en  intégrant  les  deux 
membres  de  l'équation  (9)  à  partir  de  x  =  .2*o,  on  obtiendra  la  formule 

(10)  r  =  ll  r   /{x)dx; 
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puis,  en  prenant  x  --  X,  on  en  conclura 

(11)  y^-^^i'  f{x)dx. 

D'ailleurs,  en  vertu  des  équations  (79)  et  (80)  de  la  deuxième  Leçon, 
les  intégrales  que  renferment  les  formules  (10)  et  (11)  sont  précisé- 
ment les  valeurs  des  aires  u  et  U.  Donc  la  première  de  ces  formules 
peut  être  réduite  à 

(12)  <'  =  H//, 

et  la  seconde  coïncide  avec  l'équation  (i). 

La  démonstration  qui  précède  devrait  être  modifiée,  si  la  section 
linéaire/(a7),  faite  dans  la  surface  U  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
des  it-,  se  transformait  en  un  système  de  plusieurs  longueurs  distinctes 
représentées  par /, (^), /.(x-),  /■i{x),  ...  et  comprises,  la  première 
entre  deux  lignes  données,  la  seconde  entre  deux  autres  lignes,  etc. 
Mais  alors  on  pourrait  aisément  diviser  le  volume  V  en  plusieurs  par- 
ties V,,  Yo,  V;,,  . . , ,  et  la  base  U  en  parties  correspondantes  U,,  Ua» 
U3,  . . . ,  de  manière  que  les  raisonnements  ci-dessus  employés  fussent 
suffisants  pour  établir  les  équations 

et,  en  ajoutant  ces  dernières  membre  à  membre,  on  retrouverait  encore 
la  formule  (i). 

Supposons  à  présent  que  l'on  cherche  le  volume  V  terminé  par  une 
enveloppe  quelconque.  Soit  V(x)  l'aire  de  la  section  faite  dans  le 
volume  V  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  et  correspondant 
à  l'abscisse  x,  et  nommons  toujours  ç'  la  portion  du  volume  V  qui  se 
trouve  située,  par  rapport  au  plan  coupant,  du  côté  des  x  négatives. 
Si  l'on  attribue  ii  l'abscisse  x  un  accroissement  infiniment  petit  Ax,  le 
volume  ç'  recevra  un  accroissement  analogue  Aç»  compris  entre  deux  sec- 
tions représentées,  la  première  par  F(a7),  la  seconde  par  F(^)  -hAF(j7); 
et  il  est  clair  que,  si  l'on  projette  sur  le  plan  de  la  première  section, 

OKuvrcs  de  6'.  —  S.  H,  l.V.  63 
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non  pas  la  surface  entière  qui  enveloppe  extérieurement  le  volume  V, 
mais  seulement  la  zone  ou  portion  de  surface  qui  répond  au  volume  Aç, 
cette  zone  ainsi  projetée  sera  comprise  entre  deux  courbes  très  voisines 
qui  formeront  les  périmètres  des  bases  de  deux  cylindres  droits,  l'un 
inscrit,  l'autre  circonscrit  au  volume  Af.  Il  résulte  d'ailleurs  du  théo- 
rème 111  de  la  deuxième  Leçon  que  les  surfaces  renfermées  dans  les 
deux  courbes  dont  il  s'agit  différeront  très  peu  de  la  surface  Y(x)  : 
car  ces  trois  surfaces,  coupées  par  un  plan  quelconque  parallèle  à  l'axe 
des  X,  fourniront  évidemment  trois  sections  linéaires  dont  les  difïe- 
rences  seront  infiniment  petites.  Cela  posé,  les  solidités  des  cylindres 
inscrits  et  circonscrits  au  volume  Av  se  trouveront  représentées  par  des 
produits  de  la  forme 

(i3)  [F(^)+1]A^-, 

(.4)  [F(^)+J]Ax, 

1,  J  désignant  des  quantités  infiniment  petites;  et  l'on  aura  par  suite 

(i5)  Apr=  [F(a;) -}-/]  Aa-, 

/désignant  une  nouvelle  quantité  infiniment  petite,  intermédiaire  entre 
I  et  J.  Si,  après  avoir  divisé  par  Aa?  les  deux  membres  de  la  formule  (i 5), 
on  fait  converger  Ax  vers  la  limite  zéro,  on  en  conclura 

(,6)  £  =  "(-)•       . 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(17)  dç  =:¥{x)  doC. 

Enfin,  si  l'on  nomme  x„  etX  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs 
de  X  qui  correspondent  aux  différents  points  du  volume  V,  c'est-à-dire, 
en  d'autres  termes,  les  limites  entre  lesquelles  l'abscisse  .r  doit  rester 
comprise  pour  qu'un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  et  correspon- 
dant à  cette  abscisse  rencontre  le  volume  V,  on  tirera  de  l'équation  (17) 
intégrée  à  partir  de  x  =  x^^ 

(18)  vz:=  f    V{a;)dx; 

'-'.r„ 
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puis,  en  posant  ^  ==  X,  on  obtiendra  la  formule 

(19)  V=/     F{x)djc: 


La  formule  (19)  subsiste  évidemment  dans  le  cas  même  où  l'aire  F(.r) 
de  la  section  faite  dans  le  volume  V  par  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  des  x  se  change  en  une  somme  de  plusieurs  aires  ¥^(x),  ¥.,(x), 
F., (^),  ...,  terminées  par  divers  contours.  Alors  le  volume  V  est  la 
somme  de  plusieurs  volumes  représentés  par  les  intégrales 


dans  chacune  desquelles  la  fonction  sous  le  signe  /  a  constamment  ou 
une  valeur  positive  ou  une  valeur  nulle,  tandis  que  l'abscisse  x  varie 
entre  les  limites  a?»,  X.  Cela  posé,  on  aura  tout  à  la  fois,  dans  le  cas 
dont  il  s'agit. 


^.  X  ^.  X  ^  X 


-/     F|(^)<^j:+/     ¥i{x)dx->ri     ¥-:i{x)dx-^. 


et  l'on  en  conclura  encore 

Vr=:   /       Y{^x)dx. 


^  x,. 


Comme,  dans  la  formule  (fq),  F(.r)  représente  l'aire  d'une  surface 
plane  comprise  dans  un  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés,  il 
est  clair  que  la  valeur  de  F(ic)  pourra  toujours  être  facilement  déter- 
minée à  l'aide  des  principes  établis  dans  la  deuxième  Leçon. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que,  r,,,  X  étant  deux  quantités 
constantes,  y„,  Y  deux  fonctions  de  la  variable  x,  ('iz^,  Z  deux  fonc- 
tions des  variables  ^,  y,  on  demande  le  volume  renfermé,  d'nne  part, 
entre  les  deux  surfaces  courbes  représentées  par  les  équations 

(20)  -—-0» 

(21)  ,.--=Z; 
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d'autre  part,  entre  les  deux  surfaces  cylindriques  représentées  par  les 
équations 

d'autre  part,  enfin,  entre  les  deux  plans 

(24)  X—.T^, 

(25)  ^  ^  =  X. 

La  section  Y{œ)  faite  dans  ce  volume  par  un  plan  parallèle  au  plan 
des  y,  z  et  correspondant  à  une  valeur  particulière  de  l'abscisse  x  sera 
comprise  entre  quatre  lignes,  savoir  :  deux  courbes  et  deux  droites  pa- 
rallèles il  l'axe  des  z.  Ajoutons  que,  pour  obtenir  les  équations  de  ces 
quatre  lignes,  il  suffira  de  regarder  l'abscisse  .r  comme  constante  dans 
les  formules  (20),  (21),  (22)  et(23).  Cela  posé,  si  l'on  nomme /(j:^^,r) 
la  section  linéaire  faite  dans  la  surface  y  {oc)  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  des  j  et  correspondant  ii  une  valeur  particulière  de  y,  on 
aura  évidemment 

(2G)  f{x,y)=l-z,; 

et  la  formule  (80)  de  la  deuxième  Leçon,  ainsi  que  la  formule  (4^-)  de 
la  troisième  Leçon,  donnera 

(27)  l<{x)^f  J\œ,y)dy\ 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(28)  y{cc)  =  f    {Z^z.,)dy.^f    f   dz. 

En  conséquence  l'équation  (19)  pourra  être  présentée  sous  l'une  des 
formes 


(  3o)  ^'  =  r    i    f  dzdydx=  f     f    {Z-z,)  dy  dx. 


(29) 
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Il  est  bon  d'observer  que  la  fonction /(jt,  y)  renfermée  sous  le  signe 
d'intégration  dans  la  formule  (29)  est  précisément  la  section  linéaire 
faite  dans  le  volume  V  par  le  moyen  de  deux  plans  perpendiculaires 
aux  axes  des  x  et  des  y.  De  plus  on  reconnaîtra  sans  peine  que  la 
formule  (29)  s'étend  au  cas  même  où  cette  section  linéaire,  cessant 
d'être  limitée  par  les  surfaces  (20)  et  (21),  se  transformerait  en  une 
somme  de  plusieurs  longueurs  distinctes,  représentées  par 

fii^^r)^  Ai-"^, y),   A{^,y),    ••• 

et  comprises,  la  première  entre  deux  surfaces  données,  la  seconde  entre 
deux  autres  surfaces,  etc. 

On  pourrait  encore  établir  la  formule  (29)  par  des  raisonnements 
semblables  à  ceux  que  nous  avons  employés  dans  la  troisième  Leçon. 
En  effet,  supposons  d'abord  que  les  quantités  y,,,  Y  se  réduisent  à  des 
quantités  constantes,  c'est-à-dire  indépendantes  de  la  variable  x.  Alors 
le  volume  désigné  par  V  sera  compris  d'une  part  entre  les  surfaces  (20) 
et  (21),  d'autre  part  entre  les  quatre  plans  menés  perpendiculaire- 
ment aux  axes  des  x  et  y  par  deux  droites  parallèles  à  l'axe  des  z,  dont 
la  première  correspondra  aux  coordonnées  as;,,  y„,  la  seconde  aux  coor- 
données X,  Y.  Or,  si  l'on  remplace  la  seconde  parallèle  par  une  troi- 
sième qui  corresponde  à  des  coordonnées  quelconques  ce,  y,  le  volume  Y 
se  changera  en  un  volume  variable  qui  sera  fonction  de  x  et  de  y. 
Représentons  ce  dernier  par  o(x,y),  et  soient  Ar,  Aj  des  accroisse- 
ments infiniment  petits  attribués  aux  coordonnées  x,)'.  Le  volume  très 

petit  désigné  par 

A^,A^  9(^,7) 

sera  évidemment  une  quantité  moyenne  entre  les  solidités  de  deux 
parallélépipèdes  rectangles,  l'un  inscrit,  l'autre  circonscrit,  et  par 
conséquent  entre  deux  produits  de  la  forme 

[/(^,j)  +  I]A^A7,      [/(^,j)n-J]A,rA7, 

I,  J  étant  deux  quantités  infiniment  petites.  On  aura  donc 

(  3 1  )  AyA^o{œ,y)  =  [/( a-,  r )  +  /]  Ix  Ay, 
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i  désignant  encore  une  quantité  infiniment  petite  moyenne  entre  I  et  J. 
Si  dans  l'équation  (3i)  on  fait  converger  d'abord  Ay  et  ensuite  ^x  vers 
la  limite  zéro,  on  obtiendra  deux  autres  équations  de  la  forme 

(32)  ,jy  =[f{x,y)-^i]^x, 

(33)  —^777T^- =/("'•>')' 

puis,  en  intégrant  la  formule  (33),  i"  par  rapport  à  y  à  partir  de 
j^.Vf,,  2''  par  rapport  ii  a?  à  partir  de  x  =  x^^,  et  observant  que  la 
fonction  ^(it',  y)  doit  s'évanouir,  non  seulement  pour  x  =  x^,  quel  que 
soit  y,  mais  encore  pour  y  =j>'o,  quel  que  soit  x,  on  trouvera 

(34)  o{x,y)—l      l    f{x,  y)d\dx. 

Enfin,  si  dans  l'équation  (34)  on  pose  ^  =  X,  y  =  Y,  on  obtiendra 
l'équation  (29),  qui  se  trouvera  ainsi  démontrée  pour  le  cas  particulier 
où  jo»  ^  ^^'  réduisent  à  des  quantités  constantes. 

Concevons  maintenant  que  l'on  veuille  revenir  de  ce  cas  particulier 
au  cas  général.  (Jn  commencera  par  intégrer  la  formule  (32)  par  rap- 
port à  la  variable  y  entre  les  limites  y^,  Y.  On  établira  ainsi  l'équation 


(•35) 


A;,o(^,  Y)=A^|    [/(>,  j)  +  /]rf/, 


qui  détermine  le  volume  Aj.çi(;r,  Y)  compris  d'une  part  entre  les  sur- 
faces (20)  et  (21),  d'autre  part  entre  quatre  plans  parallèles  deux  h 
deux,  savoir:  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  j,  séparés  l'un 
de  l'autre  par  une  distance  égale  à  Y  —  y„,  et  deux  plans  perpendicu- 
laires à  l'axe  des  x,  dont  la  distance  très  petite  est  représentée  par  A^. . 
On  supposera  ensuite  que,  dans  les  équations  (22)  et  (23),  y„,  Y 
cessent  de  représenter  des  quantités  constantes  et  deviennent  fonctions 
de  ic;  puis  on  désignera  par  v  —-  '\{x)  la  partie  du  volume  V  retranchée 
par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  a?,  qui  correspond  à  l'abscisse  x, 
et  située  par  rapport  à  ce  plan  du  côté  des  x  négatives.  Alors  on  prou- 
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vera  sans  peine  que  le  volume  A'\^{x)  est  une  quantité  moyenne  entre 
deux  autres  volumes  semblables  à  celui  que  détermine  l'équation  (35), 
et  représentés  par  des  produits  de  la  forme 

(36)  A^/         [f{^,y)  +i]df, 

1  OU  J  désignant  une  moyenne  entre  les  divers  accroissements  que 
reçoit  jo  ou  Y  tandis  que  l'on  attribue  à  l'abscisse  x  divers  accroisse- 
ments infiniment  petits  et  renfermés  entre  les  limites  o,  Ix.  Donc  le 
rapport 

/o    .  A^(.r) 

sera  intermédiaire  entre  deux  intégrales  de  la  forme 
(38)  /  [/(.r,j)  +  .-]4K 


i      [/(•^,.r; 

".Vo  +  I 


et  dans  chacune  desquelles  ï,  I,  J  seront  des  quantités  infiniment 
petites.  D'ailleurs,  si  l'on  fait  décroître  indéfiniment  la  valeur  numé- 
rique de  ^x,  les  deux  intégrales  dont  il  s'agit  convergeront  l'une  et 
l'autre  vers  une  seule  limite,  savoir 


(39)  /    f{^,y)dY. 


ri  u^  (  'Y'  } 

Donc  la  limite  du  rapport  (37),  ou  la  fonction  dérivée      y_'    ,  sera 
équivalente  à  l'expression  (39);  et  l'on  aura 


40)  ^^f'A.,y,,y. 


En  intégrant  cette  dernière  équation  à  partir  de  x  =  x„,  et  observant 
que  'l/Çx)  doit  s'évanouir  avec  la  différence  x  —  x„,  on  en  conclura 

■V         Y 

^  X  Yn 

puis,  en  posant  dans  la  formule  (/41)  ^  =  X,  on  retrouvera  l'équa- 
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tion  (29),  qui  sera  ainsi  démontrée  pour  le  cas  même  où  les  seconds 
membres  des  équations  (22)  et  (23)  deviennent  des  fonctions  de  la 
variable  œ. 

La  formule  (29)  donne  lieu  à  des  remarques  semblables  à  celles  que 
nous  avons  déjà  faites  sur  la  formule  (80)  de  la  deuxième  Leçon  et  sur 
la  formule  (34)  de  la  troisième.  Ainsi,  par  exemple,  si  les  surfaces 
cylindriques  représentées  par  les  équations  (22)  et  (23)  se  coupent 
suivant  deux  génératrices,  et  si  l'on  suppose  que,  dans  la  formule  (29), 
Xf^,  X  désignent  précisément  les  abscisses  des  points  situés  sur  les 
génératrices  dont  il  s'agit,  le  volume  V  sera  limité  dans  tous  les  sens, 
ou  par  les  surfaces  courbes  (20)  et  (21),  ou  par  les  surfaces  cylin- 
driques (22)  et  (^3).  Il  en  serait  encore  de  même  si  les  deux  surfaces 
cylindriques  se  touchaient  suivant  les  génératrices  correspondant  aux 
abscisses  ^0,  X.  Ces  deux  surfaces  cylindriques  se  réduiraient  à  une 
seule  si  les  deux  fonctions  j„,  Y  représentaient  deux  valeurs  de  r  tirées 
d'une  seule  équation  entre  j  qXx.  Enfin,  dans  cette  dernière  hypothèse, 
il  pourrait  arriver  :  1°  que  les  surfaces  (20)  et  (21),  étant  distinctes 
l'une  de  l'autre,  se  coupassent  suivant  une  courbe  tracée  sur  la  surface 
cylindrique;  1^  que  s„  et  Z  fussent  les  deux  valeurs  de  z  tirées  d'une 
/    seule  équation 

(42)  §{x,y,z.)  =  o 

propre  à  représenter  une  surface  convexe  et  fermée  de  toutes  parts,  à 
laquelle  la  surface  cylindrique  se  trouverait  circonscrite.  Dans  le  pre- 
mier cas,  le  volume  V  serait  limité  dans  tous  les  sens  par  les  sur- 
faces (20)  et  (21);  dans  le  second  cas,  V  désignerait  le  volume  compris 
dans  la  surface  (42). 

Si  l'on  supposait,  dans  l'équation  (20),  ^„  =  o,  alors  le  volume  V 
déterminé  par  la  formule  (29)  serait  celui  qui  se  trouve  limité,  dans  le 
sens  des  x,  par  les  deux  plans  (24)  et  (23);  dans  le  sens  des  j,  par  les 
surfaces  cylindriques  (21)  et  (22);  enfin,  dans  le  sens  des  z,  par  le  plan 
des  X,  y  et  par  la  surface 

(43)  z=.f{x,y). 
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Il  nous  reste  à  montrer  quelques  applications  des  formules  ci-dessus 
établies. 

Supposons  d'abord  qu'après  avoir  tracé,  dans  l'iiii  des  plans  (2^) 
et  (25),  une  ligne  ou  un  contour  quelconque  qui  renferme  une  aire 
égale  à  B,  on  promène  sur  les  différents  points  de  ce  contour  une 
droite  qui  reste  toujours  parallèle  à  elle-même,  sans  être  parallèle  au 
plan  des  y,  z.  Cette  droite  engendrera  une  surface  cylindrique;  et,  si 
l'on  coupe  le  volume  V  renfermé  dans  cette  surface  entre  les  plans  (24) 
et  (2:))  par  un  autre  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  la  section 
obtenue  sera  une  nouvelle  surface  plane  que  l'on  pourra  superposer  à 
la  surface  B.  On  aura  donc  généralement,  dans  cette  hypothèse, 

(44)  F(^)  =  B; 
et  la  formule  (19)  donnera 

(45)  V  =  B  r  6^x  — B(X-xJ. 

Si,  pour  abréger,  on  désigne  par  H  la  distance  des  deux  plans  (24) 
et  (25),  on  aura  simplement 

(46)  V=IÎH. 

Cette  dernière  équation  comprend  un  théorème  que  l'on  peut  énoncer 
comme  il  suit  : 

TiiÉORÈMK  II.  —Le  volume  Y  compris  dans  un  cylindre  oblique  dont 
B  représente  la  base  et  II  la  hauteur  est  équivalent  au  produit  de  cette 
base  et  de  celle  hauteur. 

Considérons  maintenant  une  surface  conique  dont  le  sommet  coïn- 
cide avec  l'origine  des  coordonnées.  Concevons  d'ailleurs  que  l'on 
prenne  pour  base  de  cette  surface  une  courbe  plane  dont  le  plan  soit 
perpendiculaire  à  l'axe  des  x  et  coupe  le  demi-axe  des  x  positives  à  la 
distance  i  de  l'origine.  Enfin  soient  t],  t  les  coordonnées  variables  d(> 
la  courbe  dont  il  s'agit,  et 

(47)  /(■o,0  =  o 

OEuvrcs  de  C.  —  S.  II,  t.  V.  64 
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son  équation.  La  génératrice  qui  passera  par  le  point  (y],"C)  de  cette 
courbe  sera  évidemment  représentée  par  les  deux  formules 

(48)  ^:=-n,        -=ç. 

Or,  si  entre  ces  dernières  et  la  formule  (47)  <^>iï  élimine  y]  et  C  il  est 
clair  que  l'équation  résultante,  savoir 

sera  vérifiée  pour  tous  les  points  de  toutes  les  génératrices.  Elle  repré- 
sentera donc  la  surface  conique.  Cela  posé,  soit  A  l'aire  comprise  dans 
la  courbe  (47)*  Comme  la  section  faite  dans  la  surface  conique  par  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  sera  la  courbe  plane  que  représente 
l'équation  (49)  quand  on  attribue  à  l'abscisse  x  une  valeur  constante, 
et,  par  conséquent,  une  courbe  semblable  à  la  base  de  la  surface  conique, 
on  conclura  du  théorème  II  de  la  deuxième  Leçon  (corollaire  IV)  que 
l'aire  comprise  dans  cette  courbe  est  équivalente  au  produit  A^-.  On 
aura  donc,  dans  le  cas  présent, 

(5o)  ¥{x)  =  A.x^, 

et  le  volume  V  du  tronc  de  cône  renfermé  entre  les  deux  plans  ce  =  x^^, 
X  ^=X  sera  déterminé  par  l'équation 


(50  Y  =  Af 


^,rf^=M2^l^£i), 


Si  l'on  veut  obtenir  en  particulier  le  volume  du  cône  terminé  par  la 
surface  (49)  ot  par  le  plan  x  =  X,  on  devra  poser,  dans  l'équa- 
tion (31),  x^^  —  o,  et  l'on  trouvera  pour  le  volume  cherché 


(52)  •  V=:^AX^ 


D'ailleurs,  si  l'on  nomme  11  la  hauteur  du  cône  et  B  la  base  comprise 
dans  le  plan  qui  le  termine,  on  aura  évidemment 
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Par  conséquent  l'équation  (02)  deviendra 

(53)  V  =  |bH. 

Cette  dernière  comprend  un  théorème  que  l'on  peut  énoncer  comme  il 
suit  : 

Théorème  10 .  —  Le  volume  compris  dans  un  cône  à  hase  quelconque 
est  le  tiers  du  produit  qu'on  obtient  en  multipliant  la  base  par  la  hauteur. 

Revenons  au  tronc  de  cône  dont  l'équation  (5 1  )  détermine  le  volume. 
Si  l'on  désigne  par  Z*  et  B  les  bases  qui  terminent  ce  tronc  de  cône,  et 
par  H  sa  hauteur,  on  aura  évidemment 

Par  conséquent  l'équation  (5i)  donnera 
(5/i)  V=^H(B  +  />  +  v/lT6), 

et  l'on  pourra  énoncer  ce  théorème  :  _ 

TiiÉoPxÈME  IV.  —  Le  volume  Y  d'un  tronc  de  cône  compris  entre  deux 
plans  parallèles  est  le  tiers  du  produit  qu'on  obtient  en  multipliant  la 
hauteur  par  la  somme  de  trois  surfaces  respectivement  équivalentes  aux 
deux  bases  du  tronc  de  cône  et  à  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces 
deux  bases. 

Il  est  clair  que  les  théorèmes  I  et  II  s'étendent  au  cas  même  où  la* 
courbe  (47)  se  transformerait  en  un  système  de  plusieurs  lignes  droites 
ou  courbes  et,  par  suite,  au  cas  où  le  cône  que  l'on  considère  serait 
remplacé  par  une  pyramide  à  base  quelconque.  On  se  trouve  ainsi 
ramené  à  des  théorèmes  que  l'on  démontre  dans  la  géométrie  élémen- 
taire. 

Concevons  encore  que,  après  avoir  tracé  dans  le  plan  des  x,  y  une 
courbe  représentée  par  l'équation 

(55)  7=/(^), 
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on  fasse  tourner  cette  courbe  autour  de  l'axe  des  x.  Elle  engendrera 
une  surface  de  révolution  dans  laquelle  la  section  faite  par  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  des  x  sera  précisément  un  cercle  qui  aura  pour 
rayon  l'ordonnée  de  la  courbe  génératrice.  Donc,  si  l'on  désigne  par  j 
cette  ordonnée,  la  surface  du  cercle,  ou  la  valeur  de  F(^),  sera  déter- 
minée par  la  formule 

Cela  posé,  le  volume  Y  compris  dans  la  surface  de  révolution  entre  les 
plans  (24)  et  (23)  deviendra  [en  vertu  de  l'équation  (19)] 

(56)  V  =r  7:  /      y"-  dx. 

Si  l'on  remplace  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  et  correspondant 
à  l'abscisse  X  par  un  plan  parallèle  correspondant  à  l'abscisse  variable  x, 
alors,  à  la  place  du  volume  Y,  on  obtiendra  le  volume  v  déterminé  par 
la  formule  (18),  de  laquelle  on  tirera  dans  le  cas  présent 


(57) 


T.  \     y-  dx. 


Appliquons  cette  dernière  formule  à  quelques  exemples. 

Exemple  I.  —  Si  la  courbe  {^^)  coïncide  avec  le  cercle  représenté 
par  l'équation 

(58)  x'-  +  y'-  =  W-, 

on  tirera  de  l'équation  (07),  en  posant,  pour  plus  de  commo- 
dité, Xq  =  o, 

(Sg)       v=:t:I      {R-— x-)  dx  ^=  r.x(l\- — -x^\  :=z -TlR-x  +  ■:rT:y-x. 

Il  résulte  de  la  formule  (  jq)  que  le  volume  d'un  segment  sphérique 
compris  entre  deux  plans  parallèles  dont  Vun  passe  par  le  centre  de  la 
sphère  surpasse  le  volume  du  cône  construit  sur  la  hauteur  du  segment  et 
sur  sa  plus  petite  hase  d'une  quantité  précisément  égale  à  la  surface  de 
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la  zone  qui  enveloppe  le  segment  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  de  la 
sphère. 

Si  la  hauteur  x  de  ce  même  segment  devient  égale  au  rayon  R,  le 

volume  y  se  réduira  simplement  au  produit  o'^^R'»  ot  le  double  de  ce 
produit,  ou  la  quantité 

(60)  \tA\\ 

représentera  le  volume  de  la  sphère,  ainsi  qu'on  le  démontre  en  géo- 
métrie. 

Exemple  II.  —  Si  la  courbe  (55)  coïncide  avec  la  parabole  repré- 
sentée par  l'équation 

(61)  y'-zz^^px, 

on  tirera  de  la  formule  (57),  en  posant  0-0  =  o, 

Jf"^ 
\     2œ  dx  z=T.px''-:= -T.y-x. 
0 

Il  résulte  de  la  formule  (62)  (jue  le  solide  engendré  par  la  révolution  de 
la  parabole  (61)  prolongée  jusqu'au  point  dont  V abscisse  est  x  a  pour 
mesure  la  moitié  du  produit  de  sa  hauteur  x  par  la  surface  û  y'  du  cercle 
qui  lui  sert  de  base,  ou,  en  d'autres  termes,  la  moitié  du  volume  du 
cylindre  circonscrit. 

Exemple  m.  —  Si  la  courbe  (55)  se  réduit  à  celle  que  représente 
l'équation 

(63)  -        y  =  \x% 

A  et  a  étant  deux  constantes  réelles,  on  tirera  de  la  formule  (57),  en 
posant,  pour  plus  de  commodité,  x^-=  o, 

'     x'^  dx  zmiA^  J^      _  =:  'rz'~~: "^J^ ^' 
0 


2a  +  I        ia  -h  1 


Si  la  constante  a  est  positive,  l'équation  (63)  représentera  une  parabole 
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(lu  degré  a,  et  l'on  conclura  de  la  formule  (64)  que  le  solide  engendré 
par  la  révolution  de  cette  parabole  prolongée  à  partir  de  r  origine  jusqu  au 
point  dont  x  désigne  l'abscisse  renferme  un  volume  qui  est  au  volume  du 
cylindre  circonscrit  comme  l'unité  au  nombre  2«  -h  i.  Dans  le  cas  parti- 
culier où  l'on  suppose  «  =  -?  on  se  trouve  ramené  au  troisième  exemple. 

Exemple  IV.  —  Si  la  courbe  (55)  coïncide  avec  la  logarithmique 
représentée  par  l'équation 

(65)  y^=ala;, 

on  tirera  de  la  formule  (57),  en  posant  0^0  =  o, 

(66)  i'z^Tia^l     {la;y  dœ  zzzr.a- £c[{la;)- — 2la^-|-2]. 

Si  l'équation  de  la  logarithmique  était  présentée  sous  la  forme 

(67)  y  =  e~', 

alors  on  trouverait,  en  supposant  toujours  X(,=  o, 


.V      ÏT 


(68)  v  —  T.\     e"  dx—  — \e"—\)  =  — (/'— 0- 

Exemple  V.  —  Si  la  courbe  (55)  coïncide  avec  la  chaînette  repré- 
sentée par  l'équation 


e" 
(69)  y  =  a- 


2 


on  tirera  de  l'équation  (57),  en  posant  x„=  o, 

•I      ^J'  /     2r  2.r\  »   F  /     2x  2.v\T 

(70)       ^^-ff   (e-+2  +  .--)^^=^^^[^+^U-^-.")J. 

Quelquefois  on  facilite  l'évaluation  des  volumes  (^  et  V  en  rempla- 
çant dans  les  formules  (56)  et  (07)  la  variable  x  par  une  autre  variable. 
Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  courbe  (55)  se  réduise  à  la 
cycloïde  représentée  par  les  équations  (58)  de  la  deuxième  Leçon. 
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Alors  on  trouvera 

dx  =  y  f/w,        y-  dx  ==  /^  t/w  =  R*  (  i  —  cos  co  )^  V/w , 

et,  en  désignant  par  w,,  la  valeur  de  w  correspondant  à  x  =  Xf^,  on 
tirera  de  l'équation  (57) 

(l  —  cosw)^<^w. 

Si  l'on  suppose  en  particulier  Xç,  =  o,  on  aura  nécessairement  w„  =  o 
et,  par  suite, 

'       (l  —  C0SW)'<5^W. 

0 

On  a  d'ailleurs 


(l  —  C0SC0)^r=  2^  sur  —  =  : ;-,  \^  —  <i  I 

2  ( —  2)'  ' 


(•»    I (1)    , \  6 


-  (10  —  i5  cosw  +  6cos2&j  —  cosSw). 


Donc  la  formule  (72)  donnera 

ttR'  /  I  \ 

("3)  p  =  -y—  (  10 w  —  i5sinw  +3sin2co  —  -  sinSw  1. 

Gomme,  dans  les  équations  précédentes,  w  représente  l'angle  que 
décrit  en  tournant  le  rayon  du  cercle  générateur  de  la  cycloïde,  il  est 
clair  qu'il  suffira  de  poser  co  =  2îc  pour  déduire  de  la  formule  (73)  1(î 
volume  du  solide  engendré  par  la  révolution  de  la  première  branche 
de  la  cycloïde.  Donc,  si  l'on  désigne  par  V  ce  volume,  on  aura 

(74)  V=:57l-R^ 

Si  l'on  faisait  tourner,  autour  de  l'axe  des  x,  non  plus  une  seule 
courbe  représentée  par  l'équation  (55),  mais  deux  courbes  représentées 
par  deux  équations  de  la  forme 

(75)  y=/o, 

(76)  y  =  \, 

jo  et  Y  étant  deux  fonctions  de  la  variable  x  dont  les  valeurs  fussent 
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toujours  positives  outre  les  limites  x  =  x^,  a?  =  X,  le  volume  compris 
(l'une  part  entrQ,les  surfaces  engendrées  par  la  révolution  de  ces  deux 
courbes,  d'autre  part  entre  les  plans  (24)  et  (aS),  aurait  évidemment 
pour  mesure,  non  plus  le  second  membre  de  l'équation  (56),  mais  la 
différence  des  intégrales 

71  /     Y2  dx,      Ti  /    yl  dx  ; 
de  sorte  qu  en  désignant  par  Y  ce  volume  on  trouverait 

(77)  ^  =  ''/  (Y—  r,^).^^  =  27:y'  ^  ydydx. 

Pour  déduire  directement  l'équation  (77)  de  la  formule  (19)  il  suffit 
d'observer  que.  le  volume  dont  il  s'agit  en  ce  moment,  étant  coupé  par 
un  plan  perpendiculaire  ii  l'axe  des  x,  donne  pour  section  une  zone 
comprise^entre  deux  circonférences  de  cercle  dont  les  rayons  coïncident 
avec  les  ordonnées  y^,  Y.  On  a  en  conséquence,  dans  le  cas  présent, 

(78)  F(^)=:7:Y^-7:r^=7:(Y^-y^). 

Or,  si  l'on  substitue  la  valeur  précédente  deF(.T)  dans  la  formule  (19), 
on  retrouvera  l'équation  (77).  Il  est  bon  de  remarquer  que  le  volume  Y 
déterminé  par  l'équation  (77)  est  précisément  celui  qu'engendre,  en 
tournant  autour  de  l'axe  des  x,  la  surface  plane  U  renfermée  dans  le 
plan  des  x,  y,  d'une  part  entre  les  courbes  (73)  et  (76),  d'autre  part 
entre  les  deux  ordonnées  correspondant  aux  abscisses  a?,,  et  X.  Cela 
posé,  concevons  que  tous  les  points  de  la  surface  U  s'éloignent  de  l'axe 
des  X  de  manière  que  la  distance  de  chacun  d'eux  ii  cet  axe  croisse  de 
la  quantité  h,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  concevons  que  l'on  fasse 
tourner  la  surface  U  autour  d'une  droite  parallèle  à  l'axe  des  x  et  située 
à  la  distance  b  de  cet  axe.  Il  est  clair  que  le  nouveau  solide  engendré 
par  la  révolution  de  la  surface  U  offrira  un  volume  équivalent  à  la 
différence 

71  r   \(y  ^hY--{y,-^rbr--\dx  =  -Ç   (Y'-  yl)dx-h2T.b  f   {\-y,)dx. 
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et,  par  conséquent,  à  la  somme 

(79)  •  V  +  27:6U. 

Il  serait  aisé  de  reconnaître  qu'on  arriverait  encore  à  la  même  conclu- 
sion si  la  surface  U  était  limitée  dans  tous  les  sens  par  les  courbes  (7:")) 
et  (76),  ou  comprise,  soit  dans  une  seule  courbe,  soit  dans  un  contour 
l'ormé  par  un  système  de  plusieurs  lignes.  D'ailleurs  le  produit  '>.~h 
représente  évidemment  la  circonférence  du  cercle  qui  a  pour  rayon  la 
distance  b,  et  l'axe  des  x  peut  coïncider  avec  une  droite  quelconqiu' 
tracée  arbitrairement  dans  le  plan  de  la  surface  U,  mais  en  debors  <le 
cette  surface.  On  pourra  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.  - —  Si  l'on  fait  tourner  une  surface  plane  :  1"  autour  (F un 
axe  situé  dans  le  plan  de  cette  surface,  mais  qui  ne  la  traverse  pas; 
2"  autour  d'un  axe  parallèle,  plus  éloigné  de  la  surface  dont  il  s'agit,  et 
situé  à  la  distance  b  du  premier,  les  valeurs  des  solides  engendrés  par  la 
révolution  de  la  surface  autour  du  second  et  du  premier  axe  donneront 
pour  différence  un  volume  égal  au  produit  de  cette  même  surface  par  la 
circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  coïncide  avec  la  distance  entre  les 
deux  axes. 

Concevons  maintenant  que  la  surface  plane  U  soit  divisible  en  deux 
parties  symétriques  par  une  droite  menée  parallèlement  à  l'axe  des  x 
et  à  la  distance  b  de  cet  axe.  Dans  ce  cas,  les  équations  (73)  et  (7()) 
se  présenteront  sous  les  formes 

(80)  Y  =  b~~^{,r), 

(81)  .,---/,  4_f(^), 

et  la  formule  (77)  donnei'a 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(82)  •  y  =  ^T.bf    i\x)d.v; 
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ft,  cdiiime  on  aura  (railleurs 

on  trouvera  encore 

(83)  \=z2Tcb\]. 

On  prouverait  facilement  que  la  formule  (83)  subsiste  lorsque  la  sur- 
face U  est  comprise  ou  dans  une  seule  courbe  fermée  de  toutes  parts, 
ou  dans  un  contour  quelconque,  pourvu  que  cette  courbe  ou  ce  contour 
soit  divisible  en  deux  parties  symétriques  par  la  droite  y  —  h.  On  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Tiu'.oni'MR  VI.  —  Lorsqu'une  sur/ace  plane  est  divisible  par  un  axe  en 
deux  parties  symétriques ,  le  solide  engendré  par  la  révolution  de  cette 
surface  autour  d'un  second  axe  parallèle  au  premier,  et  tracé  dans  le 
plan  de  la  surface,  mais  de  manière  qu'Une  la  traverse  pas,  est  équivalent 
au  produit  de  la  même  surface  par  la  circonférence  du  cercle  qui  a  pour 
rayon  la  distance  entre  les  deux  axes. 

Ainsi,  par  exemple,  le  solide  qu'engendre  la  révolution  de  l'ellipse 

(8'.)  5-*-|  =  ' 

autour  de  la  tangente  menée  par  l'une  des  extrémités  de  l'axe  'ih  est 
équivalent  au  produit  qu'on  obtient  en  multipliant  la  surface  r.ab  de 
l'ellipse  par  la  circonférence  ir.b  que  décrit  le  centre  de  cette  courbe. 
Donc  le  volume  Y  de  ce  solide  est  déterminé  par  l'équation 

(85)  V.=  27l-a6^ 

On  pourrait  encore  déduire  de  l'équation  (19)  un  théorème  digne 
de  remarque  et  dont  voici  l'énoncé  : 

rMKouKMr,  \'ll.  —  Etant  donnés  deux  plans  parallèles  à  un  axe  avec 
un  contour  fermé  dans  l'un  de  ces  deux  plans,  si  l'on  fait  mouvoir  une 
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droite  de  manière  qu'elle  passe  successivement  par  les  différents  points  de 
ce  contour,  et  forme  toujours  un  angle  droit  avec  l'axe  que  l'on  considère, 
le  volume  V  du  solide  compris  entre  la  surface  courbe  engendrée  par  la 
droite  et  les  deux  plans  donnés  sera  le  produit  de  sa  hauteur  par  la  demi- 
somme  des  surfaces  planes  qui  lui  servent  de  hase. 

Démonstration.  —  Prenons  l'axe  donné  pour  axe  des  x,  et  soit  />  la 
distance  des  deux  plans  parallèles  à  cet  axe.  Si  l'on  coupe  le  volume  V 
par  un  plan  perpendiculaire  au  même  axe  et  correspondant  à  l'abscisse  x, 
la  section  ¥(x)  qui  en  résultera  sera  évidemment  un  trapèze  dans  lequel 
les  côtés  parallèles  se  réduiront  aux  sections  linéaires  faites  par  le  plan 
coupant  dans  les  deux  bases  du  volume  V.  Donc,  si  l'on  désigiu' 
\)^r  f(x)  et  par  |'(.r)  les  deux  sections  linéaires  dont  il  s'ai»it,  on  aura 

et  la  formule  (19)  donnera 

/    f{x)dx-\-  1      {{x)  dx 
2 

Or  l'équation  (86)  fournit  immédiatement  le  théorème  VII. 

Pour  montrer  une  application  de  la  formule  (29),  supposons  que 
l'on  demande  le  volume  V^  renfermé  entre  le  plan  des  x,  y,  une  surface 
cylindrique  dont  la  génératrice  soit  parallèle  à  l'axe  des  z- ,  et  la  sur- 
face du  paraboloïde  hyperbolique  que  représenle  la  formule  (8G)  de 
la  quatorzième  Leçon  du  Tome  I,  savoir 

(87)  xj'-^cz. 

On  trouvera  dans  ce  cas 

/(■^.  J')- --2^;% 

et  par  conséquent  la  formule  (n>.9)  donnera 

(  88  )  Y=zl   f     f    xr  dy  dx  =^  ^f   (  Y"^  -  ri  )  x  dx. 
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Si  la  base  tle  la  surface  cylindrique  se  réduit  au  cercle  représenté  par 
l'équation 

a  et  h  désignant  des  quantités  positives  et  plus  grandes  que  le  rayon  H, 
on  aura 


Y  ^-  ^  +  v^R^-  {X-  -  «)%  Y'-yl  =^b^lVr^a;  -  af, 

jcq  z=  a  —  H,  X  --  a  +  R, 

et,  par  suite, 

,     ^ii  +  n 

(90)  V  =  2  ;    /  \/l\-^  {X  —  ay'a:da:; 

puis  on  en  conclura,  en  posant  x  —  a  =^  K/, 

/        ^+ 1  

(91)  V  =  2-11M       {a  +  \\L)y'V^^-dt. 

D'ailleurs  on  a  évidemment 

/        t  s/ 1  —  t-  dtzzzo, 

tandis  que  l'intégrale 

r  +  ' 

/       \li  —  t'dt, 

représentant  la  moitié  de  la  surface  du  cercle  qui  a  pour  rayon  l'unité,  est 
équivalente  à  -■  Gela  posé,  on  tirera  évidemment  de  l'équation  (()i) 

(92)  y  =  T.w--^' 

a 

Donc  le  volume  \  sera  le  produit  de  sa  base  tiR-  par  une  quatrième  pro- 
portionnelle aux  trois  longueurs  a,  b  et  c. 

Si  l'on  substituait  à  la  surface  cylindrique  qui  a  pour  base  le 
c(Tcle  (89)  un  système  de  quatre  plans  perpendiculaires  aux  axes 
des  .r  et  des 7,  alors  il  faudrait,  dans  l'équation  (88),  réduire  les  quan- 
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tités  jo»  Y  à  dos  quantités  constantes,  et  l'on  trouverait 

193)  \=-^{\'-.rl)[\^-rl), 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

194)  \  =(X  — ^o)(^  — /o)— • -, 

D'ailleurs  le  produit  (X  —  :ro)( Y —  ro)  ''("présente  évidemment,  dans 
le  cas  que  nous  considérons  ici,  la  surface  du  rectangle  qui  sert  de  base 
au  volume  V.  De  plus,  si  l'on  pose 

,    . .  _  _  ;^o_Jo ^  ^  __  :^Y  XVo  ^  __  XY 

c  '  c  c  ~  c 

z^,  ^^2,  ^3,  :?4  désigneront  évidemment  les  quatre  ordonnées  du  pai'abo- 
loïde  hyperbolique  correspondant  aux  quatre  sommets  de  ce  rectangle, 
et  l'équation  (9-^1)  donnera 

(96)  V:=(X-^o)(Y-jJ^i:tfl+_fi^_±£^ 


Ajoutons  que,  pour  construire  le  paraboloïdc  hyperbolique,  il  suffira 
(voir  la  quatorzième  Leçon  du  Tome  I)  de  tracer  le  quadrilatère  gauche 
dont  les  sommets  coïncident  avec  les  extrémités  des  ordonnées  ^,,  z.,, 
:?.(,  z.,,  et  de  faire  mouvoir  sur  deux  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère 
une  droite  qui  reste  constamment  comprise  dans  un  plan  parallèle  aux 
deux  autres  côtés.  Cela  posé,  on  déduira  de  la  formule  (96)  la  proposi- 
tion suivante  : 

Théorème  VIII.  —  Si,  après  avoir  tracé  sur  les  quatre  faces  latérales 
d'un  prisme  droit  à  base  rectangulaire  un  quadrilatère  gauche,  on  fait 
mouvoir  une  droite  sur  deux  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère,  de  manière 
quelle  reste  constamment  parallèle  aux  plans  des  faces  qui  renferment 
les  deux  autres  côtés,  le  volume  compris  entre  la  surface  engendrée  par 
cette  droite  et  le  rectangle  qui  sert  de  base  au  prisme  sera  le  produit  du 
rectangle  dont  il  s'agit  par  le  quart  de  la  somme  des  quatre  longueurs 
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comptées  sur  les  arêtes  du  prisme  entre  les  sommets  du  rectangle  et  ceux 
du  quadrilatère. 

Au  reste,  le  théorème  VIII  se  trouve  évidemment  compris,  comme 
cas  particulier,  dans  le  théorème  VIL 

Aux  diverses  propositions  ci-dessus  établies  on  peut  en  joindre 
plusieurs  autres  qui  sont  d'une  grande  utilité  dans  l'évaluation  des 
volumes,  et  que  nous  allons  faire  connaître. 

Nous  observerons  d'abord  que  la  formule  (19)  peut  être  remplacée 
par  le  théorème  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  IX.  —  Pour  déterminer  le  volume  \  compris  sous  une  enve- 
loppe donnée,  il  suffit  de  mener  un  axe  quelconque  et  de  tracer,  dans  un 
plan  fixe  passant  par  cet  axe,  une  courbe  auxiliaire  telle  que  la  section 
faite  dans  le  volume  par  un  plan  mobile  perpendiculaire  à  l'axe  soit 
toujours  équivalente  au  rectangle  construit  sur  une  ligne  donnée  b  et  sur 
la  section  linéaire  faite  par  le  plan  mobile  dans  la  surface  renfermée 
entre  V axe  et  la  courbe.  Si  l'on  suppose  cette  surface  limitée,  dans  le  sens 
de  l'axe,  par  les  deux  droites  suivant  lesquelles  le  plan  mobile,  parvenu 
aux  deux  positions  extrêmes  qu'il  peut  prendre,  coupe  le  plan  fixe,  et  si 
on  la  multiplie  par  la  longueur  b,  le  produit  sera  précisément  la  mesure 
du  volume  proposé. 

Démonstration.  —  En  effet,  si  l'axe  que  l'on  considère  est  pris  pour 
axe  des  x,  et  si  l'on  nomme  toujours  F(x)  la  section  faite  dans  le  vo- 
lume par  un  plan  mobile  perpendiculaire  à  cet  axe  et  correspondant  à 

l'abscisse  te,  — ,—   sera  l'ordonnée  de   la  courbe  auxiliaire,   ou,  en 

d'autres  termes,  la  section  linéaire  faite  par  le  même  plan  mobile  dans 
la  surface  renfermée  entre  l'axe  et  la  courbe;  et  cette  surface  |  en  vertu 
de  la  formule  (11)  de  la  deuxième  Leçon]  sera  équivalente  à  l'intégrale 

(97)  f"l^p-d^=j^  f  ¥ij.-)d^. 

Or,  si  l'on  multiplie  l'intégrale  (97J  par  la  longueur  b,  on  obtiendra 
évidemment  pour  produit  la  valeur  de  V^  déterminée  par  la  formule  (19)- 
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Corollaire  I.  —  Si  le  volume  Y  so  trouve  renfermé  dans  un  cône  ou 
dans  une  pyramide  \\  base  quelconque,  et  si  l'on  prend  pour  axe  des 
abscisses  une  droite  perpendiculaire  à  la  base,  la  section  F(.r)  sera 
proportionnelle  au  carré  de  ^r,  et  la  courbe  auxiliaire  sera  une  parabole 
qui  aura  pour  axe  l'axe  des  ordonnées.  Or,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit 
dans  la  deuxième  Leçon,  la  surface  comprise  entre  l'axe  des  x,  la  para- 
bole et  une  ordonnée  de  cette  courbe,  sera  le  tiers  du  rectangle  cir- 
conscrit. Cela  posé,  on  conclura  immédiatement  du  théorème  IX  que 
le  volume  compris  dans  un  cône  ou  dans  une  pyramide  à  base  quel- 
conque est  le  tiers  du  volume  renfermé  dans  un  cylindre  ou  dans  un 
prisme  circonscrit,  c'est-à-dire  dans  un  cylindre  ou  dans  un  prisme 
construit  avec  la  même  base  et  la  même  hauteur.  On  est  ainsi  ramené 
immédiatement  au  théorème  III. 

Corollaire  II.  —  Si  la  section  F(^)  se  réduit  à  un  trapèze  dont  les 
côtés  parallèles  représentent  les  sections  linéaires  faites  dans  deux 
surfaces  planes  dont  les  plans  soient  parallèles  à  l'axe  donné,  et  si  l'on 
suppose  que  la  longueur  h  désigne  précisément  la  distance  des  deux 
plans,  l'ordonnée  de  la  courbe  auxiliaire  sera  précisément  la  demi- 
somme  des  sections  linéaires  dont  nous  venons  de  parler;  d'où  l'on 
conclura  sans  peine  que  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x  et  la  courbe 
auxiliaire  est  la  demi-somme  des  deux  surfaces  planes.  Cela  posé,  on 
déduira  immédiatement  du  théorème  IX  le  théorème  VII  précédemment 
démontré. 

On  déterminerait  avec  la  même  facilité,  par  le  moyen  du  théorème  IX, 
le  volume  compris  entre  deux  plans  dans  une  sphère,  dans  un  hyper- 
boloïde,  dans  un  ellipsoïde,  etc.  Ajoutons  qu'à  l'aide  de  ce  théorème, 
ou  des  équations  (19)  et  (29),  on  peut  encore  établir  les  propositions 
suivantes  : 

Théorème  X.  —  5/  les  sections  faites  dans  deux  volumes  par  un  sys- 
tème de  pla/is  parallèles  les  uns  aux  autres  sont  entre  elles  dans  un  rapport 
constant,  les  deux  volumes  seront  entre  eux  dans  le  même  rapport. 

Démonstration.  —  Supposons  les  différents  points  de  l'espace  rap- 
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portés  à  trois  axes  rectangulaires  des  ■r,  y,  -,  et  l'axe  des  x  perpendi- 
culaire aux  plans  parallèles  dont  nous  venons  de  parler.  Si  l'on 
nomme  VÇx)  et  ^(x)  les  sections  faites  dans  les  deux  volumes  par  un 
de  ces  plans,  savoir,  par  celui  qui  correspond  à  l'abscisse^,  on  aura, 
par  hypothèse, 

(98)  5^(^)  =  cF(^), 

r  désignant  un  rapport  constant.  Soient  d'ailleurs  a?„  et  X  les  limites 
entre  lesquelles  l'abscisse  x  doit  rester  comprise  pour  que  le  plan  cor- 
respondant à  cette  abscisse  et  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  rencontre 
les  deux  volumes.  En  vertu  de  la  formule  (19),  le  premier  volume  sera 
évidemment  mesuré  par  l'intégrale 


L 


X 

F(jr)  dj^, 


i: 


tandis  que  le  second  volume  sera  mesuré  par  l'intégrale 

.T  (  ^  )  dj: . 
Or  on  tire  de  l'équation  (98) 

(99)  I      r7(^)  <ix  =  c  /     F(x)f/j:', 

et  il  est  clair  que  cette  dernière  formule  comprend  le  théorème  énoncé. 

Corollaire  /.  —  Deux  volumes  sont  équivalents  lorsqu'un  [)lan  mo- 
bile, constamment  parallèle  à  un  plan  donné,  coupe  ces  deux  volumes 
suivant  des  sections  qui  restent  toujours  égales  entre  elles. 

Corollaire  II.  —  Supposons  que  l'on  désigne  par  a,  ^,c  trois  constantes 
positives,  et  comparons  entre  eux  les  volumes  renfermés  entre  deux 
plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  a?  :  i"  dans  la  sphère  représentée  par 
l'équation 

(100)  a:- -j- y- -\- z- 7=:z  a^  ; 
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2°  dans  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation 

x^        y"-       z"' 
(loi)  —  +  y„+  — =1. 

a'-        h-        c- 

On  reconnaîtra  facilcmentquc  les  sections  faites  dans  ces  deux  volumes 
par  un  même  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  et  correspondant  à 
l'abscisse  x  se  réduisent,  la  première  à  un  cercle  qui  a  pour  rayon  le 
radical 

et  pour  surface  le  produit 

(102)  7r(a-— ^^), 

la  seconde  à  une  ellipse  qui  a  pour  demi-axes  les  quantités 

h  i       c  i 

-{a}-x^-Y,      -{a}-x''-f 
a  a 

et  pour  surface  le  produit 

(io3)  !î^(a2-^2). 

Or,  comme  les  expressions  (io3)  et  (102)  sont  entre  elles  dans  le 

bc 
rapport  de  —  à  l'unité,  on  conclura  du  théorème  X  que  les  volumes 

compris  dans  l'ellipsoïde  et  dans  la  sphère  entre  deux  plans  quel- 
conques perpendiculaires  à  l'axe  des  x  conservent  entre  eux  le  même 
rapport.  Donc, -si  l'on  nomme  v  le  segment  compris  dans  l'ellipsoïde 
entre  le  plan  des  y,  :;  et  un  plan  parallèle  correspondant  à  l'abscisse  x, 
on  trouvera,  en  ayant  égard  à  la  formule  (^q), 


71 6c        /    .         I 


^  X' 


(io4)  ^=^^1,^      3 

Si  la  hauteur  x  du  segment  devient  égale  au  demi-axe  a,  le  volume  v 
se  réduira  simplement  au  produit  ^izabc,  et  le  double  de  ce  produit, 
ou  la  quantité 

(io5)  -^nabc, 

représentera  le  volume  entier  de  l'ellipsoïde. 
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Théorème  XL  —  Etant  donnés  deux  volumes  terminés  par  deux  enve- 
loppes, si  les  longueurs  interceptées  par  ces  enveloppes  sur  une  droite  qui 
se  meut  en  restant  parallèle  à  un  certain  axe  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  constant,  les  deux  volumes  seront  entre  eux  dans  lemême  rapport. 

Démonstration.  —  Rapportons  toujours  les  différents  points  de  l'es- 
pace à  trois  axes  rectangulaires  des  ^,  y,  z,  et  admettons  que  le  dernier 
coïncide  avec  l'axe  auquel  la  droite  mobile  doit  être  parallèle.  A  chaque 
position  de  cette  droite  correspondra  un  système  déterminé  de  valeurs 
des  coordonnées  ^,  y.  Cela  posé,  soient/(a;,  j),  |'(^,  jk)  les  longueurs 
interceptées  sur  la  droite  dont  il  s'agit  par  les  enveloppes  des  deux 
volumes.  On  aura,  par  hypothèse, 

(106)  {{x,y)-=^cf{x,yy, 

c  désignant  un  rapport  constant.  Soient  d'ailleurs  x^^,  X  des  quantités 
constantes,  et  jo»  Y  des  fonctions  de  x,  tellement  choisies  que  les 
équations 

(23)  jr=Y, 

(24)  x-=x^, 

(25)  07  =  X 

représentent  les  surfaces  cylindriques  et  les  plans  entre  lesquels  la 
droite  mobile  doit  rester  comprise  pour  rencontrer  les  deux  volumes. 
En  vertu  de  la  formule  (29),  le  premier  volume  sera  évidemment  me- 
suré par  l'intégrale  double 

/     /  /{•^yy)dydx, 

tandis  que  le  second  volume  sera  mesuré  par  l'intégrale  double 

l\x,y)dfdx. 


Il 
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Or  on  tirera  de  l'équation  (io6) 

/     \\^,f)dydx=zc  /    f{x,y)dydx; 

et  il  est  clair  que  cette  dernière  formule  comprend  le  théorème  énoncé. 
La  démonstration  précédente  se  trouverait  en  défaut  si  chacun  des 
volumes  proposés  pouvait  être  traversé  en  plusieurs  points  par  une 
droite  parallèle  à  l'axe  des  a?  ou  à  l'axe  des  j.  Mais  alors  il  serait  facile 
de  décomposer  les  deux  volumes  en  parties  correspondantes,  dont  le 
rapport,  fixé  à  l'aide  des  raisonnements  que  nous  venons  de  faire,  serait 
égal  k  c;  et,  puisqu'il  suffît  de  faire  croître  on  décroître  les  différentes 
parties  d'une  somme  dans  le  rapport  de  i  à  c  pour  que  cette  somme 
croisse  ou  décroisse  dans  le  même  rapport,  il  est  clair  qu'on  se  trouve- 
rait encore  amené  à  reconnaître  l'exactitude  du  théorème  XL 

Nota.  —  Il  importe  d'r>bserver  que  le  théorème  XI  subsiste  dans  le 
cas  même  où  chacune  des  longueurs /(^,j),  f{oo,y)  se  transformerait 
en  un  système  de  plusieurs  longueurs  comprises,  la  première  entre 
deux  surfaces  données,  la  seconde  entre  deux  autres  surfaces,  etc. 

Corollaire  I.  —  Supposons  que  l'on  projette  sur  le  plan  des  x,  y  deux 
surfaces  fermées,  dont  la  première  soit  représentée  par  l'équation 

(io8)  §{x,y,z)  =  o, 

et  la  seconde  par  une  autre  équation  de  la  forme 

(109)  §{x,y,^ 


Il  est  clair  que,  pour  chaque  système  de  valeurs  attribuées  aux  coor- 
données^, j,  on  tirera  des  équations  (108)  et  (109)  des  valeurs  corres- 
pondantes de  z  qui  seront  entre  elles  dans  le  rapport  de  i  à  c.  Par 
suite,  les  limites  entre  lesquelles  x  et  j  devront  rester  comprises  pour 
que  z  conserve  des  valeurs  réelles  ne  varieront  pas  quand  on  substi- 
tuera la  seconde  surface  à  la  première.  De  plus,  si  l'on  désigne  par 

(110)  XÎq,  ^J,  Z^,  Z^, 
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les  diverses  valeurs  réelles  de  z  que  fournit  l'équation  (io8)  pour  une 
abscisse  donnée,  celles  que  fournira  pour  la  même  abscisse  l'équa- 
tion (109)  seront  évidemment 

(111)  C-3q,       CZi,       CZ^,       CZ3,        .... 

Si  d'ailleurs  on  suppose  les  quantités  (i  10)  rangées  par  ordre  de  gran- 
deur, la  longueur  totale /(a?,  j),  comptée  dans  l'intérieur  de  la  sur- 
face (108)  sur  une  ordonnée  parallèle  à  l'axe  des  z,  sera  évidemment 

(112)  /(^,7)l=5,  —  ^0+^3—  ^2  + 

Au  contraire,  la  somme  f(^, y)  des  longueurs  interceptées  sur  la 
même  ordonnée  par  la  surface  (109)  se  déduira  de  la  formule 

(ii3)     {{oc,  y)  =  c-i  — c^oH-c-Sj—  c^2  +  . .  .=  c(^i  — ^o+-3— -2  +  -  •  •)• 

On  aura  donc  • 

(106)  ï'{^,y)  =  cf{a;,y); 

et  l'on  conclura  du  théorème  XI  que  les  volumes  renfermés  dans  les 
surfaces  (106)  et  (107)  sont  entre  eux  dans  le  rapport  de  i  à  c. 

Corollaire  If.  —  En  raisonnant  comme  on  vient  de  le  faire,  mais 
échangeant  entre  elles  les  coordonnées  x,  y,  z,  on  prouverait  que  les 
volumes  renfermés  dans  la  surface  (108)  et  dans  celle  qui  a  pour 
équation 

(Il4)  .j(^,  f,zj=o, 

ou 

(iio)  "^(^'^' 

a,  h  désignant  deux  constantes  positives,  sont  entre  eux  dans  le  rapport 
de  I  h  «,  ou  de  I  à  />>. 

Corollaire  III.  —  Si  l'on  compare  successivement  l'un  à  l'autre  les 
volumes   renfermés   dans   les  quatre    surfaces  représentées  par   les 
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équations 

(io8)  ${a:,j,z)  =  o, 

(ii4)  j(^,j,^)=o, 


(,.6)  <f'f'=)  =  °. 

(■■7)  ■  .T(f,f,i)=o, 

on  conclura  du  corollaire  précédent  que  les  rapports  du  second  volume 
au  premier,  du  troisième  au  second  et  du  quatrième  au  troisième 
sont  mesurés  par  les  nombres  a,  h,  c.  Donc  le  rapport  du  quatrième 
volume  au  premier  aura  pour  mesure  le  produit  abc.  On  peut  donc 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorèjie  XIL  —  Pour  déterminer  le  volume  compris  dans  une  surface 
courbe  fermée  de  toutes  parts  et  représentée  par  une  équatioji  de  la  forme 

dans  laquelle  a,  b,  c  désignent  trois  constantes  positives,  il  suffit  d'éva- 
luer le  volume  compris  dans  la  surface  courbe  dont  l'équation  serait 

(io8)  ê{x,y,z)  =  o 

et  de  m,ultiplier  ce  volume  par  le  produit  des  trois  constantes  a,  b,  c. 

Corollaire  I.  —   Si   la  surface  (117)   se   réduit   à  celle  de  l'ellip- 
soïde (loi),  l'équation  (108)  deviendra 

(118)  ^2^j2+^'-=l 

et  représentera  une  sphère  qui  aura  pour  rayon  l'unité.  Or,  le  volume 
compris  dans  cette  sphère  étant  égal  à  ^t:,  on  conclura  du  théo- 
rème XII  que  le  volume  de  l'ellipsoïde  a  pour  mesure  le  produit 

4 
(io5)  -Tiabc, 

ce  que  l'on  savait  déjà. 
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Corollaire  II.  —  Si,  dans  l'équation  (117),  on  suppose  c=zb=^a, 
cette  équation,  réduite  à  la  forme 


représentera  l'enveloppe  d'un  solide  semblable  à  celui  que  termine  la 
surface  (ro8),  et  les  dimensions  du  second  solide  seront  à  celles  du 
premier  comme  le  nombre  a  est  à  l'unité.  Cela  posé,  il  résulte  évidem- 
ment du  théorème  XII  que  les  volumes  compris  dans  deux  solides  sem- 
blables sont  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs  dimensions  respectives. 

Théorème  XIII.  —  I^e  rapport  entre  deux  volumes  est  toujours  une 
quantité  moyenne  entre  les  diverses  valeurs  que  peut  acquérir  le  rapport 
des  sections  faites  dans  ces  deux  volumes  par  un  plan  mobile  qui  demeure 
constamment  parallèle  à  un  plan  donné. 

Démonstration.  —  Supposons  les  différents  points  de  l'espace  rap- 
portés à  trois  axes  rectangulaires  des  x,  r,  z,  dont  les  deux  derniers 
soient  compris  dans  le  plan  donné.  Nommons  Y{x)  et  §{x)  les  sections 
faites  dans  les  deux  volumes  par  le  plan  mobile,  et  correspondant  à 
l'abscisse  a?.  Enfin  soient  a?^,  Xles  limites  entre  lesquelles  l'abscisse  ^i? 
doit  demeurer  comprise  pour  que  le  plan  mobile  rencontre  les  deux 
volumes  ou  au  moins  l'un  d'entre  eux.  Si,  pour  chaque  valeur  de  x 
renfermée  entre  les  valeurs  extrêmes  x^^,  X,  le  plan  mobile  rencontre 
toujours  les  deux  volumes,  ceux-ci  se  trouveront  mesurés  par  les  in- 
tégrales 

/     ¥{x)dx,       1     ^{x)dx. 


D'ailleurs,  si,  dans  l'équation  (i3)  de  la  vingt-troisième  Leçon  duCalcul 
infinitésimal,  on  remplace  les  fonctions /(a;),  y^oo)  Qio(x)  par  ^(^), 

'^(  x) 

¥(x)  et  îT^'  on  en  tirera 

X 

^{x)  dx 


£ 


(•20)  -^s. ""  FU) 


f   ¥{x)dx 
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l  désignant  une  valeur  clc  x  comprise  entre  les  limites  x^,  X.  Or  la 
fraction 

est  évidemment  l'une  des  valeurs  que  peut  acquérir  le  rapport 

¥{x) 

des  sections  faites  dans  les  deux  volumes,  tandis  que  x  varie  de- 
puis x  =  Xq  jusqu'à  x  =  X,  et  par  conséquent  une  quantité  comprise 
entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  de  ces  valeurs.  Donc  la  for- 
mule (120)  entraîne,  dans  l'hypothèse  admise,  le  théorème  XIIJ. 

Si,  pour  certaines  valeurs  de  l'abscisse  x,  le  plan  mobile  ne  rencon- 
trait plus  que  l'un  des  deux  volumes  proposés,  on  pourrait  encore 
démontrer  comme  on  vient  de  le  faire  le  théorème  XIII;  seulement  il 
faudrait  alors  considérer  chacune  des  sections  F(x),  §{x)  comme 
prenant  une  valeur  nulle  toutes  les  fois  que  la  surface  correspondante 
cesserait  d'être  coupée  par  le  plan  mobile. 

Si  au  théorème  que  nous  venons  d'établir  on  joint  le  théorème  IIJ- 
de  la  deuxième  Leçon,  on  déduira  immédiatement  une  proposition 
nouvelle  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  XIV.  —  Le  rapport  entre  les  volumes  renfermés  dans  deux 
enveloppes  distinctes  est  une  quantité  moyenne  entre  les  diverses  valeurs 
que  peut  acquérir  le  rapport  des  longueurs  interceptées  par  ces  deux  enve- 
loppes sur  une  droite  mobile  qui  demeure  constamment  parallèle  à  un 
axe  donné. 

Si,  dans  l'équation  (120),  on  pose  ^(a;)  =  1,  on  trouvera 

/     ^{x)  dx  =  j     dx  ■=.\.  —  Xq 

et,  par  suite, 

(121)  t    Y{x)dx={X-x,)¥{l). 


528  APPLICATIONS  DU   CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

Or  la  longueur  X  —  x^,  représente  évidemment  la  projection  linéaire  du 
volume  (19)  sur  l'axe  des  x,  tandis  que  F(E)  représente  une  quantité 
moyenne  entre  les  sections  faites  dans  ce  volume  par  des  plans  perpen- 
diculaires au  même  axe.  Cela  posé,  comme  on  peut  prendre  pour  axe 
des  X  un  axe  quelconque,  il  est  clair  que  la  formule  (121)  entraîne  la 
proposition  suivante  : 

Théorème  XV.  —  Le  rapport  entre  un  volume  et  sa  projection  sur  un 
axe  quelconque  est  une  quantité  moyenne  entre  les  aires  des  différentes 
sections  faites  dans  ce  volume  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe. 

Si  l'on  projette  le  volume  V  déterminé  par  l'équation  (19)  ou  (29) 
non  plus  sur  un  axe,  mais  sur  un  plan,  on  obtiendra,  au  lieu  du  théo- 
rème XV,  la  proposition  suivante  : 

Théorème  XVI.  —  Le  rapport  entre  un  volume  et  sa  projection  sur  un 
plan  quelconque  est  une  moyenne  entre  les  diverses  valeurs  que  peut 
acquérir  la  somme  des  longueurs  interceptées  par  l'enveloppe  de  ce  vo- 
lume sur  une  sécante  mobile  qui  demeure  constamment  perpendiculaire 
au  plan  donné. 

Démonstration.  —  Pour  démontrer  cette  proposition  il  suffît  d'ap- 
pliquer à  la  formule  (29)  les  raisonnements  que  nous  avons  appliqués, 
dans  la  page  471  de  la  troisième  Leçon,  à  la  formule  (34)  et  à  l'aide 
desquels  nous  avons  établi  le  théorème  II  de  la  page  472. 
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